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Dünnbesetzte Matrix (sparse matrix)

Definition: Dünnbesetzte Matrix
Eine m× n-Matrix A heißt dünnbesetzt, wenn gilt:
É wenige Elemente in A ungleich 0
É auf A sind spezielle Techniken anwendbar, die die

große Anzahl von 0 ausnützen

Definition
É Nz heißt Anzahl der Elemente in A, die ungleich 0 sind
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Motivation und Ziel

1. Speicherung: Platzersparnis
É Graphen mit wenigen Kanten: Adjazenzmatrizen
É mathematische Modelle liefern

dünnbesetzte Gleichungssysteme

z.B. Temperatur auf Platte

2. Operationen: Performance-Gewinn
É Matrix-Vektor-Produkt y := Ax
É naiver Gauß: braucht 2

3
n3 Operationen
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1. Speicherung: Platzersparnis
É Graphen mit wenigen Kanten: Adjazenzmatrizen
É mathematische Modelle liefern

dünnbesetzte Gleichungssysteme
z.B. Temperatur auf Platte

É n := 107 Gleichungen = Gitterpunkte
⇒ 1014 Koeffizienten

É naive Datenstruktur braucht dann 400 TB
(für Gleitkommazahlen)
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3
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Überlegungen zur Wahl des Speicherformats

É Speicherverbrauch
É Ausführungsgeschwindigkeit der Operationen
É anzuwendender Algorithmus
É Struktur der Matrix
É Rechnerarchitektur
É . . .
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Speicherformate

É Nichtnull-Elemente festhalten
É geeignete Reihenfolge
É zugehörige Position

É Allgemeine Formate:
É Koordinaten-Format (COO)
É Compressed Row Storage (CRS)
É Compressed Column Storage (CCS)
É Modified Row Storage (MRS)

É Spezielle Formate:
É Compressed Diagonal Storage (CDS)
É Skyline Storage (SKS)
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Speicherformate

É Nichtnull-Elemente festhalten
É geeignete Reihenfolge
É zugehörige Position

É Allgemeine Formate:
É Koordinaten-Format (COO)
É Compressed Row Storage (CRS)
É Compressed Column Storage (CCS)
É Modified Row Storage (MRS)

É Spezielle Formate:
É Compressed Diagonal Storage (CDS)
É Skyline Storage (SKS)
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Koordinaten-Format (COO)

É Vorteil: Einfachheit

É Speicheraufwand 3Nz

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

Values 11 12 21 22 33 34 43 44 54 55 65

RowIndices 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6

ColumnIndices 1 2 1 2 3 4 3 4 4 5 5
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Koordinaten-Format (COO)

É Vorteil: Einfachheit
É Speicheraufwand 3Nz

1 2 3 4 5 6
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Compressed Row Storage (CRS)

É zeilenweiser Durchgang

É Zeile von RowPointers[i] bis
RowPointers[i+ 1]− 1

É Speicheraufwand ist
2Nz+ (m+ 1)

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

Values 11 12 21 22 33 34 43 44 54 55 65

RowPointers 1 3 5 7 9 11 12

ColumnIndices 1 2 1 2 3 4 3 4 4 5 5
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É zeilenweiser Durchgang
É Zeile von RowPointers[i] bis

RowPointers[i+ 1]− 1
É Speicheraufwand ist

2Nz+ (m+ 1)
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Compressed Column Storage (CCS)

É wie CRS auf AT

É Speicherbedarf ist
2Nz+ (n+ 1)

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

Values 11 21 12 22 33 43 34 44 54 55 65

ColumnPointers 1 3 5 7 10 12 12

RowIndices 1 2 1 2 3 4 3 4 5 5 6
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Modified Row Storage (MRS)

É A sei n× n-Matrix
É Hauptdiagonale
É zeilenweise

É Speicheraufwand ist 2(Nz+
1+ #Nullen in Diagonale)

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

Values 11 22 33 44 55 0 ∗ 12 21 34 43 54 65

Indices 1 9 3 11 12 13 14 2 1 4 3 4 5

“RowPointers“ “ColumnIndices“
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É A sei n× n-Matrix
É Hauptdiagonale
É zeilenweise
É Speicheraufwand ist 2(Nz+

1+ #Nullen in Diagonale)

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0
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Compressed Diagonal Storage (CDS)

É A sei n× n-Matrix
É konstante

Bandbreite

É Speicherverbrauch
liegt bei

n×Bandbreite

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

Bandbreite

Values ∗ 21 0 43 54 65 -1 Diagonals
11 22 33 44 55 0 0
12 0 34 0 0 ∗ 1
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Compressed Diagonal Storage (CDS)

É A sei n× n-Matrix
É konstante

Bandbreite
É Speicherverbrauch

liegt bei

n×Bandbreite

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

Bandbreite

-1 0
1

Values ∗ 21 0 43 54 65 -1 Diagonals
11 22 33 44 55 0 0
12 0 34 0 0 ∗ 1
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Skyline Storage

É spezielle Skyline-Struktur

É Speicherverbrauch ist

Nz+ 2(n+ 1) +#Skyline-Nullen

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

LowerValues 11 21 22 33 43 44 54 55 65 0

LowerRowPointers 1 2 4 5 7 9 11

UpperValues 12 34

UpperColumnPointers 1 1 2 2 3 3 3
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Musteroperation: Matrix-Vektor-Produkt

für m× n-Matrix A und Vektor x ∈Kn:

y := Ax =













a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
...

...
am1 am2 . . . amn































x1
x2

...

xn



















=













a11x1+ a12x2+ · · ·+ a1nxn
a21x1+ a22x2+ · · ·+ a2nxn

...
am1x1+ am2x2+ · · ·+ amnxn












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CRS - y := Ax

1 2 3 4 5 6

1 11 12 0 0 0 0
2 21 22 0 0 0 0
3 0 0 33 34 0 0
4 0 0 43 44 0 0
5 0 0 0 54 55 0
6 0 0 0 0 65 0

Values 11 12 21 22 33 34 43 44 54 55 65

RowPointers 1 3 5 7 9 11 12

ColumnIndices 1 2 1 2 3 4 3 4 4 5 5

Zeilen i

for i← 1 to #RowPointers− 1 do
for j← RowPointers[i] to RowPointers[i+1]−1 do

y[i]← y[i] +Values[j] · x[ColumnIndices[j]]
end for

end for

É Kosten:
(2Nz) Fließkomma-Operationen
vs. vorher ca. (2mn)
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Beispielhafter Vergleich der Speicherformate

Durchschnittlicher Speicherverbrauch je Form verglichen
mit der ursprünglichen Matrix1

% aller Einträge

2

4

6

8

10

12

1,76 %

MR
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1,86 %
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S,
CC
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12,92 %

CD
S

∅Nz= 0.87 %

1nach [Überhuber], S. 405f.
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Beispiel: Skyline-Matrix
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