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Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist es, einige Methoden zur Erzeugung fraktaler Land-
schaften vorzustellen. Wir untersuchen die mathematischen Hintergriinde
und stellen uns die Frage, wie man Objekte der Natur mathematisch be-
schreiben kann.

Fine geometrische Beschreibung eignet sich aufgrund der hohen Komplexitét
zumeist nicht, jedoch koénnen natiirliche Objekte wie Biume, Straucher,
Landschaften, Planeten, Kiistenlinien, Fliisse, Seen und vieles mehr mit ei-
ner gewissen Realitéitsnihe durch fraktale Objekte angendhert werden. Eine
umfangreiche Zusammenstellung iiber Chaos und Fraktale findet man in [4].
Einige Algorithmen zum Erstellen von fraktalen Pflanzen, Landschaften und
Planeten findet man in [5].



1 Selbstiahnlichkeit

Benoit B. Mandelbrot leitete das Wort ,, Fraktal vom lateinischen Verb fran-
gere und vom zugehorigen Adjektiv fractal ab. Das Verb bedeutet brechen,
unregelméBige Fragmente bilden. Doch Phénomene der Natur, wie zum Bei-
spiel die Brownsche Bewegung sind schon viel langer bekannt, nur nicht unter
der Bezeichnung Fraktale.

Grundlegend fiir alle Fraktale ist das Prinzip der Selbstéhnlichkeit. Betrach-
tet man ein fraktales Objekt und einen bestimmten Teil des Objekts mit
einer passenden Skalierung, so erscheinen die beiden Bilder dem Betrach-
ter identisch (oder in einer etwas weiter gefafiten Anschauung zumindest
»ahnlich“). Dieses Phdnomen kann man in der Natur oft beobachten.

Ein Baumstamm teilt sich in mehrere groBe Aste in dhnlicher Weise, wie
sich Aste wieder in kleinere Aste aufteilen — bis zu den kleinsten Astchen.
Ein weiteres Beipsiel dafiir sind Flussdeltas.

FEine Bergwand weist von der Ferne betrachtet eine dhnliche Struktur auf,
wie eine Felswand dieses Berges, und noch n#her betrachtet, eine, d&hnlich
der Oberfliche des Gesteins.

Der Mond ist iibersdht mit Kratern. Egal mit welcher Skalierung wir die
Mondoberfliche betrachten — wir sehen grofile Krater genauso wie mittel-
grofe und ganz kleine.

1.1 Die Koch-Kurve

Dies ist eine sehr einfach aufgebaute fraktale Kurve. Helge von Koch, ein
schwedischer Mathematiker, veroffentlichte 1904 seine Koch-Kurve.

Wir starten mit einer waagrechten Strecke, teilen diese in drei gleichgrofie
Teile und ersetzen das mittlere Stiick durch die linke und rechte Seite eines
gleichseitigen Dreiecks. So erhalten wir vier Strecken, wie man in Schritt 1,
Abbildung 1 sieht. Nun wenden wir dieses Verfahren in rekursiver Weise auf
jede der vier Teilstrecken an. Abbildung 1 soll die Konstruktion verdeutli-
chen. Abbildung 2 zeigt die Kochkurve nach 11 Iterationsschritten.

Durch das rekursive Konstruktionsverfahren ergibt sich die Selbstdhnlich-
keit. Aus diesem Grund sind die meisten Fraktale durch ein rekursives Sche-
ma definiert.

1.2 Das Sierpinski-Dreieck

Ein weiteres Beispiel ist das Sierpinski-Dreieck (Abb. 3). In einem gleichsei-
tigen Dreieck werden die Halbierungspunkte der Seiten miteinander verbun-
den und das dadurch entstandene, in der Mitte liegende Dreieck entfernt.
Abbildung 4 zeigt das Sierpinski-Dreieck nach 10 Iterationsschritten.
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Abbildung 1: Konstruktion der Koch-Kurve

Abbildung 2: Koch-Kurve

2 Fraktale Dimension

Um den Grad der Komplexitit eines fraktalen Objekts zu charakterisieren,
fithren wir den Begriff der fraktalen Dimension ein. Wir wollen ein Maf
dafiir angeben, wie stark zerkliiftet eine Linie, Oberfldche, ein Baum usw.
ist. Mochte man beispielsweise die Linge der Kiiste Englands messen, so
héngt das Messergebnis von der verwendeten Mafeinheit ab. Umso feiner
und genauer die Messung, desto Langer wird die Kiistenlinie erscheinen. Die
fraktale Dimension soll dabei ein Maf} angeben, wie stark die Lénge mit der
Feinheit der Messung ansteigt.

Nun gibt es bereits eine Handvoll fiir Fraktale vorgeschlagener Dimensions-
begriffe, wie zum Beispiel:

e Selbstéhnlichkeitsdimension (self-similarity dimension)
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Abbildung 3: Konstruktion des Sierpinski-Dreiecks

Abbildung 4: Sierpinski-Dreieck



Abbildung 5: Selbstidhnlichkeit von Strecke, Quadrat und Wiirfel

e Kompassdimension (compass dimension)
e Box-Dimension (box-counting dimension)

Diese sind spezielle Formen der Mandelbrotschen fraktalen Dimension.

2.1 Selbstidhnlichkeitsdimension

Eine Struktur heifit selbstdhnlich, wenn sie in beliebig kleine Teile aufgeteilt
werden kann, wobei jedes Teilstiick eine kleine Kopie des Ganzen ist [4].
Skalieren wir eine Strecke mit dem Faktor s = 1/3, so erhalten wir a = 3
Teile. Machen wir das selbe fiir ein Quadrat, so erhalten wir a = 9 Teile und
fiir einen Wiirfel mit s = 1/3 bekommen wir a = 27 Teile (Abb. 5).
Es wird schnell klar, dass die Anzahl a der entstehenden Teile die folgende
Gleichung erfiillt: .

a= <D’ (1)
wobei D = 1 fiir die Strecke, D = 2 fiir das Quadrat und D = 3 fiir den
Wiirfel ist.
Betrachten wir nocheinmal die Koch-Kurve, so sehen wir, dass bei Skalierung
1/3 hier 4 Teile entstehen. Formen wir Gleichung 1 um, erhalten wir

_ loga
~logl/s

und es ergibt sich somit fiir die Koch-Kurve eine fraktale Dimension von

_logd o6,

~ log3

Weitere bekannte Fraktale mit ihren Dimensionen [4]:

Cantormenge log2/log 3 ~ 0.6309
Sierpinski-Gasket  log3/log2 ~ 1.585
Sierpinski-Teppich log8/log 3 ~ 1.8928
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Abbildung 6: Brownsche Bewegung

3 Fraktale Brownsche Bewegung

Der Botaniker Robert Brown entdeckte 1827, dass kleinste Teilchen, unter
dem Mikroskop betrachtet, heftige Zickzackbewegungen vollfithren. Dieses
Phénomen wurde spéter als nach ihm als Brownsche Bewegung benannt.
Brownsche Bewegung ist die Basis fiir die Erstellung fraktaler Objekte wie
etwa Landschaften. Betrachten wir zunéchst eine eindimensionale Bewe-
gung. Die horizontale Achse in Abbildung 6 ist die Zeitachse und die senk-
rechte Achse stellt die Position des Teilchens dar.

3.1 Selbstidhnlichkeit der Brownschen Bewegung

Eine zentrale Eigenschaft von Fraktalen ist, wie wir schon wissen, die Selbst-
dghnlichkeit. Bei einer Vergroflerung der fraktalen Kurve darf sich ihr Cha-
rakter, also ihre Dimension nicht verdndern.

Die Brownsche Bewegung ist ein Zufallsprozess X (t), wobei die Anderungen
normalverteilt sind und

var (X(tQ) —X(tl)) X ’tQ _t1‘2H7 (2)

ist mit H = 1/2. Diese Bedingung sichert die Selbstéhnlichkeit der Kur-
ve X (t). Die Verallgemeinerung fiir Parameter 0 < H < 1 wird fraktale
Brownsche Bewegung genannt. Man sagt auch, die Anderungen von X sind
statistisch selbstdhnlich mit Parameter H, also

X(t) = X(to) und w
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sind statistisch identisch verteilt fiir alle tg, ¢ und » > 0. Setzen wir nun
to = 0 und X (¢9) = 0, dann erhalten wir:

X (rt)

X(t d
(t) un "

sind statistisch identisch verteilt. Der Parameter r gibt dabei die Skalierung
der Zeitachse an. Um die Charakteristik der Kurve zu erhalten, muss man
also bei Skalierung der Zeitachse mit r die Amplitude von X (rt) mit 1/r"
skalieren.

Der Parameter H wird auch Hurst-Exponent genannt und hingt mit der
fraktalen Dimension zusammen. Sei nun E die euklidische Dimension der
Brownschen Bewegung, also in unserem Fall £ = 1, so gilt

H=E+1-D,

wobeil D die fraktale Dimension ist.

3.2 Mittelpunktverschiebungs-Algorithmus

Eine naheliegende und weit verbreitete Methode, um fraktale Brownsche
Bewegung zu erzeugen, ist die zufillige Mittelpunktverschiebung. Wie viele
der Algorithmen, die Fraktale erzeugen, funktioniert auch dieser rekursiv.
Wir wollen eine fraktale Brownsche Bewegung

X:[0,1]—R

definieren. Dazu legen wir zunéchst X (0) = 0 und X (1) = 0 fest. Dann
teilen wir die Zeitachse in der Mitte und verschieben X (1) ausgehend vom
Mittelwert von X (0) und X (1), in diesem Fall 0, um einen zufilligen Wert
nach oben bzw. nach unten. Wir fahren dann in rekursiver Weise fiir beide
Teilintervalle fort (Algorithmus 1).

Bei jedem Aufruf wird das Intervall [I, r] {ibergeben, fiir das der Mittel-
punkt verschoben werden soll. Zusétzlich wird die aktuelle Rekursionstiefe
d iibergeben. Wenn d ein zuvor festgelegtes Maximum d,,,, iiberschreitet,
wird die Rekursion abgebrochen.

Wir starten den Algorithmus 1 mit dem Aufruf midpoint(0, 1, 1) und
nachdem er terminiert ist, interpolieren wir die bis jetzt undefinierten Werte
linear.

Es stellt sich nun die Frage, wie man den Zufallswert D, in Abhingigkeit von
der Rekursionstiefe berechnen soll. Damit eine fraktale Brownsche Bewegung
entsteht, muss Bedingung (2) erhalten sein.

Es gibt also eine Konstante ¢ mit

var (X(tg) — X(tl)) = C ‘tg — t1’2H. (3)



Algorithm 1 Mittelpunktverschiebungs-Algorithmus; midpoint (I, r, d)

I+
2

m =

berechne Zufallswert Dy

if d < d, ez then
midpoint(l, m, d+ 1)
midpoint(m, r, d+ 1)
end if

Wir nehmen weiters an, dass
X(0)=0 und X(1)~ N(0, o?).

Fir ¢ =1 gilt nun

var(X (1) — X(0)) = var(X(1)) = o2

Andererseits ist aber nach Gleichung (3)
var(X (1) — X(0)) = c|1 —0*H.
Daraus folgt, dass ¢ = o2 ist. Wir erhalten

var (X(tg) — X(tl)) = O’2 ‘tg — t1’2H.

(4)

Das soll nun unsere Selbstdhnlichkeitsbedingung fiir die fraktale Brownsche
Bewegung sein. Es ist naheliegend, fiir die Zufallsvariable D, eine Normal-

verteilung mit einer bestimmten Varianz 64 zu wihlen.

Dy~ N(0, 6.%)

Im Folgenden analysieren wir die beiden ersten Schritte des Algorithmus

und bestimmen dafiir das 4.
Im ersten Schritt berechnen wir

¥ (1) _ X(0)+X(1)
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Wir subtrahieren X (0) von beiden Seiten.

1\2
= <§> 0'2 + 512
Andererseits soll aber nach Bedingung (4)

1 1\ 2H
X(=z)-X0)) =o*(=
we(x(3) - x0) = ()
sein. Damit erhalten wir
1\ 2H 1\ 2 1\ 2H 1\ 2-2H
512202— —(2) ¢ = %= 1 — (=
2 2 2 2
— 0_2 272H (1 o 22H72)
wodurch die gesuchte Varianz 6,2 in Abhéingigkeit von o und dem Hurst-

Exponenten H bestimmt ist.
Im zweiten Schritt erhalten wir analog zum ersten:

var <X (i) —X(O)> — var <M + D2>

\V]

Nun soll aber gelten



Somit erhalten wir eine Gleichung, durch die §o bestimmt ist.
1\ 2H 1\2 1\ 2H
2 2 2
- S - 5
i) -G)2G) -
1\ 22H 1\2 1\ 2H
622 = 0'2 — — — 0'2 —
2 2 2
1\ 22H 1\ 22H
2
= Z 1 - (=
)6
Unsere Vermutung fiir den n-ten Schritt lautet

Diesen Zusammenhang kann man zum Beispiel mit vollstédndiger Induktion
beweisen.

Jetzt haben wir fast alles, was wir fiir die Erzeugung einer fraktalen Brown-
schen Bewegung mittels Mittelpunktverschiebungs-Algorithmus brauchen.
Eine Kleinigkeit fehlt noch: Wir benttigen normalverteilte Zufallszahlen.

3.3 Erzeugung von normalverteilten Zufallszahlen

Im Computer haben wir einen Pseudozufallsgenerator, der gleichverteilte
Werte liefert. Um daraus eine Normalverteilung realisieren zu koénnen, be-
dienen wir uns des zentralen Grenzwertsatzes von Lindeberg-Lévy.

Seien X1, Xo, X3, ... gleichverteilte, unabhéingige Zufallsvariablen mit

Xi ~ Go,m,
also mit Dichtefunktion

1
— fir0<x<m,
sz(x) = m

0 sonst.

Wir bezeichnen den Erwartungswert der X; (¢ > 1) mit x4 und die Varianz
mit o2. Sei weiters
Y = Xi+Xo+ -+ Xy,

dann folgt zunéchst

E(Yy) = kp
var(Yy) = ko?



fiir den Erwartungswert und die Varianz von Yy, weil die X; unabhingig
sind. Wir normieren nun Y.

Vi —E(Y) _ X Xi—ku

Yt =
g var(Yy) ovk

Nach dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Lévy gilt nun fir £k — oo:
Yi.* — Y ~N(0, 1)

Von der Gleichverteilung wissen wir

E(X;) = p = % und
2 m?
VaI'(Xi) = 0 = E
Daraus erhalten wir die Vereinfachung
Zkﬂ Xi— k7 :
VARpY Bl S o
m % i=1

1 /1
a:——zund b = V3k.
mV k

Geschickterweise wéhlen wir & = 12 und erhalten dadurch a = 1/m und
b = 6. Das liefert uns eine ganz brauchbare Approximation fiir eine Normal-
verteilung. Wir kénnen also fiir eine Implementierung eines Pseudozufalls-
generators mit normierter Normalverteilung die folgende Formel verwenden:

1 12
vt = E;X@- — 6
1=

4 Fraktale Landschaften

Wir werden nun den Mittelpunktverschiebungs-Algorithmus in geeigneter
Weise modifizieren, um fraktale Landschaften zu erzeugen.

In Analogie zum eindimensionalen Fall starten wir mit einem Quadrat der
Seitenlédnge 1 (Abb. 7).

Das Hinabsteigen von Rekursionstiefe i+ — 1 nach i geschieht hier in zwei
Schritten:

1. Wir berechnen zunéchst die Hohe des Mittelpunktes durch Interpola-
tion der vier Nachbarpunkte plus einen Zufallswert Djs;, den wir in
dhnlicher Weise wie im eindimensionalen erzeugen.
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Abbildung 7: Erzeugung fraktaler Landschaften durch Mittelpunktverschie-
bung

2. Wir berechnen die Hohe der verbleibenden, dazwischenliegenden vier
Punkte p1, p2, p3, pa.

Diese haben, sofern man sich nicht gerade am Rand des urspriinglichen
Quadrats befindet, ebenfalls je vier Nachbarpunkte. Aus diesen in-
terpolieren wir die Hohe fiir p; und addieren einen Zufallswert D ;
(1<j5<4).

Auf der xy-Ebene wird das urspriingliche Quadrat am Mittelpunkt in vier
Quadrate mit halber Seitenldnge aufgeteilt. Fiir jedes dieser Quadrate fithren
wir das Verfahren rekursiv fort.

Entscheidend fiir die Selbstéhnlichkeit ist wiederum, dass die Zufallswerte
Dy und Dj; (1 < j < 4) normalverteilt sind mit Varianz 5;2. Wir be-
rechnen die Varianz 6;2 aus Gleichung 5. Sie nimmt also mit zunehmender
Rekursionstiefe ab.

Achtung! Der Hurst-Exponent H unterscheidet sich hier vom eindimen-
sionalen Fall, weil wir fiir die euklidische Dimension F = 2 ansetzen miissen.
Also ist

H=F+1-D = 3-D,

wobel D die fraktale Dimension bezeichnet.

5 Perlin Noise

In diesem Abschnitt stellen wir ein weiteres Verfahren vor, das in der Compu-
tergrafik vielseitige Anwendung erfihrt. Perlin Noise wird zur Generierung
von Landschaften, Oberflachentexturen (z.B. Holz, Marmor — siehe [1]) und
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dergleichen verwendet, kann aber auch eingesetzt werden, um Computer-
zeichnungen aussehen zu lassen, als wéren Sie von Menschenhand gefertigt
(also leicht verwackelt und nicht exakt — siehe [2]).

Die breitgeficherte Anwendbarkeit ist auf das sehr allgemein gehaltene Kon-
zept zuriickzufithren, das sich auch leicht auf hohere Dimensionen (als die
hier vorgestellte Dimension 1) ausweiten 148t.

5.1 Noise-Funktionen

Fine Noise-Funktion ist eine Abbildung, die jeder natiirlichen Zahl einen Zu-
fallswert (in bestimmten Schranken) zuordnet. Wir modifizieren diese ganz
allgemeine Definition auf die Weise, dass wir das Einheitsintervall in 2™ In-
tervalle unterteilen und jedem der so entstandenen 2" + 1 Teilungspunkte
einen zufilligen Wert zuordnen.

F,=2"

nennen wir dabei die Frequenz der zugehorigen Noise-Funktion f,. Bisher
wurde noch nichts iiber den Wertebereich von f,,, also das Intervalls, aus
dem die Zufallszahlen stammen, gesagt. Wir bezeichnen die Linge dieses
Intervalls als Amplitude A,, und wollen, dass die Amplitude fiir hohere Fre-
quenzen immer kleiner wird.

Die Folge der A,, soll also fiir n — oo gegen Null streben. Um ein qualitatives
Maf dafiir zu haben, wie schnell dieses ,,gegen-Null-Streben“ vonstatten
geht, verwenden wir einen Parameter a, den wir Persistence nennen. Ist
solch ein a € [0,1) gegeben, dann setzen wir:

A, =a"

und haben damit eine mit Sicherheit konvergente geometrische Folge mit
Grenzwert Null, wie gewiinscht. Nun wissen wir alles iiber Wertebereich
und Grundmenge der Noise-Funktion f,.

f 0 1 2n a” a”
ey = |, —
n 2n7 277/7 ) 2n 2 ) 2
Mithilfe eines (Pseudo-)Zufallszahlengenerators konnen wir bereits Noise-
Funktionen generieren, beispielsweise fiir n = 2 und a = 0.8 (d.h. wir erhal-

ten fiinf Punkte mit Abszissenwerten zwischen —0.32 und 0.32 — siche Abb.
8, linkes Bild).

5.2 Interpolierte Noise-Funktion

Der folgende Schritt besteht darin, die Noise-Funktion zu interpolieren.

Iy, :0,1] - R
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Abbildung 8: Interpolation der zufillig erzeugten Abszissen.

Grundsétzlich sind dazu sehr viele Verfahren moglich, angefangen bei linea-
rer Interpolation iiber kubische Splines bis hin zum Interpolationspolynom.
Letzteres brauchen wir von vornherein nicht unter Betracht zu ziehen, da
der Grad des Interpolationspolynoms gerade der Frequenz entspricht und
damit fiir hohe n extrem aufwendig wird.

Fiir welches Interpolationsverfahren man sich letztlich entscheidet, wird
abhéngig sein von der Applikation, der verfiigbaren Rechenleistung, der ge-
forderten Glétte des Endproduktes, etc.

Wir haben fiir die Abbildungen in dieser Arbeit die unter Mathematica
standardméifig eingestellte kubische Interpolation verwendet. Als Beispiel
interpolieren wir die im vorhergehenden Abschnitt erzeugte Noise-Funktion
mit n =2 und a = 0.8 (siehe Abb. 8.

An diesem Punkt liefe sich eine Vielzahl von praktikablen Varianten bzw.
Zusétzen angeben. So kénnte man vor der Interpolation noch einen gléttenden
Mittelwertfilter {iber die Punktemenge lassen, oder man verzichtet gleich auf
exakte Interpolation und wendet stattdessen ein Approximationsverfahren
an, etc.

5.3 Das Endergebnis

Setzen wir die Bestandteile zusammen: eine Perlin Noise-Funktion f ist die
Summe (iiber alle n) von interpolierten Noise-Funktionen Iy, .

f=> 1
n=1

Freilich ist die unendliche Summe nur Teil des theoretischen Konzepts, aber
durch die bestédndige Abnahme der Amplituden der Iy, 1488t sich leicht ir-
gendein N finden, sodass der Reihenrest ) Iy, auBerhalb des wahr-
nehmbaren Bereichs liegt (also beispielweise lediglich Anderungen im Sub-
pixelbereich erwirkt). Die Gréfle von N hingt dabei stark vom Persistence-
Wert ab!

Abb. 9 zeigt die ersten acht Bestandteile der in Abb. 10 zusammengesetzten
Perlin Noise-Funktion, wobei fiir die Persistence a = 0.6 verwendet wurde.
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Abbildung 9: Acht interpolierte Noise-Funktionen addieren sich. ..
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Abbildung 10: ... zu dieser Perlin Noise-Funktion. (a = 0.6)

Die Abb. 11 und 12 zeigen Ergebnisse, die mit gréflerem bzw. kleinerem
Persistence-Wert erzielt wurden.
Perlin Noise gehort zur Obergruppe der fraktalen Brownschen Bewegung.

6 Fraktale Planetenoberflichen

Dieser Abschnitt stellt ein Verfahren vor, mit dem sich mehr oder weniger
realistisch wirkende Ansichten ganzer Planeten erzeugen lassen. Der Beob-
achter hilt sich also nicht auf der Oberfliche eines Planeten auf, um sich
Landschaft, Vegetation etc. anzusehen, sondern er befindet sich im Welt-
raum.

Ein Anwendungsfeld fiir Algorithmen dieser Art sind Science Fiction-Filme
oder -Serien (wie etwa Star Trek), in denen Raumschiffe an Planeten voriiber-
fliegen, in deren Orbit kreisen etc.

Ausgangspunkt fiir das Verfahren ist eine Kugel mit einheitlichem Inten-
sitdtswert (die Graustufe eines Punktes auf der Kugeloberfléiche kann spéter
als Hohe oder als Index einer Farbpalette interpretiert werden).

Wir wihlen einen Vektor zuféllig aus und sehen ihn als Normalvektor einer
Ebene durch den Ursprung an. Nun erhchen wir die Intensitétswerte aller
Punkte der Kugeloberfliche auf der einen Seite dieser Ebene und verringern
die der anderen (um einen kleinen Betrag). Dieses Verfahren wiederholen
wir sooft, bis die Linienstruktur auf der Oberfliche der Kugel verschwunden
ist.
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Abbildung 11: Ein hoherer Wert fiir Persistence duflert sich in stérkerer
»Zerkliiftung® der Perlin Noise-Funktion. (a = 0.8)

Abbildung 12: Dementsprechend liefert ein geringerer Wert Formen, die
durchaus dem Querschnitt einer Landschaft gleichen. (a = 0.4)
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Wir bemerken, dass eine Approximation der Kugeloberfliche mittels Poly-
gonen zu keinerlei Erschwernis des Verfahrens fithrt. Die Uberpriifung, ob
ein Punkt p auf jener Seite der Ebene liegt, in die der zufillig gewéhlte
Normalvektor n zeigt, reduziert sich auf die Abfrage

p-n>0

Alle Punkte, fiir die das nicht zutrifft, liegen auf der anderen Seite (bzw. im
Schnittkreis der Kugeloberfliche mit der Ebene).
Die beiden nachfolgenden Seiten dienen der Illustration des Verfahrens. Die
Abbildungen sind [3] entnommen und veréndert.
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Abbildung 13: Die Genese eines fiktiven Planeten.
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Abbildung 14: Die Oberfliche nach der 1000. Interation.
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