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Einleitung

In diesem Skript werden drei Fragenkomplexe, die Algorithmen oder Computerprogramme be-
treffen, behandelt.

Definition 1 Unter einem Algorithmus versteht man eine formalisierbare Rechenvorschrift.

Ein Algorithmus kann zu gegebenen Eingaben (englisch ‘input’) eine Ausgabe (englisch ‘out-
put’) produzieren.

Beispiel 1

fir einen Algorithmus. Der Fuklidische Algorithmus ist ein Algorithmus, der zu zwei eingegebenen
natiirlichen Zahlen (Eingaben) den groften gemeinsamen Teiler (ggT) dieser beiden Zahlen als
Ausgabe liefert.

Definition 2 Ein Computerprogramm ist ein in computerlesbarer Form formalisierter Algorith-
mus.

Die folgenden drei Fragenkomplexe werden uns beschéftigen.
oriicoibiicoribiidioriiioeeeiicsk ACHTUNG!! Die Nummerierungen haben sich geédndert

und werden sich noch &ndern. Der folgende Text muss spéater noch berichtigt werden!!!
otk ok kR ok kR Rk R ok K ook

1. Was kann ein Algorithmus leisten?
Anders ausgedriickt: Welche Probleme sind prinzipiell algorithmisch 16sbar?
Diese Fragen werden in Kapitel 1 Berechenbarkeitstheorie behandelt.

2. Mit welchem Aufwand (Kosten) kann er das leisten?
Hiermit ist der Verbrauch an Resourcen wie Rechenzeit oder Speicherplatz gemeint.
Diese Fragen werden in Kapitel 2 Komplexitatstheorie behandelt.

3. Wie beschreibt man das, was ein Computerprogramm leistet?
Dies ist die Frage nach der Bedeutung eines Computerprogramms.
Diese Frage wird in Kapitel 3 Formale Semantik behandelt.



Kapitel 1

Mathematische Hilfsbegriffe

1.1 Natiirliche Zahlen

Unter den natiirlichen Zahlen verstehen wir die nichtnegativen ganzen Zahlen, also die Zah-
len 0,1,2,3,.... Die Menge der natiirlichen Zahlen bezeichnet man mit IN. Es ist also N =
{0,1,2,3,...}. Die Menge der postiven natiirlichen Zahlen 1,2,3,... ist N\ {0} ={1,2,3,...}.

Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine nachste natiirliche Zahl n’, die man den Nachfolger
von n nennt. Es gilt also n’ = n + 1. Jede natiirliche Zahl kann durch wiederholte Bildung des
Nachfolgers aus der Null erzeugt werden:

(Regel 1) Die Zahl 0 ist eine natiirliche Zahl.
(Regel 2) Wenn z eine natiirliche Zahl ist, dann ist auch 2’ eine natiirliche Zahl.

Die natiirlichen Zahlen sind genau diejenigen Dinge, die sich durch — moglicherweise wiederholte
— Anwendung der Regeln (Regel 1) und (Regel 2) als natiirliche Zahlen nachweisen lassen.
Zum Beispiel lasst sich die Zahl 3, also 0", folgendermaflen als natiirliche Zahl nachweisen:

—_

. Aufgrund von (Regel 1) ist 0 eine natiirliche Zahl.

2. Aus 1. folgt mit (Regel 2), dass 0 eine natiirliche Zahl ist.

3. Aus 2. folgt mit (Regel 2), dass 0" eine natiirliche Zahl ist.
4. Aus 3. folgt mit (Regel 2), dass 0"’ eine natiirliche Zahl ist.

Wir sagen, die Regeln (Regel 1) und (Regel 2) bilden ein Erzeugungssystem fiir die Menge
der natiirlichen Zahlen.

1.2 Mengenlehre

Wir verwenden die iiblichen Notationen der Mengenlehre. Wenn A und B Mengen sind, dann
ist AU B die Vereinigung von A und B, AN B der Durchschnitt von A und B und A\ B die
Differenz von A und B. Mit {z1,...,2,} bezeichnen wir die Menge, die genau die Elemente
Z1,..., T, enthdlt, und mit {x | P(z)} die Menge aller Dinge x mit der Eigenschaft P(z). Weiter
bedeutet a € A, dass a ein Element der Menge A ist. Und A C B bedeutet, dass die Menge A



eine Teilmenge der Menge B ist. Wenn A eine Menge ist, so ist die Potenzmenge 3 (A) definiert
als die Menge aller Teilmengen von A, also

P(A4) = {X[XCA}

Wenn A eine Menge von Mengen ist, so bezeichnet man mit | J A die Vereinigung von A. Das ist
die Menge aller Objekte x derart, dass es ein X € A gibt mit € X. Dies ist also die Menge aller
Elemente von Elementen von A. Wenn A eine nichtleere Menge von Mengen ist, so bezeichnet
man mit () A den Durchschnitt von A. Das ist die Menge aller Objekte x derart, dass fiir alle
X e Agilt x € X.

Mit (z1, z2) bezeichnen wir das Paar, das aus den Komponenten x1 und x5 besteht. Allgemein
bezeichnen wir mit (z1,. .., z,) das n-Tupel, das aus den Komponenten z1, ..., z, besteht. Wenn
X und Y Mengen sind, dann bedeutet f: X — Y, dass f eine Funktion von X nach Y ist. Der
Definitionsbereich X von f wird mit Def(f) bezeichnet und das Ziel Y von f wird mit Ziel(f)
bezeichnet. Es gilt also f: Def(f) — Ziel(f). Eine Funktion wird manchmal auch bezeichnet
durch Angabe eines allgemeinen Argumentwertes und des zugehorigen Funktionswertes mit dem
Symbol — dazwischen. So kann man eine Funktion f auch schreiben als x — f(x), genauer:
x — f(z): Def(f) — Ziel(f). Auch die Notation Az.f(x) ist iiblich. Die Menge {(z, f(x)) | z €
Def(f)} heiit der Graph der Funktion f und wird mit Graph(f) bezeichnet. Wenn f: X — Y
eine Funktion ist und A C X ist, dann ist die Finschrankung f|a der Funktion f auf die Menge
A definiert durch fls4: A — Y und fla(z) = f(z) fir 2 € A. Die Menge aller Funktionen
f: X - Y von X nach Y wird mit YX bezeichnet.

1.3 Symbole der Logik

Wir werden die folgenden Symbole der Logik verwenden.

e — ist das logische Zeichen fiir ,nicht“. —F ist genau dann wahr, wenn F' falsch ist. Z.B.
bedeutet =2 < 3, dass 2 nicht kleiner als 3 ist (eine falsche Aussage).

e A ist das logische Zeichen fiir ,und“. F' A G ist genau dann wahr, wenn F' wahr ist und G
wahr ist.

e V ist das logische Zeichen fir ,oder®. F'V G ist genau dann wahr, wenn mindestens eine
der beiden Aussagen F' und G wahr ist (auch wenn beide wahr sind).

[1

e = oder — ist das logische Zeichen fiir ,impliziert* (,wenn ..., dann ...¢;
Implikation). FF = G ist genau dann wahr, wenn F' falsch ist oder G wahr ist.

materielle

o Voder A ist das logische Zeichen fiir ,fiir alle“. Vo I oder A, F' ist genau dann wahr, wenn
F fiir jeden Wert von x aus einem vorgegebenen Individuenbereich wahr ist.

o Joder \/ ist das logische Zeichen fiir ,es gibt“. 3z F' oder \/, F ist genau dann wahr, wenn
F' fiir mindestens einen Wert von x aus einem vorgegebenen Individuenbereich wahr ist.

1.4 Worter und Sprachen

Definition 3



1. Unter einem Anfangsabschnitt von N\ {0} versteht man eine endliche Teilmenge A C N\ {0}

so, dass gilt
/\ /\ (x<y=2x€A.
yeAzeN\{0}

2. Fiir n € N wird A,, definiert als
Ap :={x e N\ {0} |z <n}

Beispiel 2

Ao =10

0
A = {1}

A; ={1,2}
As = {1,2,3)

Alle diese Mengen sind Anfangsabschnitte von N \ {0}.
Es gilt: Die Anfangsabschnitte von N \ {0} sind genau die Mengen A,, mit n € N.
Definition 4

1. Ein Alphabet ist eine endliche Menge Y. von Zeichen.

2. Ein Wort (Zeichenreihe, Zeichenkette, englisch string, word) iiber einem Alphabet ¥ ist
eine Funktion w: A — 3, wobei A ein Anfangsabschnitt von IN \ {0} ist.

Beispiel 3
Y. ={a,b,c,...,z}. Das Wort w: A5 — X sei definiert durch

w(l) =g
w(2)=-e
w(3)=h
w(d) =e
w(5) =n

Definition 5 Sei ¥ ein Alphabet. Dann bezeichnet man mit ¥* die Menge aller Wérter {iber X:
¥* = {w | w ist ein Wort iber ¥}.

Notation 1 Wenn ¥ ein Alphabet ist und w: A,, — ¥ ein Wort {iber ¥ ist, so schreibt man

w auch als w(1)w(2)...w(n). Im obigen Beispiel kann man das Wort w also auch schreiben als
gehen.

Das leere Wort € ist durch €: ) — ¥ definiert.

Frage: Wozu betrachtet man Alphabete und Worter (Zeichenreihen) tiber einem Alphabet?

1. Allgemeinheit, d.h. jede Information, die sich formalisieren und einem Computer mitteilen
ldsst, ist als Zeichenreihe darstellbar.

2. Mathematische Einfachheit.



Operationen fiir Worter
1. Einbettung ¢: ¥ — X* mit ¢(0): A3 — X und v(o)(1) =0 fir o € X.

2. Konkatenation -: ¥*x¥* — ¥*. Seiu: A,;, —» Y undv: A, — X. Dannistu-v: Ay = X
definiert durch

u(k) fir k <m

vk —m) firm<k<m-+n.

(u-v)(k) ={

Zum Beispiel gilt ge - hen = gehen.
Anstatt u - v schreibt man auch einfach uv.

3. Léange |-|: ¥* — N. Wenn u: A, — %, dann ist |u| = m.

4. n-tes Zeichen m(n,w) von w mit
m: {(n,w) | n e N\ {0} Aw € Z* An < |w|} = X und 7(n,w) = w(n).

5. n-te Potenz pot(n,w) = w" von w mit pot: N x ¥* — ¥*. Definition durch vollstindige
Induktion nach n (siehe néchster Abschnitt):
Wenn w € ¥* ist, so ist

w" = w"w fur n € IN.

6. Spiegelung -%: ¥* — ¥*. Sei w: A,, — ¥. Dann ist w’: A,, — ¥ definiert durch w’(k) =
w(n — k + 1). Zum Beispiel gilt
gehen’'(1) = gehen(5 — 1+ 1) = gehen(5) =n
gehen®(2) = gehen(4) = e

gehen® = neheg

Definition 6 Unter einer Sprache (englisch language) L iiber einem Alphabet ¥ versteht man
eine beliebige Teilmenge von ¥*.

Beispiel 4

Y ={AB,...,Z,40,0,a,b,...,2,4,6,1,B} mit
L = Menge der Worter der deutschen Sprache.
Weitere Beispiele fiir Sprachen sind

1. ¥ ={a}
L={w|weX*A|uw|ist gerade} = {¢, aa, aaaa, ...}

2. ¥ ={a,b}
L ={w | w € ¥* Aw enthilt gleich viele a und b} =
{e,ab, ba, aabb, abab, ... }

3. ¥ ={a,b}
L={w|weX NV, cx w=uaav}=
{e,a,b,ab,ba,bb,...}

4. ¥ ={0,1,+,*,(,)}. Sei L die Menge der arithmetischen Ausdriicke iiber 0 und 1. Hier gilt
zum Beispiel (1+0+(1+1)*1)*1 € L, aber ) (1+1) ¢ L und 10 ¢ L.



1.5 Induktion und Rekursion

1.5.1 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Definition 7 Unter einem Prddikat auf einer Menge A versteht man eine Teilmenge P C A von
A. Wenn z € P ist, dann schreibt man auch P(z) und man sagt, es gelte P(x) oder, das Pradikat
P treffe auf x zu.

Beispiel 5

Sei P die Menge der Primzahlen. Dann ist P ein Pradikat auf N. Das Pradikat P trifft auf jede
Primzahl zu und trifft auf alle natiirlichen Zahlen, die nicht Primzahlen sind, nicht zu. Man sagt
auch, P sei das Pradikat ‘...ist Primzahl’.

Ein Pradikat P auf einer Menge A wird dadurch eindeutig definiert, dass man fiir jedes
x € A angibt, ob P(x) gilt oder nicht. Im obigen Beispiel etwa konnte man das Pradikat P auch
folgendermaflen definieren.
P(n) : <= n ist Primzahl

Prinzip 1 (vollstandige Induktion)
Sei P ein Pradikat auf IN mit den folgenden Eigenschaften

INDUKTIONSANFANG P(0)
INDUKTIONSSCHRITT A, o (P(n) = P(n)).
Dann gilt A\, . P(n).

Im Induktionsschritt nennt man die Aussage P(n) die Induktionsvoraussetzung und die Aussage
P(n') die Induktionsbehauptunyg.

Definition 8 Unter einem Beweis von P(n) durch vollstindige Induktion nach n versteht man
einen Beweis von P(n), der folgendermafien ablauft.

Beweis von P(n) durch Induktion nach n

INDUKTIONSANFANG: P(0).

Beweis: *** Hier folgt der Beweis von P(0)
KKK

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: P(n)
INDUKTIONSBEHAUPTUNG: P(n’)

Beweis: *** Hier folgt der Beweis von P(n’)
unter der Voraussetzung P(n) ***

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induk-
tion gilt P(n) fur alle n € N.

Beispiel 6

Eine natiirliche Zahl n heifit gerade, wenn gilt \/,.yn = 2z. Eine natiirliche Zahl n heifit
ungerade, wenn gilt \/ . n = 2z + 1. Wir wollen beweisen, dass jede natiirliche Zahl n gerade
oder ungerade ist. Hierzu betrachten wir das folgende Pradikat P auf N

P(n) : <= n ist gerade V n ist ungerade



und beweisen P(n) durch vollstindige Induktion nach n. Das schaut fiir dieses Pradikat wie folgt
aus.

Beweis von
n ist gerade V n ist ungerade

durch vollstdndige Induktion nach n

INDUKTIONSANFANG: 0 ist gerade V 0 ist ungerade.

Beweis: Wegen 0 =2 -0 ist 0 gerade. Also gilt die Behauptung.
INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: n ist gerade V n ist ungerade
INDUKTIONSBEHAUPTUNG: n’ ist gerade V n’ ist ungerade

Beweis: Nach Induktionsvoraussetzung ist n gerade oder ungerade. Entsprechend unter-
scheiden wir zwei Félle:

1. Fall n ist gerade:
Dann gibt es ein x € N so, dass n = 2z. Dann ist n’ = 2x + 1 und damit ist n’
ungerade und daher gilt die Induktionsbehauptung.

2. Fall n ist ungerade:
Dann gibt es ein € N so, dass n = 2x 4+ 1. Dannist n’ = 2z + 1)+ 1 =2z +2 =
2(x 4+ 1). Damit ist n’ gerade und es folgt die Induktionsbehauptung.

Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion gilt
n ist gerade V n ist ungerade

fir alle n € IN.

Satz 1 (Definition durch vollstindige Induktion) Sei A eine Menge, a € A und g: A X
N — A. Dann gibt es genau eine Funktion h: N — A, die folgende Gleichungen erfillt.
h(0)=a (1.1)
h(z') = g(h(z), ). (1.2)
Diese beiden Gleichungen werden Rekursionsgleichungen genannt. Man sagt, dass sie die Funk-
tion h durch vollstandige Induktion definieren. Eine solche Definition ist eine spezielle Art von
Rekursion, d.h. einer Definition eines Begriffs durch sich selbst.
Beispiel 7
Seien ag, a1, as, -+ € R. Dann wird durch die Rekursionsgleichungen
h(O) = Qg
h(z") = h(z) + ag
eine Funktion h: N — R definiert. Dies ist ein Beispiel fiir eine Definition durch vollstdndige

Induktion, wobei A =R, a = ap und g die Funktion (s,z) — s+ a,: R x N — R ist. Fiir h(x)
schreibt man iiblicherweise > ;_ a;. Die Rekursionsgleichungen schauen dann so aus.

=0

.13/ x

Z a; = Z Qi + Gy
i=0 i=0



Man sagt, dass diese Rekursionsgleichungen die Zahl Zf:o a; fir jedes © € N durch vollstindige
Induktion nach x definieren.

Beispiel 8

Nehmen wir an, wir wissen, was die Addition von natiirlichen Zahlen ist. Dann kann man die
Multiplikation folgendermaflen definieren. Fiir x,y € N wird z - y durch vollstdndige Induktion
nach y definiert durch die folgenden Rekursionsgleichungen.

z-0=0

/

Ty =r-Yy+x

Dies ist ebenfalls ein Beispiel fiir eine Definition durch vollstandige Induktion. Hier ist A = N,
a = 0 und g ist die Funktion (p,y) —» p+2: N x N — N.

1.5.2 Wertverlaufsinduktion und -rekursion

Eine Variante des Prinzips der vollstdndigen Induktion ist das

Satz 2 (Prinzip der Wertverlaufsinduktion) Sei P ein Prdidikat auf N mit der folgenden
Eigenschaft

INDUKTIONSSCHRITT:

N\ (N Px) = P(n).

nelN z<n
Dann gilt \,,cn P(n).

Im Induktionsschritt nennt man die Aussage A__,_ P(x) die Induktionsvoraussetzung und die
Aussage P(n) die Induktionsbehauptung.
Im Gegensatz zum Prinzip der vollstdndigen Induktion ist bei der Wertverlaufsinduktion kein

Induktionsanfang nétig, da der Induktionsschritt fiir n = 0 den Induktionsanfang bereits liefert.

x<n

Beispiel 9
Unter einer Primzahl versteht man eine natiirliche Zahl > 1, die nur durch 1 und durch sich
selbst teilbar ist. Wir beweisen durch Wertverlaufsinduktion nach n:

Jede natiirliche Zahl n > 1 ist durch eine Primzahl teilbar.

Beweis durch Wertverlaufsinduktion nach n

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: Jede natiirliche Zahl x mit 1 < z < n ist durch eine Primzahl
teilbar.

INDUKTIONSBEHAUPTUNG: 7 ist durch eine Primzahl teilbar, falls n > 1 ist.

Beweis: Wenn n eine Primzahl ist, dann ist n durch sich selbst teilbar und damit gilt die
Behauptung. Ist aber n keine Primzahl, so ist n nach Definition des Begriffs der Primzahl
durch eine Zahl x mit 1 < x < n teilbar. Nach Induktionsvoraussetzung ist  durch eine
Primzahl teilbar. Damit ist auch n durch dieselbe Primzahl teilbar und somit gilt auch in
diesem Fall die Induktionsbehauptung.

Nach dem Prinzip der Wertverlaufsinduktion ist daher jede nattrliche Zahl n > 1 durch eine
Primzahl teilbar.

10



Das Prinzip der vollstdndigen Induktion ist ein Spezialfall der Wertverlaufsinduktion. Umge-
kehrt lasst sich das Prinzip der Wertverlaufsinduktion mit dem Prinzip der vollstdndigen Induk-
tion beweisen.

Wie das Prinzip der vollstdndigen Induktion, so lésst sich auch das Prinzip der Wertver-
laufsinduktion zur Definition verwenden. Man spricht dann von Wertverlaufsrekursion. Bei der
Wertverlaufsrekursion einer Funktion h : N — A wird h(n) durch Bezugnahme auf die Werte
h(z) von h mit z < n, definiert. Die Definition von h(n) nimmt also Bezug auf die Einschrankung

h|{w|a:€lN/\x<n}~

Satz 3 (Wertverlaufsrekursion) Sei A eine Menge und sei F eine Funktion, die jeder Funk-
tion f:{x | x € NAz < n} — A ein F(f) € A zuordnet. Dann g¢ibt es genau eine Funktion
h: N — A mit

nelN

Beispiel 10
Die Fibonaccizahlen fib(n) fiir n = 0,1,2,... sind definiert durch

1, wenn n =0
fib(n) =< 1, wenn n = 1
fib(n — 2) 4+ fib(n — 1) sounst.

Dies ist eine Wertverlaufsrekursion mit A = N und F(f) := f(n—2)+ f(n—1) fiir alle n € N mit
n>1und fir alle f: {z |z € NAz <n} — N sowie F(f):=1 fiir f: ) — N oder f: {0} — N.

1.5.3 Der Begriff der induktiven Definition
Definition 9 Sei A eine Menge und sei R C P (A) x A. Weiter sei B C A derart, dass gilt
/\ XCB=yecB).
(X,9)ER
Dann sagt man, die Menge B sei abgeschlossen gegeniiber der Relation R.

Beispiel 11

Sei ¥ das Alphabet {0,1,+,*, (,)} und sei A = ¥* die Menge der Worter iiber dem Alphabet
3. Sei B die Menge der voll geklammerten arithmetischen Ausdriicke iiber 0 und 1. Die Relation
Ry CP(X*) x X* sei folgendermaBen definiert. Es gelte (X, y) € Ry genau dann, wenn u, v € 3*
existieren so, dass X = {u,v} und y = (u+v). Dann ist die Menge B abgeschlossen gegeniiber
der Relation R,. Man sagt auch, die Menge B sei abgeschlossen gegeniiber der zweistelligen
Operation (u,v) — (u+v) : ¥* x ¥* — X* auf ¥*.

Beispiel 12
Seien ¥, A und B wie im letzten Beispiel. Die Relation R sei folgendermaflen definiert. Es gelte
(X,y) € R genau dann, wenn eine der folgenden Aussagen gilt.

1. X=0und y=0
2. X=Pundy=1

3. X = {u,v} mit u,v € ¥* und y = (u+v).
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4. X ={u,v} mit u,v € ¥* und y = (u*v).

Dann ist B abgeschlossen gegeniiber der Relation R. Aquivalent zu dieser Aussage ist die folgende
Aussage:

Die Menge B der voll geklammerten arithmetischen Ausdriicke tiber 0 und 1 enthilt die
Worter 0 und 1 und ist abgeschlossen gegeniiber den zweistelligen Operationen (u,v) — (u+v)
und (u,v) — (u*v) auf *.

Satz 4 (induktive Definition) Sei A eine Menge und sei R C B (A) x A. Dann gibt es eine
kleinste Menge B C A, die abgeschlossen ist gegeniiber der Relation R.

Man sagt, diese Menge sei die durch die Relation R induktiv definierte Menge.

Beweis des Satzes:  Offenbar gibt es eine Menge B, die abgeschlossen ist gegeniiber R,
nédmlich die Menge A. Daher existiert der Durchschnitt By aller Mengen B, die abgeschlossen
sind gegeniiber R. Die Menge By ist ebenfalls abgeschlossen gegeniiber R, denn sei (X,y) € R
mit X C By. Dann gilt fiir alle Mengen B, die abgeschlossen gegeniiber R sind, nach Definition
von By die Aussage By C B und daher X C B. Da die Menge B abgeschlossen gegeniiber R
ist, gilt y € B. Da dies fiir alle Mengen B, die abgeschlossen gegeniiber R sind, gilt, folgt aus
der Definition von By, dass y € By ist. Also ist auch By abgeschlossen gegeniiber R. Aus der
Definition von By folgt die Behauptung. q.e.d.

Beispiel 13

Sei R wie im letzten Beispiel definiert. Die durch die Relation R induktiv definierte Menge ist die
Menge der voll geklammerten arithmetischen Ausdriicke iiber 0 und 1. Die induktive Definition
lasst sich auch so schreiben.

1. 0 ist ein voll geklammerter arithmetischer Ausdruck.
2. 1 ist ein voll geklammerter arithmetischer Ausdruck.

3. Wenn u und v voll geklammerte arithmetische Ausdriicke sind, dann ist auch (u+v) ein
voll geklammerter arithmetischer Ausdruck.

4. Wenn u und v voll geklammerte arithmetische Ausdriicke sind, dann ist auch (u*v) ein
voll geklammerter arithmetischer Ausdruck.

Man sagt, dass diese vier Regeln eine induktive Definition des Begriffs eines voll geklammerten
arithmetischen Ausdrucks bilden. Ein Wort ist genau dann ein voll geklammerter arithmetischer
Ausdruck, wenn es sich durch endlichmalige Anwendung der Regeln als ein solcher nachweisen
l&sst.

Wir kénnen eine solche induktive Definition auch im Formalismus der Logik ausdriicken durch
die folgende Formel F':

A(0)A
A(1)A
Vuvo(A(u) A A(v) = A((u+v)))A
Vv (A(u) A A(v) = A((uxv)))
Das Pradikat A ein voll geklammerter arithmetischer Ausdruck zu sein wird hierdurch induktiv
definiert, d.h. A ist die kleinste Menge derart, dass die obige Aussage gilt. Fin Wort u tiber ¥ ist

genau dann ein voll geklammerter arithmetischer Ausdruck, wenn die Formel A(u) logisch aus
F und aus den Gesetzen, denen Worter und ihre Konkatenationen gehorchen, folgt.
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Aufgabe 1 Schreiben Sie die obige Formel F' als definites logisches Programm (reines Prologpro-
gramm). Das Programm soll von Zeichenreihen tiber ¥ feststellen konnen, ob sie voll geklammerte
arithmetische Ausdriicke sind oder nicht. Achten Sie dabei darauf, dass Sie den Begriff der Kon-
katenation von Wortern in Threm Programm auch als geeignetes Pradikat definieren miissen.
Testen Sie Ihr Programm fiir einige kurze Zeichenreihen iiber 3.

Die induktiven Definitionen, die wir in dieser Vorlesung machen werden, werden alle von der
Art sein, dass sie sich wie oben auf den Begriff der logischen Folgerung zuriickfiihren lassen, und
zwar sogar wie oben als definites logisches Programm formulieren lassen.

Die Definition durch vollstdndige Induktion stellt einen Spezialfall der induktiven Definition
dar. Denn wenn eine Funktion h durch vollstdndige Induktion mittels der Rekursionsgleichungen
(1.1) und (1.2) definiert ist, dann ist Graph(h) die kleinste Teilmenge von N x A, die das Paar
(0,a) als Element enthdlt und die abgeschlossen gegentiber der einstelligen Operation (z,y) —
(«',9(y,x)) auf N x A ist. Mit anderen Worten, die Menge Graph(h) ist gegeben durch die
induktive Definition

1. (0,a) € Graph(h)
2. (z,y) € Graph(h) = (2/, g(y,x)) € Graph(h).

Aufgabe 2 Finden Sie eine Relation R so, dass Graph(h) die durch R induktiv definierte Menge
ist.

Entsprechend stellt die Wertverlaufsrekursion einen Spezialfall der induktiven Definition dar.
Denn sei eine Funktion h durch Wertverlaufsrekursion mittels (1.3) definiert. Dann definieren
wir eine Relation R C B (N x A) x (N x A) folgendermaflen. (G, (n,a)) € R gelte genau dann,
wenn G der Graph einer Funktion g: {z | 2 € NAz < n} — A ist und a = F(g) ist. Dann ist
die Menge Graph(h) die durch die Relation R induktiv definierte Menge.

Satz 5 (Induktion iiber eine induktive Definition) Sei A eine Menge und sei B C A in-
duktiv definiert durch eine Relation R C B (A) x A. Weiter sei P ein Pradikat auf A mit der
folgenden FEigenschaft

INDUKTIONSSCHRITT:

A (\ P)= P(@y)).

(X,y)eR z€X
Dann gilt \,c g P (D).

Im Induktionsschritt nennt man die Aussage A,y P(z) die Induktionsvoraussetzung und die
Aussage P(y) die Induktionsbehauptung.

Beweis des Satzes:  Die Menge P ist eine Teilmenge von A. Nach Definition von B ist B
die kleinste Menge, die abgeschlossen gegeniiber R ist. Aber nach dem Induktionsschritt ist auch
die Menge P abgeschlossen gegeniiber R. Daher ist B C P. Somit gilt A,z P(b). q.e.d.

Beispiel 14
Jeder voll geklammerte arithmetische Ausdruck tiber 0 und 1 hat gleichviele 6ffnende wie schlie-
Bende Klammern.

Beweis durch Induktion iiber die Definition des Begriffs eines voll geklammerten arithme-
tischen Ausdrucks tiber 0 und 1: Das Pradikat P auf X* sei folgendermaflen definiert. Fiir
u € ¥* gelte P(u) genau dann, wenn u gleich viele 6ffnende wie schliefende Klammern hat. Der
zu fiihrende Beweis benutzt Satz 5 mit dem Pridikat P.
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1. 0 hat gleichviele 6ffende wie schlieflende Klammern, ndmlich 0.
2. 1 hat gleichviele 6ffende wie schliefende Klammern, namlich O.

3. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass u gleichviele 6ffnende wie schlieende
Klammern hat (sagen wir m) und v ebenfalls (sagen wir n). Dann hat (u+v) ebenfalls
gleichviele 6ffnende wie schlieBende Klammern, ndmlich m +n + 1.

4. Als Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, dass u gleichviele 6ffnende wie schlieende
Klammern hat (sagen wir m) und v ebenfalls (sagen wir n). Dann hat (uxv) ebenfalls
gleichviele 6ffnende wie schliefende Klammern, namlich m +n + 1.

q.e.d.

Beispiel 15
Die Nachfolgerfunktion N: N — N ist gegeben durch N(n) =n’ = n+ 1. Mit Hilfe der Nachfol-
gerfunktion lédsst sich der Begriff der natiirlichen Zahlen induktiv definieren.

Eine induktive Definition der natiirlichen Zahlen:
1. 0 ist eine natiirliche Zahl.
2. Wenn n eine natiirliche Zahl ist, dann auch N(n).

Ein Beweis durch Induktion iiber diese induktive Definition ist dann nichts anderes als ein
Beweis durch vollstdndige Induktion.

1.5.4 Formale Systeme

Es ist schwer den Begriff des Formalen Systems exakt zu definieren, da verschiedene Leute dar-
unter je nach ihrer Sichtweise leicht unterschiedliche Dinge verstehen.

Der Begriff taucht wohl zum ersten Mal auf im Zusammenhang mit mathematischen Logik.
Der bekannteste Logiker des zwanzigsten Jahrhunderts Kurt Godel schreibt dazu am Anfang
seiner bahnbrechenden Arbeit

Uber formal unentscheidbare Sitze der Principia mathematica und verwandter Sys-
teme I

aus dem Jahre 1931 das Folgende.

Die Entwicklung der Mathematik in der Richtung zu groBerer Exaktheit hat bekannt-
lich dazu gefithrt, dafl weite Gebiete von ihr formalisiert wurden, in der Art, dafl das
Beweisen nach einigen wenigen mechanischen Regeln vollzogen werden kann. Die
umfassendsten derzeit aufgestellten formalen Systeme sind das System der Principia
mathematica (PM) einerseits, das Zermelo-Fraenkelsche (von J. von Neumann weiter
ausgebildete) Axiomensystem der Mengenlehre andererseits. Diese beiden Systeme
sind so weit, dal alle heute in der Mathematik angewendeten Beweismethoden in
ihnen formalisiert, d. h. auf einige wenige Axiome und Schlufiregeln zuriickgefiihrt
sind.

Diese damals ausschliefilich verwendeten logischen formalen Systeme sind folgendermaflen
aufgebaut. Logische Aussagen werden ausgedriickt in einer sogenannten formalen Sprache als
Worter iiber einer Menge von Zeichen. Die derart gebildeten sinnvollen Worter heilen (logische)
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Formeln. Es werden nun rein mechanische Regeln vorgegeben, nach denen Formeln erzeugt wer-
den kénnen oder aus bereits erzeugten Formeln neue Formeln erzeugt werden kénnen. Wenn eine
Formel in moglicherweise mehreren Schritten erzeugt wird, sagen wir auch, sie werde hergelei-
tet. Dies Systeme sind so gemacht, dass darin nur wahre Formeln hergeleitet werden kénnen. So
eignen sich diese Systeme zum Beweisen von Formeln. Ein Beispiel fiir eine solche Regel ist

FV—F,

d.h. wenn F eine Formel ist, dann kann die Formel F'V —F erzeugt (hergeleitet) werden. Eine
solche Formel, die sozusagen in einem Schritt aus dem Nichts hergeleitet werden kann, nennt
man auch Axiom. Ein weiteres Beispiel fiir eine Regel ist

F F—-G
G )
d.h. aus Formeln F und F' — G kann die Formel G erzeugt werden. Wenn also F und F' — G
herleitbar sind, so ist auch G herleitbar. Man sieht hier also, dass die Herleitbarkeit sich induktiv
definieren lésst.

Ein formales System von diesem Typ ist also gegeben durch eine Menge A (im Beispiel die
Menge der Formeln) und eine Relation R C B (A) x A (im Beispiel gilt (X,y) € R genau dann,
wenn X eine Menge von Formeln ist und das System eine Regel enthélt, die aus den Formeln
in X die Formel y zu erzeugen gestattet). Dann ist die Menge der herleitbaren Elemente von A
genau die durch R induktiv definierte Menge.

Unter einer Herleitung in einem solchen formalen System verstehen wir eine endliche oder
unendliche Folge (x1, z3,...) von Elementen von A derart, dass fiir jedes Element z;, der Folge
eine Menge X C {z1,...,xp_1} existiert mit (X, zx) € R. Wenn z letztes Element der Herleitung
ist, sprechen wir auch von einer Herleitung von x. Wenn R die Eigenschaft besitzt, dass X endlich
ist fur alle (X, y) € R, dann ist ein € A genau dann herleitbar, wenn es eine Herleitung besitzt.
Wir werden hier praktische ausschliefSlich solche Systeme von diesem Typ betrachten, wo dies
der Fall ist und wo sich fiir alle X C A und y € A explizit feststellen liasst, ob (X,y) € R.

Es gibt auch noch andere rein formale Systeme. Wir werden hier praktisch ausschlieflich
solche Systeme betrachten, die wie oben Aktionen nach rein mechanischen Regeln durchzufithren
gestatten, ohne aber notwendigerweise etwas mit dem Begriff der Wahrheit einer logischen oder
mathematischen Aussage zu tun zu haben. Die formalen Systeme, die wir hier betrachten werden,
lassen sich praktisch alle als Systeme vom obigen Typus formulieren.

Systeme, bei denen (X,y) € R existiert mit einer unendlichen Menge R werden meist als
halbformale Systeme bezeichnet, so etwa Logiksysteme, die die w-Regel

Flo] F[1] F[2]
VaFx]

enthalten. Diese Regel hat unendlich viele Pramissen.
Andere Systeme, die wir hier nicht als rein formale Systeme betrachten, sind Orakelmaschinen.
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Kapitel 2

Berechenbarkeitstheorie

2.1 Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit

In der Berechenbarkeitstheorie oder Rekursionstheorie befasst man sich mit den Begriffen der
Berechenbarkeit und der Entscheidbarkeit.

e Der Begriff der Berechenbarkeit bezieht sich auf Funktionen. Grob gesagt ist eine Funktion
f berechenbar, wenn man zu einem gegebenen Argumentwert z den Funktionswert f(x)
explizit ausrechnen kann.

e Der Begriff der Entscheidbarkeit bezieht sich auf Pradikate. Grob gesagt ist ein Pradikat
P entscheidbar, wenn man zu einem gegebenen Argumentwert x feststellen kann, ob P(x)
gilt oder nicht.

Statt = konnen auch mehrere Argumentwerte auftreten (mehrstellige Funktionen bzw. Priadika-
te).

Die Begriffe der Berechenbarkeit und der Entscheidbarkeit hdngen eng miteinander zusam-
men. Denn wenn man z.B. 24 3 berechnen kann, dann kann man auch entscheiden, ob 2+3 =6
ist. Umgekehrt: wenn man fiir jede natiirliche Zahl n entscheiden kann, ob 2 4+ 3 = n ist, dann
kann man auch 2 + 3 berechnen, indem man fiir n =0,1,2... jeweils testet, ob 2 + 3 = n ist.

2.1.1 Entscheidbarkeit

Es wurden verschiedene Begriffe der Entscheidbarkeit definiert, die aber alle miteinander zusam-
menhéngen. Godel schreibt in der oben angefiihrten Arbeit weiter:

Es liegt daher die Vermutung nahe, daf diese Axiome und Schlufiregeln dazu ausrei-
chen, alle mathematischen Fragen, die sich in den betreffenden Systemen iiberhaupt
formal ausdiicken lassen, auch zu entscheiden. Im folgenden wird gezeigt, daf3 dies
nicht der Fall ist, sondern daf} es in den beiden angefiihrten Systemen sogar relativ
einfache Probleme aus der Theorie der gewohnlichen Zahlen gibt, die sich aus den
Axomen nicht entscheiden lassen.

Mehrere verschiedene Entscheidbarkeitsbegriffe

o Urspriinglich bedeutete Entscheidbarkeit einer Aussage F', dass man entweder beweisen
kann, dass F' gilt oder beweisen kann, dass —F gilt.
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e Kurt Godel hat 1931 den Begriff der Definierbarkeit oder Entscheidungsdefinitheit einer
Relation R in einem formalen logischen System eingefiihrt. Darunter ist grob gesagt zu

verstehen, dass es eine Formel F[zy,...,x,] gibt, sodass fir alle ry,...,r, die Formel
Flry,...,r,] in diesem logischen System beweisbar ist, wenn R(riy,...,7,) gilt und die
Negation —F[rq,...,r,] in diesem logischen System beweisbar ist, wenn R(r1,...,7,) nicht
gilt.

o Unter Entscheidbarkeit einer Relation R schlechthin ist demnach die Existenz eines solchen
logischen Systems zu verstehen.

o Heute versteht man in der Informatik und in der Rekursionstheorie unter Entscheidbarkeit
von R die Existenz eines Algorithmus, der entscheiden kann, ob R(z1,...,z,) gilt.

Algorithmus: ‘mechanisches’ Verfahren, das zu einer Eingabe x € A eine Ausgabe y € B
zu berechnen versucht. Die Menge A der moglichen Eingaben und die Menge B der méglichen
Ausgaben kann sein

o Eine Zahlenmenge (z.B. N oder Z)

o Die Menge der Worter (oder Zeichenketten, englisch ‘strings’)
« Bilder, Filme, Audioaufnahmen, etc.

o Zusammengesetzte Datenstrukturen (z.B. N x N).

Jede mogliche Ein- oder Ausgabe lasst sich im Prinzip als Wort iiber einem geeigneten Zeichensatz
darstellen. Ebenso lasst sie sich, wie wir spater (bei den Godel-Nummerierungen) sehen werden,
durch eine natiirliche Zahl darstellen. Der Berechenbarkeitsbegriff 1dsst sich daher, wie wir sehen
werden, unabhéngig vom Datentyp formulieren und dann auf die anderen Datentypen tibertragen.

Definition 10 Eine Funktion f : A — B heifit berechenbar, wenn es einen Algorithmus gibt,
der bei Eingabe von z € A stets die Ausgabe f(z) liefert. Man sagt dann, die Funktion f werde
durch diesen Algorithmus berechnet.

Die Theorie der Berechenbarkeit befasst sich mit der Frage, welche Funktionen berechenbar
sind.

Systeme zur Beschreibung des Berechenbarkeitsbegriffes
Um den Begriff der berechenbaren Funktion formal zu fassen, wurden, vor allem in der ersten
Hilfte des 20. Jahrhunderts, verschiedene Formalismen entwickelt, darunter die folgenden.

o p-partiellrekursive Funktionen
o Logikkalkiile

¢ Chomsky-Grammatiken

o Turing-Maschinen

o Kalkiile

o A-Kalil

« Kombinatoren
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o Verschiedene Programmiersprachen

Jeder dieser Formalismen definiert eine Klasse von berechenbaren Funktionen und gibt an, wie
diese Funktionen zu berechnen sind. Wir werden in dieser Vorlesung einige dieser Formalismen
kennen lernen.

Es hat sich herausgestellt, dass all diese Formalismen die gleiche Menge von berechenbaren
Funktionen beschreiben. Da man trotz aller Anstrengungen bisher keine Prinzipien zur Formu-
lierung von Algorithmen gefunden hat, die sich nicht in jedem dieser Formalismen darstellen
lieflen, liegt die folgende These nahe.

Churchsche These Jede berechenbare Funktion ist in jedem dieser Formalismen berechnen-
bar.

2.2  p-rekursive Funktionen

Dieser Abschnitt befasst sich mit den berechenbaren n-stelligen zahlentheoretischen Funktion,
d.h. Funktionen f: N™ — IN. Es wird eine Klasse von zahlentheoretischen Funktionen — die
Klasse der u-rekursiven Funktionen — formal eingefithrt. Es hat sich herausgestellt, dass die u-
rekursiven Funktionen genau diejenigen zahlentheoretischen Funktionen sind, die sich mit den bis
heute bekannten Methoden berechnen lassen. Nach der Churchschen These sind die p-rekursiven
Funktionen genau die berechenbaren zahlentheoretischen Funktionen.

2.2.1 Zahlentheoretische Funktionen

Die Zahlentheorie ist diejenige mathematische Disziplin, die sich mit den natiirlichen Zahlen
befasst. In der Zahlentheorie sind die einzigen Grundobjekte die Zahl 0 und die Nachfolgerfunk-
tion N, die jeder natiirlichen Zahl a eine natiirliche Zahl N(a) = @’ = a + 1 zuordnet. Die
Eigenschaften dieser zwei Grundobjekte werden durch die Peano-Axiome beschrieben.

Peano-Axiome
1. 0 ist eine nattrliche Zahl.

2. Jeder natiirlichen Zahl n ist eine und nur eine natiirliche Zahl n’ zugeordnet, die der
Nachfolger von n genannt wird.

3. 0 ist kein Nachfolger.
4. Fiir natirliche Zahlen m und n gilt m #n = m’ # n'.

5. Enthélt eine Menge P von natiirlichen Zahlen die Zahl 0 und folgt aus n € P stets n’ € P,
so besteht P aus allen natiirlichen Zahlen.

Das fiinfte Peano-Axiom ist das Prinzip der vollstdndigen Induktion, das wir schon kennen.
Mit Hilfe der den Peano-Axiomen zugrunde liegenden Begriffe der Null und der Nachfolgerfunk-
tion N = n — n' lassen sich die komplexeren Begriffe aus der Zahlentheorie definieren. So ist z.B.
die 3 definiert als N(N(N(0))) und die Addition ist definiert durch die Rekursionsgleichungen

r+0:=2x
z+ N(y) = N(z +y).
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Durch Induktion nach y zeigt man, dass x 4+ y dadurch eindeutig definiert ist.

Wir werden die Begriffe der Null und der Nachfolgerfunktion benutzen, um nicht nur die
natiirlichen Zahlen formal zu beschreiben, sondern auch die Klasse der p-rekursiven Funktionen
auf den natiirlichen Zahlen, die sich genau als die Klasse der — zumindest mit den bis heute
bekannten Methoden — berechenbaren zahlentheoretischen Funktionen herausgestellt hat.

Definition 11 Eine zahlentheoretische Funktion ist eine Funktion f: N" — IN, wobei n eine
natiirliche Zahl ist. Die Zahl n wird Stelligkeit von f genannt und man sagt, f sei eine n-stellige
zahlentheoretische Funktion.

Wenn wir in diesem Abschnitt von n-stelligen Funktionen sprechen, meinen wir immer zahlen-
theoretische Funktionen von N” in N. Fir n € N werden wir das 1-Tupel (n) mit der Zahl n
identifizieren, also auch N' mit N.

Beispiele fiir 1-stellige zahlentheoretische Funktionen sind die Verdopplungsfunktion x
2¢: N = N, die Quadratfunktion x — z?: N — N, die Fakultitsfunktion fak = z — z!: N = N
und die Vorgingerfunktion V: N — N mit

V(gj):{a:—l, wenn x > 0

0, wenn x = 0.

Beispiele fiir 2-stellige zahlentheoretische Funktionen sind die Addition add: N> — N oder
+: N? — N, die Multiplikation mult: N> — N oder (z,y) — xy: N> — N, die Potenzie-
rung pot: N2 — N oder (x,y) — x¥: N2 — N und die modifizierte Differenz diff: N2 — N oder
~: N? = N mit

add(a,b) =a+1b
mult(a, b) = ab

pot(a,b) = a®

—b >b
diff(a,b) = a ~ b= {“ e A=
0 sonst.
Beispiele fiir n-stellige zahlentheoretische Funktionen sind die Konstantenfunktionen K[': N™ —
N mit
Kl (z1,...,z,) :=c.

Die Stelligkeit einer Funktion kann auch 0 sein. Eine nullstellige zahlentheoretische Funktion ist
eine Funktion f: N — N. Eine solche Funktion ist eindeutig bestimmt durch ihren Wert f(),
der eine natiirliche Zahl ¢ ist. Dann ist f = K?.

Wir werden Elemente von IN", also Tupel von natiirlichen Zahlen auch mit kleinen deutschen
Buchstaben a, b, ¢, ..., 1, 9, 3, ... bezeichnen. Wir werden mit der Notation sehr liberal umgehen
und etwa, wenn r = (21,...,2y) und 3 = (z1,...,2,) ist, fir f(a,21,...,2m,b,¢,21,...,25)
einfach schreiben f(a,z,b,¢,3).

2.2.2 Primitivrekursive Funktionen

In diesem Abschnitt wird eine Klasse von berechenbaren zahlentheoretischen Funktionen — die
Klasse der primitivrekursiven Funktionen — eingefiihrt.
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Primitivrekursive Funktionale

Dem Formalismus, der hier definiert wird, liegt die Menge > zugrunde, die aus den folgenden
Zeichen besteht:

1.
2.

0

N

3. P! firallei,n e Nmit 1 <¢<n

4.
o.
6.

(
)
R

Definition 12 (Primitivrekursive Funktionale) Primitivrekursive Funktionale sind speziel-
le Worter iiber der Zeichenmenge .. Jedes primitivrekursive Funktional ¢ hat eine Stelligkeit n.
Diese ist eine natiirliche Zahl und wir sagen dann, das Funktional ¢ sei n-stellig. Diese Begriffe
sind induktiv folgendermaflen definiert.

1.

0 ist ein O-stelliges primitivrekursives Funktional.
0 heiflt das Nullfunktional.

N ist ein 1-stelliges primitivrekursives Funktional.
N heiit das Nachfolgerfunktional.

Fir ¢,n € N mit 1 <4 <n ist P} ein n-stelliges primitivrekursives Funktional.
P! heifit das i-te n-stellige Projektionsfunktional.

Ist ¢ ein m-stelliges primitivrekursives Funktional und sind 1, ..., ,, n-stellige primi-
tivrekursive Funktionale, so ist (¢ ...%,,) ein n-stelliges primitivrekursives Funktional.
(Pq ... ¥p) heiit die Komposition von ¢ mit ¥q, ..., Y.

Ist ¢ ein n-stelliges primitivrekursives Funktional und ist ¥ ein (n + 2)-stelliges primitivre-
kursives Funktional, so ist (R¢yp) ein (n + 1)-stelliges primitivrekursives Funktional.
(Rpy) heifit das durch primitive Rekursion aus ¢ und v gebildete Funktional.

Definition 13 (Wert eines p.r. Funktionals) Wir definieren induktiv, was es heifit, dass ein
n-stelliges primitivrekursives Funktional ¢ an einer Stelle r € IN™ den Wert y € IN hat, in Zeichen
r W[¢] y. Wir definieren also induktiv eine zweistellige Relation W[¢] C N x N fiir jedes n-
stellige primitivrekursive Funktional ¢.

1.
2.
3.

Es gelte () W][0] 0.
Wenn = € N, dann gelte (x) WIN] «’.
Wenn i,n € Nmit 1 <i<nund z1,...,2, € N, dann (z1,...,2,) W[P}] z;.

7

Wenn ¢ ein m-stelliges primitivrekursives Funktional ist, ¥y, ..., ¥, n-stellige primitivre-
kursive Funktionale sind, r W[1] y1, ..., £ W[thm] Ym gelten und (y1, ..., ym) W|¢] z gilt,
dann gelte r W[(¢)1 ... ¢¥m)] 2.

Wenn ¢ ein n-stelliges primitivrekursives Funktional ist, ¥ ein (n + 2)-stelliges primitivre-
kursives Funktional ist und ¢ W{¢| z, dann gelte (r,0) W[(Ré)] 2.
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6. Wenn ¢ ein n-stelliges primitivrekursives Funktional ist, ¢ ein (n + 2)-stelliges primi-
tivrekursives Funktional ist, (r,y) W[(R¢y)] u gilt und (u,r,y) W[y] z gilt, dann gelte
(& y') WReY] 2.

Die so definierte Relation W[¢] C IN™ x N ist rechtseindeutig, d.h. es gilt r W[¢] y A x W[g]
2=y =2z

Aufgabe 3 Zeigen Sie dies durch Wertverlaufsinduktion nach der Lange von ¢, mit geschachtel-
ter vollstandiger Induktion nach der letzten Komponente von ¢ im Falle der primitiven Rekursion.

Die Relation W[¢p] C N™ x N ist linkstotal, d.h. fiir jedes r € N™ existiert ein y € N mit
rWigly.

Aufgabe 4 Zeigen Sie dies durch Wertverlaufsinduktion nach der Lange von ¢, mit geschachtel-
ter vollstdndiger Induktion nach der letzten Komponente von ¢ im Falle der primitiven Rekursion.

Es folgt, dass die Relation W{[¢] der Graph einer Funktion von IN" nach N, also einer n-
stelligen zahlentheoretischen Funktion ist.

Definition 14 (primitivrekursive Funktionen) Wenn ¢ ein n-stelliges primitivrekursives
Funktional ist, dann nennt man die n-stellige Funktion f: N™ — N mit Graph(f) = W|¢],
deren Graph die oben definierte Relation W{¢] ist, die durch das primitivrekursive Funktional ¢
bezeichnete Funktion. Eine zahlentheoretische Funktion f: N™ — N heif3t primitivrekursiv, wenn
sie durch ein primitivrekursives Funktional bezeichnet wird.

Beispiel 16

Die durch N bezeichnete Funktion ist die Nachfolgerfunktion N: N — N. Sei f die durch das
Funktional (NN) bezeichnete Funktion. Dann ist f eine 1-stellige primitivrekursive Funktion mit
fla) = N(N(a)) =a+ 2 fiir alle n € N.

Wir werden generell die durch ein Funktional ¢ bezeichnete Funktion f folgendermafien schrei-
ben. Das Wort ¢ besteht aus Zeichen im Schreibmaschinenzeichensatz. Wir schreiben nun die
Funktion f, indem wir die gleichen Zeichen im Mathematikzeichensatz hinschreiben.

Es gilt also

Definition 15
1. Die O-stellige Funktion O ist definiert durch
O() :=0.
Sie heifit die Nullfunktion.

2. Die 1-stellige Funktion N ist definiert durch

Sie heifit die Nachfolgerfunktion
3. Fiir natiirliche Zahlen ¢ und n mit 1 <+¢ < n ist die n-stellige Funktion P/* definiert durch
P (a1, ..., 2n) 1= 2.

Sie heift die i-te n-stellige Projektionsfunktion.
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4. Ist f eine m-stellige Funktion mit m > 1 und sind g1, ..., g, n-stellige Funktionen, so ist
die n-stellige Funktion (fg; ... gm) definiert durch

(for-- gm)(@1, .. wn) = flgr(@1, - 2n), - gm(@1, - @)
Sie heifit die Komposition von f mit g1, ..., gm.-
5. Ist f eine n-stellige Funktion und g eine (n + 2)-stellige Funktion, so ist die (n + 1)-stellige
Funktion (Rfg) definiert durch
(Rfg)(z1,...,2n,0) := f(z1,...,24,)
(ng)(ﬂ?l, ERRR y/) = g((ng)(l'l, s amnay)7$1a s amey)'

Sie heifit die sich durch primitive Rekursion aus f und g ergebende Funktion.

Fir 1.-4. ist trivial, dass die dort definierten Funktionen wohldefiniert sind. Fiir 5. zeigt man
durch Induktion nach y, dass (Rfg)(x1,...,Zn,y) wohldefiniert ist.

Aufgrund unserer abkiirzenden Schreibweise kann man die Definitionen dieser Funktionen
auch so schreiben:

0() =0
N(z) =4
PMay,...,2n) =2
(fg1-- 9m)(®) == f(91(x),- -, gm (1))
(ng)( ,0) := f(r)
(Rf9)(x,y') = g((Rf9)(x,9), 5, v)-

Die Menge der primitivrekursiven Funktionen ist die kleinste Menge von zahlentheoretischen
Funktionen, die die Nullfunktion, die Nachfolgerfunktion und die Projektionsfunktionen enthélt
und abgeschlossen ist gegeniiber Komposition und primitiver Rekursion.

Beispiel 17
Sei add := (RP} (N P})). Dann ist add eine 2-stellige primitivrekursive Funktion. Es ist
add(z,0) = P} (x)

=z
und

add(z,y’) = (NP})((RP(NPY))(z,y), z,y)
= (NP})(add(z,y), z,y)
P} (add(z,y), z,y))

N(
= N(audd(ac7 Y))-

Es folgt, dass add die Additionsfunktion + ist (Beweis von add(x,y) =  + y durch Induktion
nach y).

K§=0
Ky = (NK)
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Beweis, dass K primitivrekursiv ist: durch vollstindige Induktion nach c.

K. = (RK_P}), K" = (K'PM) fiir n > 1.

Folgerung: K ist eine primitivrekursive Funktion.

Eine Rechtfertigung fiir die primitive Rekursion: Betrachten wir nun nochmals den
Satz 1 zur Definition durch vollstdndige Induktion fiir den Fall, dass die dort erwdhnte Menge
A die Menge N der natiirlichen Zahlen ist. Dann besagt Satz 1, dass es zu jedem a € N und
g: N2 — N genau eine Funktion h: N — N gibt, die folgende Gleichungen erfiillt.

h(0) =a
hy') = g(h(y), y).

Diese Funktion h ist genau die Funktion (RK?g). Der Satz 1 rechtfertigt also die Definition einer
einstelligen zahlentheoretischen Funktion durch primitive Rekursion in dem Sinne, dass er ga-
rantiert, dass durch die primitive Rekursion eine eindeutig bestimmte Funktion definiert ist. Der
Satz 1 liefert aber auch eine Rechtfertigung fiir die Definition einer mehrstelligen zahlentheoreti-
schen Funktion durch primitive Rekursion. Hierzu seien a: N® — N und §: N2 — N zwei zah-
lentheoretischen Funktionen. Fiir beliebige natiirliche Zahlen z1,...,z, € N definieren wir eine
natiirliche Zahl a;, ., € IN und eine zweistellige zahlentheoretische Funktion g, ., : N2 5 N
durch

he, ...z, (0)
hay .. a, (y/)

Qg ..
9zy...ap (hﬂh--wn (y)7 y)

Da dies fiir alle x4, . .., x, € N gilt, gibt es genau eine Funktion h: Nl IN", die die folgenden
Gleichungen erfiillt:

ﬁ(xl, ey Ty 0) = a(xy,y .. 2p)
il(ifl, cee »xnay/) = g(ﬁ(xla cee axn7y)7xla s 7xn7y)a
und fiir diese Funktion & gilt
il(.]fl, vy T,y y) = h.Ll.Ln (y)

Die Funktion A ist genau die Funktion (Rag), die sich aus den Funktionen @ und § durch primitive
Rekursion ergibt.

Explizite Transformation: Der Begriff des primitivrekursiven Terms iiber Variablen
T1,...,T, sei folgendermaflen induktiv definiert. Ein primitivrekursiver Term ist ein Wort tiber
dem Alphabet, das aus den Variablen x1, ..., x,, aus den Ziffern 0, ..., 9, aus Symbolen f1, ..., f,
flir primitivrekursive Funktionen und aus runden Klammern und Beistrich besteht. Und zwar

1. Die Variablen x4, ..., x, sind primitivrekursive Terme.
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2. Die Dezimaldarstellungen natiirlicher Zahlen sind primitivrekursive Terme.
3. Wenn f ein Symbol fir eine k-stellige primitivrekursive Funktion ist und ¢1,...,t; primi-

tivrekursive Terme sind, dann ist das Wort f(¢y,...,t;) ein primitivrekursiver Term.

Satz 6 (Explizite Transformation) Eine n-stellige zahlentheoretische Funktion h sei folgen-
dermajlen definiert.
h(zy,...,z,) =t

Dabei seien x1,...,x, paarweise verschiedene Variablen und t sei ein primitivrekursiver Term
iber den Variablen x1,...,x,. Dann ist h primitivrekursiv.

Beweis durch Induktion nach t iiber die induktive Definition des Begriffs eines primitivrekur-
siven Terms:

1. Ist t eine Variable z;, dann ist h = P* und damit ist h primitivrekursiv.

2. Ist t die Dezimaldarstellung einer natiirlichen Zahl ¢, dann ist A = K und damit primi-
tivrekursiv.

3. Hat ¢ die Form f(t1,...,tx), wobei f ein Symbol fiir eine k-stellige primitivrekursive Funk-
tion ist und tq,...,t; primitivrekursive Terme sind, dann sind nach Induktionsvorausset-
zung die durch h;(z1,...,2,) := t; definierten n-stelligen zahlentheoretischen Funktionen
hi,...,hg primitivrekursiv. Weiter ist dann h = (fh; ... hx) und damit ist h primitivre-
kursiv.

q.e.d.

Beispiel 18
Sei f eine 5-stellige primitivrekursive Funktion und sei

hz,y,z) = f(z,2,5,2,2).

Dann ist A primitivrekursiv, da
h=(fP§PY KPS PY).

Beispiel 19
Seien f und g zwei zweistellige primitivrekursive Funktionen und sei

ha,y) = f(g(5,2), f(y,))-
Dann ist A primitivrekursiv, da
h = (f(gK3P})(fP3P3)).

Die Multiplikationsfunktion mult: N? — N, die Potenzfunktion pot: N? — N, die Vorgin-
gerfunktion V: N — N, die modifizierte Differenz diff: N2 — N, die Signumfunktion sg: N — N

mit
0, wennz =0
sg(z) =
1 sonst

und die Funktion 5g: N — N mit

s5(z) 1, wennax =0
sg(x) =
& 0 sonst
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sind primitivrekursive Funktionen, weil gilt

mult = (RKg (+P7P3))
pot = (RK{ (+P{ Fy))
V = (ROP})
diff = (RP}(VP}))
sg = (ROK?)
5g = (diff K{ P})

Fiir eine n-stellige zahlentheoretische Funktion f sei
(2f) = (Rg(+P{""*h))
(ILf) = (Rg(+P{"*?h)),
wobei
g=(fP"...PIKg)
h=(fP" . P (NPL))).

Dann sind die Funktionen (X f): N1 — N und (IIf): N**! — N primitivrekursiv und gegeben
durch

M)«

ENHEy) =) fr2)

I
o

z

If)(wy) = || fx2)

<

n
Il
=)

Aufgabe 5 Zeigen Sie, dass diese Gleichungen dquivalent zu obiger Definition von (Xf) und
(I1f) sind.

Damit ist auch die Fakultdtsfunktion fak: N — IN primitivrekursiv, weil gilt

fak = (TI(+P;} 58)).

Methoden zum Nachweis, dass eine Funktion primitivrekursiv ist
Ist eine Funktion h durch vollstdndige Induktion nach ihrem letzten Argument definiert, macht
man in der Regel einen Ansatz h = (Rfg) und versucht die Funktionen f und g zu bestimmen.
Zum Beispiel ist die Multiplikation durch vollstdndige Induktion nach dem zweiten Argument
definiert durch die folgenden Rekursionsgleichungen.

mult(z,0) =0

mult(z,y") = mult(x,y) + .

Macht man den Ansatz mult = (Rfg), so schreibt sich die Definition von (Rfg)
(Rfg)(x,0) = f(x)
(Rfg)(x,y") = 9(Rfg)(w,y),x,y)
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als

mult(z,0) = f(x)
mult(z,y’) = g(mult(z, y), z,y).

Man muss die Funktionen f und g so wéhlen, dass diese Gleichungen gelten. Umgekehrt folgt
aus diesen Gleichungen, dass mult = (Rfg) gilt, wie man durch vollstdndige Induktion nach dem
zweiten Argument beweist. Die Gleichungen sind offenbar dann erfiillt, wenn man die Funktionen
f und g folgendermaflen definiert.

f(z):=0
g(p,z,y) =p+w.

Im Beispiel weist man diese Funktionen f und ¢ einfach durch eine explizite Transformation als
primitivrekursiv nach:

f =K
g = (add P} Py).

Also ist mult = (Rfg) = (R K¢ (add P} P§)), wobei add = (RPL(NP})) ist, wie wir schon
wissen. Damit ist mult primitivrekursiv.

Ist eine Funktion A durch vollstdndige Induktion nicht nach dem letzten, sondern nach einem
anderen Argument definiert, so hilft eine Vertauschung der Argumente, was ein Spezialfall einer
expliziten Transformation ist. Ist zum Beispiel h(x,y) durch vollstindige Induktion nach x defi-
niert, so definiert man eine zweistellige Funktion k durch k(y,z) := h(z,y). Dann weist man wie
oben nach, dass k primitivrekursiv ist. Da h = (kP$P?) ist, ist deshalb auch h primitivrekursiv.

Frage: Ist jede zahlentheoretische Funktion primitivrekursiv?

Antwort: Nein, denn es gibt nur abzdhlbar viele primitivrekursive Funktionen, aber {iberab-
zéhlbar viele zahlentheoretische Funktionen.

Eine Menge A heifit abzahlbar, wenn eine injektive Abbildung von A in IN existiert. Es gilt:
Eine Menge A ist genau dann abzéhlbar, wenn sie leer ist oder eine surjektive Abbildung #: N —
A existiert.

Beispiel 20
Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist abzdhlbar. Eine surjektive Abzdhlungsfunktion 6: N —

NN ist etwa gegeben durch
O(n) :=n.

Man kann die Reihenfolge der Abzéhlung auch durch ein Bild veranschaulichen, indem man
jeweils einen Pfeil von 6(0) nach 6(1), von 6(1) nach 6(2), von (2) nach 0(3), usw. zeichnet. Das
schaut dann so aus.

0 — 1 — 2 — 3 — 4 — -
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Beispiel 21
Die Menge Z der ganzen Zahlen ist abzahlbar. Eine surjektive Abzadhlungsfunktion 8: N — 7Z
ist etwa gegeben durch

0(2n) := —n
02n+1) :=n+1.

In bildlicher Darstellung schaut diese Abzéahlung so aus.

Beispiel 22
Die Menge @Q der rationalen Zahlen ist abzéhlbar. Die folgende Abbildung zeigt eine Abzéhlung

von Q. Hierzu schreibt man jede rationale Zahl ¢ als Quotient % mit x,y € Z und y # 0. Dann

kann man die rationalen Zahlen zweidimensional wie folgt anornden (wobei jede rationale Zahl
mehrfach vorkommt, was aber nicht stort).

—2 —1 0 1 2
3 3 3 3 3
—2 —1 0 1 2
2 2 2 2 2
=2 =1 0 1 2
1 1 1 1 1
=2 =1 _ 0 1 2
—1 —1 —1 —1 —1
=2 _ =1 _ 0 1 2
-2 -2 -2 -2 -2
- =2 . =1 . 0o . 1 _ 2
-3 -3 -3 -3 -3
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Lemma 1 Jede Teilmenge einer abzdihlbaren Menge ist wieder abzdhlbar.

Satz 7 Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzihlbar.

Beweis (Cantor’sches Diagonalverfahren):
Wir fithren den Beweis indirekt. Angenommen, R wére abzdhlbar. Dann wiére das Intervall
[0,1) = {z € R | 0 < z < 1} als Teilmenge von R ebenfalls abzdhlbar. Es gébe also eine
surjektive Funktion 6: N — [0,1). Also [0,1) = {6(0),6(1),6(2),...}. Wir schreiben jedes 6(k)
in Dezimalbruchdarstellung 0, axpariags . .. mit Ziffern ag; € {0,...,9}. Schreibt man alle diese
Dezimalbriiche untereinander, so erhélt man ein Schema

0, apo@01@02a03 - - -
0,a10a11a12013 . ..
0, agpaz1az2a03 . ..

0, azoasz1a32a33 . ..

Betrachten wir nun die Diagonale agoaiiag2ass... der Nachkommastellen. Andert man jede
Ziffer dieser Folge ab, etwa indem man jedes Vorkommen der Ziffer 6 in dieser Folge durch eine
3 ersetzt und alle anderen Ziffernvorkommen dieser Folge durch eine 6, so erhélt man eine neue
Folge von Ziffern byb1b2b3 ... mit

b 3, fallsagr, =6
76, falls agy # 6,

also mit

b # agk fir alle k € IN.
Folglich kann der Dezimalbruch 0,byb1b2bs ... nicht identisch sein mit einem der Dezimal-
briiche 0, apoanian2ans. ... Andernfalls miisste namlich b, = a,, sein. Sei nun z die reelle

Zahl mit der Dezimalbruchdarstellung 0, bgb1b2bs . ... Dann kann x folglich nicht in der Menge
{6(0),0(1),6(2), ...} vorkommen, da die Dezimalbruchdarstellung von z eindeutig ist (eine reelle
Zahl mit einer Dezimalbruchdarstellung, die keine Ziffern 0 oder 9 enthilt, hat stets eine eindeu-
tige — d.h. nur eine — Dezimalbruchdarstellung). Dies steht im Widerspruch zur Surjektivitéit
der Funktion 6. q.e.d.

Die Konstruktion soll an einem Beispiel demonstriert werden. Nehmen wir an, die Zahlen
6(0),60(1),0(2),... seien

0,6589732. ..
0,1092845 . . .
0,3211691...
0,2448123 . ..
0,5677980. . .
0, 4482761 . . .
0,5001799. ..
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Dann lautet die Diagonale der Nachkommastellen 6018969 . . .. Verdndert man hierin die Ziffern 6
zu 3 und alle iibrigen Ziffern zu 6, so erhélt man 3666636 . ... Die Zahl z = 0,3666636 . .. kommt
unter den obigen Zahlen 6(0),6(1),... nicht vor. Also haben wir eine reelle Zahl gefunden, die
durch die angenommene Abzihlung aller reller Zahlen nicht abgezahlt wird, was ein Widerspruch
zur Annahme bedeutet.

Satz 8 Die Menge NN der Funktionen f: N — N ist nicht abzihlbar.

Beweis (Cantor’sches Diagonalverfahren):
NN ist nicht leer, da z — 0: N — N € NN ist.
Angenommen es gibe eine surjektive Abbildung

0=k~ fr,: N— NN,

Dann sei f: N — N definiert durch

N fk) = frlk) + 1.

Dann ist f € NN, Wegen der Surjektivitit von @ existiert ein n € N mit f = f,,. Dann gilt

F(n) = faln) +1= f(n) +1.
Widerspruch. q.e.d.

Folgerung: Fiir jedes n > 0 ist die Menge NN" der n-stelligen zahlentheoretischen Funktionen
nicht abzéhlbar. Entsprechend sind fiir ein nichtleeres Alphabet 3 die Menge ¥** und fiir n > 0
die Menge $*=" nicht abzéhlbar.

Abzihlbarkeit der Menge der primitivrekursiven Funktionale

Satz 9 Sei X ein Alphabet. Dann ist ¥* abzdhlbar.

Beweis:  Sei n die Anzahl der Zeichen in ¥. Dann gibt es zu jedem k € N nur endliche viele
— nimlich n* — Worter aus ¥*, die die Linge k haben. Seien wy1, ..., wy, diese Worter, also
wp1 = € und wy1, ..., wy, die Worter aus ¥* der Liange 1, und so weiter. Dann ist eine Abzdhlung
von X* gegeben durch

Wo1, W11, - -+ Win, W21, .-, Wan2, W31, ..., W3n3d, . ...
q.e.d.
Satz 10 Sei X eine abzdhlbare Menge von Zeichen. Dann ist die Menge ¥* der Worter iber &

abzdhlbar.

Beweis:  Sei ¥ = {zo,21,22,... }. Selen nun z und ’ zwei Zeichen. Sei f: ¥* — {z,/}*
definiert durch f(zy, ...2p,) = 2""" ... 2/"". Dann ist f injektiv. Nach dem vorigen Satz gibt es
eine injektive Funktion g von {z,’ }* nach N. Daher ist g o f: ¥* — N injektiv. q.e.d.

Insbesondere gilt fiir ¥ = {0,N, (,),R,P1,P? P2 P3 P3 P3 ...}, dass X* abzihlbar ist. Da je-
de Teilmenge einer abzahlbaren Menge abzahlbar ist, ist auch die Menge der primitivrekursiven
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Funktionale abzahlbar. Fiir jede natiirliche Zahl n ist auch die Menge der n-stelligen primitivre-
kursiven Funktionale abzéhlbar.

Man kann sogar eine explizite Abzédhlung fir Worter aus * angeben. Um diese Worter
abzuzéhlen, miissen wir sie in irgendeiner Reihenfolge anordnen. Dazu verwenden wir die Idee,
die hinter der Anordnung in einem Lexikon steht. Dort werden erst alle Worter aufgelistet, die
mit einem a beginnen, dann alle, die mit einem b beginnen, und so weiter. Man nennt das die
lexikographische Reihenfolge. Leider funktioniert das in dieser Form aber nur bei einem Lexikon,
das nur endlich viele Worter enthédlt. Wenn wir alle Worter {iber dem lateinischen Alphabet so
anordnen, dann ergibt sich etwa folgende Reihenfolge.

€,a,aa,aaa,...,aab,...,ab,aba,...,b,....

Es kommen also unendlich viele Worter vor dem Wort b und das Wort b wiirde daher in der
Aufzéhlung tiberhaupt nicht vorkommen. Als Ausweg bietet sich aber wie oben gezeigt an, erst
alle Worter der Lange 0 (das ist nur €) aufzuzéhlen, dann alle der Linge 1, dann alle der Lange
2, und so weiter. Die Worter einer festen Lange kann man dabei in lexikographischer Reihenfolge
anordnen, weil es jeweils nur endlich viele sind. Wir wollen diese Idee auf primitivrekursive
Funktionale {ibertragen. Dazu bilden wir zunédchst die primitivrekursiven Funktionale vermoge
der im Beweis des letzten Satzes definierten Funktion f auf Worter iiber dem Alphabet {z,’ }
ab. Nun miissen wir wie beim lateinischen Alphabet die Zeichen von {z,’} in einer Reihenfolge
anordnen, also eine lineare Ordnungsrelation < auf 3 definieren, etwa durch

z<!
Hiermit kann man nun eine lineare Ordnungsrelation < auf {z, }* induktiv definieren durch:
1. Wenn u,v € {z, }* und |u| < |v] ist, dann ist u < v.
2. Wenn a € {2, }, u,v € {2z, }*, |u] = |v] und u < v, dann ist au < av.
3. Wenn a,b € {2z}, a <b, u,v € {z,/}* und |u| = |v|, dann ist au < bv.

Jede nichtleere Teilmenge von {z,’ }* hat ein beziiglich < kleinstes Element. Nun sei eine Ord-
nungsrelation < auf ¥* definiert durch u < v : <= f(u) < f(v) fir alle u,v € £*. Dann hat
jede nichtleere Teilmenge von X* ein beziiglich < kleinstes Element.
Zu jeder unendlichen Teilmenge A von ¥* existiert ein Ordnungsisomorphismus : N — A,
d.h. eine bijektive Funktion mit
j<k=0(j) < 0(k).

Man nennt 0(k) auch das (k+1)-te Element von A. Die Funktion 0 heiit die Ordnungsfunktion
von A.

Folglich ist jede Teilmenge von ¥* abzdhlbar, insbesondere die Menge der primitivrekursiven
Funktionale und auch die Menge der n-stelligen primitivrekursiven Funktionale.

Gleiches gilt fiir die Menge der (n-stelligen) primitivrekursiven Funktionen.

Folgerung: Es gibt 1-stellige zahlentheoretische Funktionen, die nicht primitivrekursiv sind.
Allgemein gilt fiir jedes n > 0: Es gibt n-stellige zahlentheoretische Funktionen, die nicht primi-
tivrekursiv sind.
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Primitivrekursive Pradikate

Definition 16 Unter einem n-stelligen zahlentheoretischen Pridikat verstehen wir eine n-stellige
Relation auf N, also eine Teilmenge von N". Wenn P ein n-stelliges zahlentheoretisches Pradikat
ist und ¢ = (z1,...,2,) € N™ ist, dann schreibt man statt ¢ € P auch P(r) oder P(z1,...,%,).
Bei einem zweistelligen zahlentheoretischen Pradikat P verwendet man oft die Infixschreibweise
xPy fir (z,y) € P.

Beispiel 23
< ist ein zweistelliges zahlentheoretisches Pradikat. < trifft auf x und y genau dann zu, wenn
x < y ist. Als Menge betrachtet ist < die Menge {(z,y) | z < y}.

Definition 17 Sei n € N und sei A C IN™. Dann ist die charakteristische Funktion x4 der
Menge A definiert durch y4: N® — N und

(1) = 1, fallsye Aist
Xalt) = 0, fallsre N™\ A ist.

Da ein n-stelliges zahlentheoretisches Priadikat P eine Teilmenge von N ist, besitzt es eine
charakteristische Funktion x p, die eine n-stellige zahlentheoretische Funktion mit Funktionswer-
ten aus {0, 1} ist. Umgekehrt gibt es zu jeder n-stelligen zahlentheoretischen Funktion f mit
Funktionswerten aus {0,1} genau ein n-stelliges zahlentheoretisches Pradikat P mit f = xp,
nédmlich P = {r € N | f(r) = 1}.

Definition 18 Ein n-stelliges zahlentheoretisches Pradikat heifit primitivrekursiv, wenn seine
charakteristische Funktion primitivrekursiv ist.

Lemma 2 FEin n-stelliges zahlentheoretisches Prddikat P ist genau dann primitivrekursiv, wenn
es eine n-stellige primitivrekursive Funktion f gibt mit

N\ (PG) < fx)=0).

reNm

Beispiel 24
< ist ein zweistelliges primitivrekursives Pradikat, da

/\ (z <y < diff(z,y) =0)

z,yeN

gilt.

Definition 19 Sind P und @ zwei n-stellige zahlentheoretische Préadikate, so sind die Negation
=P von P und die Konjunktion P A @ und die Disjunktion PV @ von P und @ diejenigen
n-stelligen zahlentheoretischen Préadikate, die definiert sind durch

(=P)(x) : <= —P(r)
(PAQ)(x): <= P(r) NQ(x)
(PVQ)x): <= PQ) V()

fir alle r € N™.
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Die Negation eines n-stelligen primitivrekursiven Pradikats ist primitivrekursiv. Die Kon-
junktion oder Disjunktion zweier n-stelliger primitivrekursiver Pradikate ist primitivrekursiv.

Beispiel 25
Die Préadikate <, >, =, <, >, # sind primitivrekursiv.

Die explizite Transformation ist ebenso wie fiir zahlentheoretische Funktionen auch fiir zah-
lentheoretische Pradikate moglich. Dabei wird ein n-stelliges Pradikat P definiert, indem man
fir P(x1,...,2,) einen dquivalenten logischen Ausdruck angibt. Dieser Ausdruck muss aufgebaut
sein aus den Variablen z1,...,x,, aus natiirlichen Zahlen, aus zahlentheoretischen Funktionen
und Préadikaten und aus den aussagenlogischen Junktoren —, A und V. Sind die darin auftretenden
zahlentheoretischen Funktionen und Préddikate alle primitivrekursiv, so ist auch P primitivre-
kursiv. So folgt zum Beispiel aus der Primitivrekursivitidt des zweistelligen zahlentheoretischen
Pradikats <, dass auch das zweistellige zahlentheoretische Pradikat # primitivrekursiv ist, da
gilt: x Ay <= —(z<yAy<uz).

Beschriankte Quantifizierung

Definition 20 Sei P ein (n+1)-stelliges zahlentheoretisches Pradikat. Dann sind die beschrinkte
Allgquantifizierung (VpP) und die beschrinkte Existenzquantifizierung (3, P) von P die (n + 1)-
stelligen Prédikate, die definiert sind durch

Vo P)(Ey) i <= N P 2)

2<y

z2<y

Satz 11 Wenn P ein primitivrekursives (n+ 1)-stelliges Pradikat ist, dann sind auch die Pradi-
kate (Vy,P) und (3, P) primitivrekursiv.
Beweis:  Nach Voraussetzung ist P, d.h. auch ihre charakteristische Funktion x p primitivre-
kursiv. Nun gilt
X(v,p) = (Ilxp)
X@3@,P) = (sg(Xxp))-

Damit sind auch die charakteristischen Funktionen x(y, py und x(3, py und damit auch die Prédi-
kate (VpP) und (3pP) primitivrekursiv. q.e.d.

Beschrankter p-Operator
Definition 21 Fir ein (n 4 1)-stelliges zahlentheoretisches Priadikat P ist die (n + 1)-stellige
zahlentheoretische Funktion (u,P) definiert durch

min{z <y | P(r,z)}, fallsso ein z existiert

(1 P)(x,y) := {

0 sonst.
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Fiir eine (n + 1)-stellige zahlentheoretische Funktion f ist die (n 4 1)-stellige zahlentheoretische
Funktion (ppf) definiert durch

min{z <y | f(x,z) =0}, falls so ein z existiert
(1) (5.1 = { =yl =0
0 sonst.

Wir sprechen von Anwendung des beschrankten p-Operators oder von beschrankter Minimalisie-
rung. Statt (upP)(r,y) werden wir auch schreiben ppz < y: P(, 2).

Satz 12 Wenn P ein (n+1)-stelliges primitivrekursives Pradikat ist, dann ist (puP) eine (n+1)-
stellige primitivrekursive Funktion. Wenn f eine (n + 1)-stellige primitivrekursive Funktion ist,
dann ist (upf) eine (n + 1)-stellige primitivrekursive Funktion.

Beweis:  Es ist (upP) = (RK{g), wobei

y', falls P(r,y ) A=V ,<, P(x, 2
g9(u,r,y) :={ V) A2V.gy PE2)
[ sonst.

Ist f eine (n + 1)-stellige primitivirekursive Funktion, so ist P := {(r,y) | f(z,y) = 0} ein

(n + 1)-stelliges primitivrekursives Préadikat und nach dem eben Gezeigten ist daher (upP) pri-
mitivrekursiv. Wegen (upf) = (up P) ist also (upf) primitivrekursiv. q.e.d.

div, wur, kgV, ggT sind primitivrekursiv.

div(z,y) = md <z : (d+ 1)y > x.

2], wenny #0
0 sonst.

div(z,y) = {
div(z,y) = (mP)(z,y,z)
div = ((uy P) PEP3P})

zmody =x =y -div(z,y)

kgV(z,y) = wz < zy: (z|2 Aylz)

x|z = \/ U=z
u<lz
Fir (uyP)(x,y) schreiben wir auch ppz <y : P(g, 2).

(1o f) = (mpP), wenn A enn yen(P(r,y) <= f(r,y) =0).
geT(x,y)kgV(z,y) = zy

Ty
geT(z,y) = KeV(z.7)
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geT(z,y) = (x+y) ~ms <z +y:(r+y=sltAz+y-sly

geT(x,y) =t <z +y: (tlxAtlyA- \/ (u>tAulzAuly))
u<z+y

Die Cantor’sche Paarfunktion

Definition 22 Die Paarfunktion (z,y) — (x,y): N? — N ist definiert durch

(x+y)(z+y+1)
2

(z,y) =

Die Paarfunktion ist bijektiv und primitivrekursiv. Es gilt fiir alle z,y € N:
z < (z,y)
y < (z,y)

Definition 23 Fir n € N\ {0} ist die n-Tupelfunktion (x1,...,2n) — (T1,...,2n): N* = N
durch Induktion nach n definiert durch

(x) ==
(1, oy Tpg1) = {1, Tn), Trg1)

Da die Definition fiir (z1,z2) der obigen Definition der Paarfunktion nicht widerspricht, wird
hierdurch die n-Tupelfunktion eindeutig definiert. Sie ist primitivrekursiv, da sie sich aus der
Paarfunktion mittels wiederholter expliziter Transformation ergibt, und sie ist bijektiv. Fir n €
N\{0}, 1<k <nundzi,...,z, € Ngilt

xp <A{x1, ..., Zn).
Definition 24 Die Projektionen 7;: N — N fiir k,n € N mit k¥ < n sind definiert durch
T ((T1,. .., Tn)) = T

Die Projektionen sind primitivrekursiv. Denn fiir jedes € N ist 7}(z) die kleinste natiirliche
Zahl xy, so, dass natiirliche Zahlen x4, ..., 2x_1,Zg41,. .., T, existieren so, dass ¢ = (x1,...,Ty).
Da die Zahlen z}} kleinergleich x sind, gilt

e (z) = ey < x:

\/ \/ \/ ...\/azz(ml,...,xn>.

1<z Tp-1<T Tp1<T Tn<T

Die Projektionen lassen sich also mittels expliziter Transformation, beschrinkter Existenzquan-
tifizierung und beschréankter Minimalisierung durch primitivrekursive Funktionen und Pradikate
ausdriicken und sind damit selbst primitivrekursiv.

Die Projektionen spielen die Rolle von Umkehrfunktionen der n-Tupelfunktion.

Definition 25 Eine Funktion f: N — N" heifit primitivrekursiv, wenn es n m-stellige primi-
tivrekursive Funktionen fi,..., f, gibt so, dass fiir alle r € N™ gilt

fxr) = (f1(®); -, fu D))
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Aufgabe 6 Fiir eine einstellige zahlentheoretische Funktion f ist die Iteration (It f) von f eine
zweistellige zahlentheoretische Funktion, die gegeben ist durch

@t f)(z,y) = G- F(f(2)) )
—_———

y mal das f
1. Definieren Sie (It f) durch Rekursionsgleichungen.

2. Zeigen Sie, dass (It f) primitivrekursiv ist, wenn f primitivrekursiv ist.

Definition 26 Fiir eine Funktion f: N* — N” ist die Iteration (Itf): N**! — N" gegeben

durch
L)@ y) = §( - FG @) ---)).
———

y mal das f

Die exakte Definition durch Rekursionsgleichungen ist analog wie bei Teil 1 der obigen Aufgabe
und bleibt hier als Ubung fiir den Leser.

In Teil 2 der obigen Aufgabe wurde fiir n = 1 gezeigt, dass (It f) primitivrekursiv ist, wenn f
primitivrekursiv ist. Dies gilt auch fiir beliebiges n € N\ {0}.

Lemma 3 Sein € N\ {0} und sei f: N™ — N" primitivrekursiv. Dann ist auch (Itf): N* Tt —
N™ primitivrekursiv.

Beweis:  Die Idee des Beweises besteht darin ein n-Tupel ¢ = (z1,...,2,) durch die na-
tirliche Zahl (z1,...,x,) zu codieren. Wir wollen diese Zahl auch mit (r) bezeichnen. Um
(It f)(x,y) zu berechnen kann man nun — anstatt y mal die Funktion f auf r anzuwenden —
zunéichst das Tupel ¢ durch die natiirliche Zahl (r) codieren, dann auf diese Zahl y mal die Funk-
tion g = () — (f(r)): N — N anwenden und schliefllich die erhaltene Zahl wieder zu einem
n-Tupel decodieren. Wir werden zeigen, dass g eindeutig definiert und primitivrekursiv ist. Dass
die Iteration einer primitivrekursiven Funktion ¢g: N — IN wieder primitivrekursiv ist, haben
wir ja schon in der letzten Aufgabe gezeigt. Man kann sich den Prozess durch das folgende Bild

veranschaulichen.
r fo. 7@ ...)
1
©= (@) = FG@)) = - = 5@ - )

Die Funktion ¢ kann man sich durch das folgende Bild veranschaulichen.

f: r ~— f(r) n-Tupel von natiirlichen Zahlen
T 1

g: (r) — (f(r)) natiirliche Zahlen (‘Codierungen’)
Da § nach Voraussetzung primitivrekursiv ist, gibt es nach Definition n n-stellige primitivre-
kursive Funktionen f1,..., f, so, dass f(r) = (f1(x),..., fn(r)) ist fiir alle r € N™. Nun gilt fir
x = (x), dass r = (n}(x),..., 7 (x)) ist. Da die n-Tupelfunktion bijektiv ist, ist g als (r) — (f(xr))

eindeutig definiert und es ist

g9(@) = (1 (@), ..., 7 (2)))
= <f1(71'?($)7. - 771—2(‘%))3 X wfn(ﬂ?(x% e 7”2(1')))



Da die 7}, die fj und die n-Tupelfunktion primitivrekursiv sind, ist g primitivrekursiv. Nach der
letzten Aufgabe ist damit auch (It g) primitivrekursiv. Nun zeigt man leicht durch vollstdndige
Induktion nach y, dass fiir alle r € N” und alle y € N gilt

((Tt5) () = (It g)({8), )-

Es folgt
Ttz y) = (7 (T g)((£),9)), - T (Tt g) ((£),9)))-

Also ist (It f) primitivrekursiv. q.e.d.

Die Petersche Funktion

Die Petersche Funktion p: N? — N ist definiert durch die Rekursionsgleichungen

p(0,y) =y (2.1)
p(x’,0) = p(x,1)
p(a’,y") = p(z, p(a’,y)). (2.3)

Wir werden zeigen, dass p(x,0) mit x schneller als jede primitivrekursive Funktion anwéchst.
Damit ist insbesondere p nicht primitivrekursiv, obwohl p berechenbar ist.

Lemma 4 Die Petersche Funktion p ist durch diese Rekursionsgleichungen eindeutig definiert.

Dieses Lemma kann man beweisen durch zweimalige Anwendung von Satz 1:
Beweis:  Nach Satz 1 wird fiir jedes 7: N — N und x € N eine Funktion g,,: N — N
eindeutig definiert durch die Rekursionsgleichungen

(1) (2.4)
(9ra(y))- (2.5)

Nun wird, ebenfalls nach Satz 1, eine Funktion ¢: N — N eindeutig definiert durch die Rekur-
sionsgleichungen

9r2(0)

=r
Gra(y') =7

o(0) = N (26)
q(LL'/) = 9q(z)x- (27)

Dabei sei N die Nachfolgerfunktion auf N. Setzt man in (2.4) und (2.5) r := g(x), so besagt die
Eindeutigkeit, dass fiir eine einstellige zahlentheoretische Funktion f genau dann f = g,(,). gilt,
wenn fiir alle y € N die Gleichungen

f(0) = q(z)(1)
fW') = q(@)(f(y))

gelten. Dies gilt insbesondere fiir die Funktion f := g(2’). Die Gleichung 2.7 ist also dquivalent
zu den Gleichungen.
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Insgesamt sind also die Rekursionsgleichungen (2.6) und (2.7) dquivalent zu den Gleichungen

q(0)(y) =/
q(z")(0) = q(z)(1)
q(=")(y') = q(z)(q(2")(y)).

Durch diese drei Gleichungen wird also eindeutig eine Funktion ¢: N — NN definiert. Da jeder
Funktion ¢: N — N~ genau eine Funktion p: N? — N entspricht und umgekehrt, wobei p(x,y) =
q(z)(y) gilt, ist daher die Funktion p eindeutig definiert durch die Gleichungen (2.1), (2.2) und
(2.3). q.e.d.

Eine andere Moglichkeit das Lemma zu beweisen erfolgt, indem man durch geschachtelte voll-
stdndige Induktion (Induktion nach z mit geschachtelter Induktion nach y) zeigt, dass p(z,y)
eindeutig definiert ist. Mathematisch etwas unbefriedigend bei einem solchen Beweis ist, dass
mathematisch nicht ganz klar ist, was es bedeutet, p(z,y) sei eindeutig definiert durch die Re-
kursionsgleichungen, wo doch durch die Rekursionsgleichungen die gesamte Funktion p definiert
wird. Man muss also genauer prézisieren, was man meint mit ,p(z,y) ist eindeutig definiert..
Hierzu bemerken wir, dass man die Rekursionsgleichungen als induktive Definition des Wertes
von p(z,y) auffassen kann. Genauer gesagt wird der Graph von p induktiv definiert. Wir sagen
nun p(z, y) sei eindeutig definiert, wenn es genau ein z gibt so, dass (z,y, z) in dem so definierten
Graphen liegt. Man kann dann den Beweis so fiihren:

Beweis durch vollstédndige Induktion nach x:

INDUKTIONSANFANG: z = 0: p(0,y) ist eindeutig definiert.

Beweis: trivial

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: p(x,y) sei eindeutig definiert fiir alle y € N.
INDUKTIONSBEHAUPTUNG: p(z’,y) ist eindeutig definiert fiir alle y € N.
Beweis: Beweis durch vollstdndige Induktion nach y

INDUKTIONSANFANG: y = 0: p(z’,0) ist eindeutig definiert.

Beweis: Nach Induktionsvoraussetzung beztiglich x ist p(z, 1) eindeutig definiert und daher
auch p(z’,0).

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: p(a’,y) sei eindeutig definiert.
INDUKTIONSBEHAUPTUNG: p(2’,y’) ist eindeutig definiert.

Beweis: Nach Induktionsvoraussetzung beziiglich y ist p(z’,y) eindeutig definiert. Nach
Induktionsvoraussetzung beziiglich z ist daher auch p(z,p(2’,y)) und damit auch
p(2’,y’) eindeutig definiert.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion (iiber y) ist daher p(z’,y) eindeutig definiert
fiir alle y € IN.
Nach dem Prinzip der vollstdndigen Induktion (iiber x) ist daher p(z,y) eindeutig definiert fiir
alle z,y € N.

Die Petersche Funktion p ist berechenbar. Man kann fiir sie in jeder hoheren Programmier-
sprache ein kurzes Programm angeben. Die Petersche Funktion hat einige niitzliche Eigenschaf-
ten.
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Strikte Monotonie im ersten Argument:

z <y=plx,2) <py,2)
Strikte Monotonie im zweiten Argument:

y <z=p(x,y) <p(z,2)
p(z,p(y,2)) < p(max(z + 2,y + 1), 2)
m - p(z,y) < p(x+m,y).

Um zu zeigen, dass die Petersche Funktion nicht primitivrekusiv ist, verwenden wir zwei Notatio-
nen. Die Norm (genauer die I-Norm) ||z|| eines Tupels ¢ von natiirlichen Zahlen ist definiert durch
[(x1,...,20)|| == 21+ -+ p. Eine zahlentheoretische Funktion f: N™ — IN heifle k-beschrinkt
genau dann, wenn gilt

A £ < p(k, ).

rENn
Lemma 5 Zu jeder primitivrekursiven Funktion [ gibt es ein k so, dass [ k-beschrdnkt ist.
Beweis durch Induktion nach der Definition des Begriffs der primitivrekursiven Funktion:
1. O ist 0-beschréankt.
2. N ist 0-beschrankt.
3. P ist 0-beschrankt.

4. Wenn f m-stellig und ko-beschrankt ist und g; n-stellig und k;-beschrénkt ist fiir j =
1,...,m, dann ist (fg1...gm) k-beschrankt mit k := max(ko, k1, ..., km) +m + 1. Denn

(for---gm) @) = f(91(&), -, 9m(¥))
< p(ko, [I(g1(x), ~--,gm( NI

(
(
= p(ko, 91(x) + +gm(zc))

< p(ko, (thxll) + p(km, [Iz]))
Sp(ko,m p(max(kl,., m) H?H))
<plk—2,m-p(k—m—1,[l))
<p(k—2,p(k = 1,[ll))
< p(k, [[xl)-

5. Wenn f n-stellig und kq-beschréankt ist und g (n + 2)-stellig und ka-beschrénkt ist, dann
zeigt man durch vollsténdige Induktion nach y, dass gilt

(Rf9)(x,y) < plk, x|l +y)

mit &k := max(ky, k2) + 2. Damit ist (Rfg) k-beschrénkt.

Satz 13 p ist nicht primitivrekursiv.
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Beweis:  Angenommen, p ware primitivrekursiv. Die Funktion f: IN — N sei definiert durch

f(@) = pla,a) + 1.

Dann ist auch f primitivrekursiv. Nach dem Lemma gibt es daher ein k& € N so, dass f k-
beschrankt ist. Das heifit, fir alle z € N gilt f(z) < p(k,x). Insbesondere gilt also f(k) < p(k, k).
Aber nach Definition von f ist f(k) = p(k, k) + 1. Dies ist ein Widerspruch. q.e.d.

Fiir festes « ist die Funktion y — p(z,y) primitivrekursiv, wie man leicht durch Induktion
nach x nachweist. Aber fir kein y € N ist x — p(z,y) primitivrekursiv. Selbst die Funktion
2 +— p(x,0) wichst mit = stirker an als jede primitivrekursive Funktion.

2.2.3 Existenz von berechenbaren nicht primitivrekursiven Funktionen

Wir haben auf der Menge der primitivrekursiven Funktionale eine lineare Ordnungsrelation de-
finiert so, dass die Menge der primitivrekursiven Funktionale mit dieser Ordnungsrelation ord-
nungsisomorph zur Menge der natiirlichen Zahlen mit der iiblichen Ordnungsrelation ist. Wir
haben gesehen, dass fiir n € N ein Ordnungsisomorphismus von IN in die Menge der n-stelligen
primitivrekursiven Funktionale existiert, der jeder natiirlichen Zahl k das (k + 1)-te n-stellige
Funktional (beziiglich der auf der Menge der primitivrekursiven Funktionale definierten Ord-
nungsrelation) zuordnet. Wir bezeichnen im Folgenden das (k + 1)-te n-stellige primitivrekursive
Funktional mit ¢}. Zu gegebenem n € IN und ¥ € IN kann man explizit das Funktional ¢}
ermitteln.

Aufgabe 7 Geben Sie einen Algorithmus an, der zu je zwei natiirlichen Zahlen n und k das
Funktional ¢} liefert.

Aufgabe 8 Die Funktion f sei folgendermaflen definiert. Fiir jede natiirliche Zahl k sei f(k) der
Wert des Funktionals ¢; an der Stelle k. Geben Sie einen Algorithmus an, der bei Eingabe einer
beliebigen natiirlichen Zahl k die Zahl f(k) als Ausgabe liefert.

Aufgabe 9 Zeigen Sie, dass die Funktion f nicht primitivrekursiv ist.
Hinweis: Verwenden Sie das Cantor’sche Diagonalvorfahren.

Aufgabe 10 Sei ¥ ein Alphabet und es sei eine totale irreflexive Ordnung auf 3 gegeben.
Schreiben Sie einen Algorithmus, der zu jedem Wort aus ¥* das beziiglich der frither definierten zu
N ordnungsisomorphen totalen irreflexiven Ordnung néchste Element von * berechnet. Dieses
ist das beziiglich der lexikographischen Ordnung néchste von gleicher Lénge, falls dieses existiert,
sonst das lexikographisch kleinste von groflerer Léange.

Wie das Beispiel der Peterschen Funktion und die Aufgaben dieses Abschnitts zeigen, gibt es
berechenbare zahlentheoretische Funktionen, die nicht primitivrekursiv sind. Die Argumentation
dieser Aufgaben mit dem Cantor’schen Diagonalverfahren funktioniert nicht nur fir das
System der primitivrekursiven Funktionen, sondern fiir beliebige formale Systeme von berechen-
baren Funktionen.

Satz 14 Sei X ein Alphabet und sei L eine Sprache tiber %, d.h. L C X*. Weiter sei jedem Wort
¢ aus L eine zahlentheoretische Funktion Wy zugeordnet mit den folgenden Eigenschaften.

1. Es ist entscheidbar, ob ein Wort aus ¥X* in L liegt.
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2. Zu einem Wort ¢ aus L ist die Stelligkeit der zugeordneten zahlentheoretischen Funktion
Wy berechenbar.

3. Zu einem Wort ¢ aus L und einem n-Tupel ¢ von natirlichen Zahlen, wobei n die Stelligkeit
der dem Wort ¢ zugeordneten Funktion Wy ist, ist der Wert Wy(x) dieser Funktion fiir
dieses Tupel tr berechenbar.

Dann gibt es eine berechenbare zahlentheoretische Funktion, die keinem Wort der Sprache L
zugeordnet ist.

Beweis:  Wie oben definieren wir eine totale Ordnung < auf ¥*, die ordnungsisomorph zur
iblichen Ordnung auf N ist. Sei A die Menge der Worter aus L, deren zugeordnete Funktion
einstellig ist.

Wenn A endlich ist, dann ist die Menge der Elementen von A zugeordneten Funktionen auch
endlich. Da es aber unendlich viele berechenbare einstellige zahlentheoretische Funktionen gibt,
gibt es eine berechenbare einstellige zahlentheoretische Funktion, die nicht darunter ist. Daher
kann sie auch keinem Wort aus L zugeordnet sein.

Sei also nun A wunendlich. Sei 6 die Ordnungsfunktion von A. Dann ist A =
{6(0),6(1),6(2),...}. Die Ordnungsfunktion 6 ist berechenbar, da A wegen der Eigenschaften
1. und 2. entscheidbar ist und da zu jedem Wort aus ¥* das beziiglich < nachste Wort aus ¥*
berechenbar ist (vgl. die vorige Aufgabe). Wegen der Eigenschaft 3. ist daher auch die Funktion
f: N — N mit

F(2) = Wogay(2) +1

berechenbar. Die Funktion f ist keinem Wort aus A zugeordnet. Denn andernfalls gédbe es ein
k € N so, dass dem Wort 0(k) die Funktion f zugeordnet wire, also f = Wy). Dann wire

f(k‘) = Wg(k)(k‘) +1= f(k‘) +1,

was ein Widerspruch ist. Die Funktion f ist also keinem Wort aus A und damit auch keinem
Wort aus L zugeordnet. q.e.d.

Folgerung: Fiir jedes sinnvolle System zur Darstellung aller berechenbaren zahlentheoreti-
schen Funktionen ist es unentscheidbar, ob einem Wort eine zahlentheoretische Funktion zuge-
ordnet ist.

Fiir Programmiersprachen bedeutet dies, dass es unentscheidbar ist, ob ein Programm termi-
niert.

2.2.4 Partielle zahlentheoretische Funktionen

Definition 27 Sein € N, A C N"” und f: A — N. Dann sagt man, f sei eine n-stellige partielle
zahlentheoretische Funktion. Wir schreiben dann auch f: N” P N. Wenn A = N» ist, sprechen

wir von einer totalen Funktion.

Idee: Fiir r € N™\ A ist f(r) undefiniert. Dem entspricht Nichtterminierung eines Algorithmus.

Aufgabe 11 In Programmiersprachen kommt oft ein if then else-Konstrukt vor. Sei P ein
n-stelliges primitivrekursives Pradikat und seien f und g zwei n-stellige primitivrekursive Funk-
tionen. Zeigen Sie, dass die folgendermaflen definierte n-stellige zahlentheoretische Funktion h
ebenfalls primitivrekursiv ist.

@), falls P(p) gilt
hle) = {g(;) sonst.
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Aufgabe 12 In Programmiersprachen kommt oft ein while-Konstrukt vor. Sei P ein einstelliges
zahlentheoretisches Pradikat und f eine einstellige zahlentheoretische Funktion. Betrachten Sie
den folgenden Pseudocode.

x:=a; while P(z)do z:= f(x); return z;

Nehmen wir weiter an, wir wissen, dass die while-Schleife immer terminiert und dass die Anzahl
der Schleifendurchlaufe < g(a) ist.

1. Driicken Sie die Anzahl der Schleifendurchlédufe aus durch das Pradikat P, und die Funk-
tionen f und g mit Hilfe von expliziter Transformation, Iteration und beschrianktem pu-
Operator.

2. Driicken Sie die gelieferte Ausgabe = entsprechend aus.

2.2.5 p-partiellrekursive Funktionen

In diesem Abschnitt wird das System der primitivrekursiven Funktionale und Funktionen erwei-
tert durch Hinzunahme des sogenannten (unbeschriankten) pu-Operators. Das resultierende Sys-
tem ist das System der p-partiellrekursiven Funktionale und die darin ausdriickbaren Funktionen
sind die p-partiellrekursiven Funktionen. Mit dieser Erweiterung wird das System so méchtig,
dass man darin alle Mechanismen zur Beschreibung berechenbarer Funktionen, die wir heute
kennen, ausdriicken kann. Es sind darin also alle nach unserem heutigen Wissen berechenbaren
Funktionen erfasst.

p-partiellrekursive Funktionale

Dem Formalismus, der hier definiert wird, liegt die Menge > zugrunde, die aus den folgenden
Zeichen besteht:

1.0
2. N
3. P firallei,n € Nmit 1 <¢<n
4. (
5.)
6. R
T.ou

Definition 28 (u-partiellrekursive Funktionale) u-patiellrekursive Funktionale sind spezi-
elle Worter iiber der Zeichenmenge ¥. Jedes p-partiellrekursive Funktional ¢ hat eine Stelligkeit
n. Diese ist eine natiirliche Zahl und wir sagen dann, das Funktional ¢ sei n-stellig. Diese Begriffe
sind induktiv folgendermaflen definiert.

1. 0 ist ein O-stelliges u-partiellrekursives Funktional.
0 heift das Nullfunktional.

2. N ist ein 1-stelliges p-partiellrekursives Funktional.
N heiit das Nachfolgerfunktional.
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Fir ¢,n € N mit 1 <14 <n ist P} ein n-stelliges p-partiellrekursives Funktional.
P? heifit das i-te n-stellige Projektionsfunktional.

Ist ¢ ein m-stelliges p-partiellrekursives Funktional und sind 1, ..., %, n-stellige u-
partiellrekursive Funktionale, so ist (p1)y ... %,,) ein n-stelliges p-partiellrekursives Funk-
tional.

(Py ... ) heiit die Komposition von ¢ mit ¢, ..., Ym,.

Ist ¢ ein n-stelliges p-partiellrekursives Funktional und ist ¢ ein (n + 2)-stelliges p-
partiellrekursives Funktional, so ist (R¢y) ein (n + 1)-stelliges u-partiellrekursives Funk-
tional.

(Rpy)) heifit das durch primitive Rekursion aus ¢ und v gebildete Funktional.

Ist ¢ ein (n + 1)-stelliges p-partiellrekursives Funktional, so ist (u¢) ein n-stelliges u-
partiellrekursives Funktional.

(ug) heifit das durch Minimalisierung (oder mit dem p-Operator) aus ¢ gebildete Funk-
tional.

Definition 29 (Wert eines p-partiellrekursiven Funktionals) Wir definieren induktiv,
was es heiflt, dass ein n-stelliges u-partiellrekursives Funktional ¢ an einer Stelle r € IN™ den
Wert y € N hat, in Zeichen ¢ W[¢|] y. Wir definieren also induktiv eine zweistellige Relation
W{¢] € N™ x N fiir jedes n-stellige p-partiellrekursive Funktional ¢.

1.
2.
3.

Es gelte () W[0] 0.
Wenn = € N, dann gelte (z) W[N] 2.
Wenn i,n € Nmit 1 <i<nund z1,...,2, € N, dann (z1,...,2,) W[P?] z;.

Wenn ¢ ein n-stelliges p-partiellrekursives Funktional ist, 1,...,1,, n-stellige pu-
partiellrekursive Funktionale sind, r W] w1, ..., ¢ W[tm] ym gelten und

(W1, ym) W] 2 gilt, dann gelte t W[($1 ... )] =.

Wenn ¢ ein n-stelliges p-partiellrekursives Funktional ist, ¢ ein (n + 2)-stelliges p-
partiellrekursives Funktional ist und ¢ W([¢] z, dann gelte (r,0) W[(Rpy)] z.

Wenn ¢ ein n-stelliges p-partiellrekursives Funktional ist, ¢ ein (n + 2)-stelliges p-
partiellrekursives Funktional ist, (r,y) W[(R¢y)] w gilt und (u,r,y) W] z gilt, dann
gelte (r,y") W[(Ro)] =.

Wenn ¢ ein (n+ 1)-stelliges p-partiellrekursives Funktional ist, (r, z) W[¢] u, fir alle z < y
gilt, wobei u, > 0 fiir alle z < y ist, und (r,y) W¢] 0, dann gelte z W[(ud)] y.

Die so definierte Relation W[¢] C IN™ x N ist rechtseindeutig, d.h. es gilt r W[¢] y A r W[g]
2=y =2z

Aufgabe 13 Zeigen Sie dies durch Wertverlaufsinduktion nach der Lénge von ¢, mit geschach-
telter vollstdndiger Induktion nach der letzten Komponente von ¢ im Falle der primitiven Rekur-

sion.

Die Relation W[¢] € N™ x N ist im Allgemeinen nicht linkstotal, d.h. im Allgemeinen gilt
nicht, dass fiir jedes r € N™ ein y € N existiert mit ¢ W[¢] y. Zum Beispiel ist (uN) ein
nullstelliges p-partiellrekursives Funktional mit W[(uN)| = 0.
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Es folgt, dass fiir ein n-stelliges p-partiellrekursives Funktional ¢ die Relation W[¢] der Graph
einer n-stelligen partiellen zahlentheoretischen Funktion ist, aber im Allgemeinen nicht der Graph
einer n-stelligen (totalen) zahlentheoretischen Funktion.

Definition 30 (u-partiellrekursive Funktionen) Wenn ¢ ein n-stelliges p-partiellrekursives

Funktional ist, dann nennt man die n-stellige partielle Funktion f: IN" P2 N mit Graph(f) =

W¢], deren Graph die oben definierte Relation W] ist, die durch das p-partiellrekursive Funk-

tional ¢ bezeichnete partielle Funktion. Eine partielle zahlentheoretische Funktion f: IN™ part, N

heiflt p-partiellrekursiv, wenn sie durch ein p-partiellrekursives Funktional bezeichnet wird.

Ahnlich wie bei den primitivrekursiven Funktionalen und Funktionen verwenden wir hier den
Schreibmaschinenzeichensatz fiir p-partiellrekursive Funktionale und den Mathematikzeichensatz
fir die dadurch bezeichneten Funktionen.

Definition 31 Zusétzlich zu den bereits definierten Grundfunktionen Nullfunktion, Nachfolger-
funktion und Projektionsfunktionen definieren wir also

4. Ist f eine m-stellige partielle zahlentheoretische Funktion und sind g1, ..., g, n-stellige
partielle zahlentheoretische Funktionen, so ist die n-stellige partielle zahlentheoretische
Funktion (fg1 ... gm) definiert durch

(fgl .- ~gm)(x) = f(gl((.t)a s »gm((.t))v

falls g1(x), ..., gm(zr) definiert sind und f(g1(x),...,9m(r)) definiert ist. Sonst ist

(fg1-..gm)(r) undefiniert.
Sie heifit die Komposition von f mit g1,..., gm.

5. Ist f eine n-stellige partielle zahlentheoretische Funktion und g eine (n+2)-stellige partielle
zahlentheoretische Funktion, so ist die (n+ 1)-stellige partielle zahlentheoretische Funktion
(Rfg) definiert durch

(Rfg)(x,0) := f(x),
falls f(r) definiert ist. Andernfalls ist (Rfg)(r, 0) undefiniert. Weiter ist

(Rf9)®,y') = g((Rf9)(x,9), v, ),

falls (Rfg)(x,y) definiert ist und g((Rfg)(x, y),, y) definiert ist. Andernfalls ist (Rfg)(x,v’)
undefiniert.
Sie heifit die sich durch primitive Rekursion aus f und g ergebende Funktion.

6. Ist f eine (n+ 1)-stellige partielle zahlentheoretische Funktion, so ist die n-stellige partielle
zahlentheoretische Funktion (pf) definiert durch

(1f)(x) := kleinstes z € N mit f(r,z) =0,

falls es so ein z gibt und auflerdem f(r, u) definiert ist fiir alle u < z. Andernfalls ist (uf)(r)
undefiniert.

Sie heifit die sich durch Anwendung des p-Operators (oder durch Minimalisierung) aus f
ergebende Funktion.
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Die Menge der p-partiellrekursiven Funktionen ist die kleinste Menge von partiellen zah-
lentheoretischen Funktionen, die die Nullfunktion, die Nachfolgerfunktion und die Projektions-
funktionen enthéilt und abgeschlossen ist gegeniiber Komposition, primitiver Rekursion und pu-
Operator.

Mit dem p-Operator lisst sich die Wirkung einer Schleife in einem Computerprogramm nach-
vollziehen. So entspricht etwa einem Pseudocode

r:=a0a; while P(r)doyr:=f(r); returny;

eine Minimalisierung dhnlich der von Aufgabe 12, wobei aber die beschriankte Minimalisierung
durch eine unbeschrinkte Minimalisierung ersetzt ist.

Definition 32 Unter einer p-rekursiven Funktion versteht man eine totale p-partiellrekursive
Funktion.

Aufgabe 14 Zeigen Sie, dass die Petersche Funktion p-rekursiv ist.
Hinweis: Wenn man den Wert der Peterschen Funktion p an einer Stelle ausrechnen will, muss
man fortlaufend die Rekursionsgleichungen anwenden, etwa so:

Man kann den Status einer solchen Berechnung zu einem Zeitpunkt durch einen Kellerspeicher
darstellen, der ein Tupel von Zahlen enthélt. Im Beispiel sind die Zahltupel nacheinander (1, 2),
(0,1,1), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (0,0,2), (0,3) und (4). Solche Zahlentupel kann man wieder mittels
der Cantor’schen Tupelfunktion als natiirliche Zahlen kodieren. Iteration und p-Operator sind
die weiteren benotigten Werkzeuge zur Losung der Aufgabe.

2.3 Logikkalkiile

2.3.1 Aussagenlogik
Die Sprache der Aussagenlogik
Grundzeichen:
1. Aussagenvariablen (P, Q, R,...auch mit Indizes, ...)
2. Junktoren:
- ‘nicht’
A ‘und’
V ‘oder’
3. Runde Klammern ( )

Die Menge der Aussagenvariablen bezeichnen wir mit A.
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Definition 33 (induktive Definition der Formeln) Formeln sind spezielle Zeichenreihen aus
Grundzeichen, und zwar

1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel.!
2. Wenn F' eine Formel ist, dann ist auch —F eine Formel.
3. Wenn F und G Formeln sind, dann sind auch (F A G) und (F V G) Formeln.

Wenn F und G Formeln sind, dann nennen wir die Formel —F die Negation von F, die Formel
(F A G) die Konjunktion von F und G und die Formel (F'V G) die Disjunktion der Formeln F
und G.

Wenn wir iiber Formeln reden, lassen wir meist Klammern weg, wo dies nicht zu Mifiver-
stdndnissen fiithrt. Fiir Formeln verwenden wir Zeichen F', G, H, ..., auch mit Indizes, ....

Definition 34 (induktive Definition der Teilformeln einer Formel)
1. F ist eine Teilformel von F'.
2. Wenn —G eine Teilformel von F ist, dann ist auch G eine Teilformel von F'.
3. Wenn (G A H) eine Teilformel von F ist, dann sind auch G und H Teilformeln von F'.

4. Wenn (G V H) eine Teilformel von F ist, dann sind auch G und H Teilformeln von F.

Semantik

Die Semantik ist die Lehre von der Bedeutung. In der mathematischen Logik interessiert man
sich insbesondere dafiir, wann eine Formel wahr ist und wann sie falsch ist. Hierzu betrachten
wir die Menge der Wahrheitswerte (auch Boole’sche Werte genannt)

B = {wahr, falsch}.
Definition 35 Eine Variablenbelegung (oder Interpretation) ist eine Funktion i: A — B.

Definition 36 des Wahrheitswertes iF' einer Formel F bei einer Variablenbelegung i.
1. 4P := i(P) fiir jede Aussagenvariable P.

. wahr, wenn ¢F = falsch
2. i—F =
falsch sonst

wahr, wenn iF = wahr und iG = wahr
falsch sonst

3. i(FAG):= {

wahr, wenn ¢F = wahr oder ¢G = wahr

4. i(FVG):= {

falsch sonst

Das ‘oder’ ist ein nicht ausschlieSendes ‘oder’, d.h., wenn ¢F" und iG beide = wahr sind, dann ist
auch ¢(F V G) = wahr. Fir jede Variablenbelegung i und jede Formel F gilt iF' € B.

IWir identifizieren hier eine Zeichenreihe, die aus nur einem Zeichen besteht, mit diesem einen Zeichen.
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Definition 37 Ein Modell einer Formel F' ist eine Variablenbelegung i so, dafl iF' = wahr ist.

Definition 38 Eine Formel F heifit allgemeingiiltig, wenn fiir jede Variablenbelegung i gilt i F' =
wahr. Eine Formel F heifit erfiillbar, wenn es eine Variablenbelegung ¢ gibt mit iF' = wahr (also
genau dann, wenn sie ein Modell hat). Andernfalls heift sie unerfillbar.

Definition 39 Wir sagen, eine Formel G folge semantisch aus einer Formel F (in Zeichen:
F = G), wenn jedes Modell von F auch Modell von G ist. Zwei Formeln F und G heiflen
semantisch dquivalent (in Zeichen: F' ~ @), wenn iF = iG ist fiir alle Variablenbelegungen 4
(also genau dann, wenn sie die gleichen Modelle haben).

Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Formeln.

Definition 40 Sei S eine Menge von Formeln. Dann heifit ¢ ein Modell von S, wenn ¢ Modell
jeder Formel F' € S ist. Wenn S eine Formelmenge und G eine Formel ist, dann sagen wir, G folge
semantisch aus S (in Zeichen: S = G), wenn jedes Modell von S ein Modell von G ist. Wir sagen,
eine Formelmenge S sei erfillbar, wenn sie ein Modell hat. Andernfalls heifit sie unerfillbar.

Beispiel 26
Sei A := {P,Q} und F := PA—Q. Diese Formel F' hat genau ein Modell i, das gegeben ist durch

i(P) = wahr
i(Q) = falsch.

Denn wenn eine Variablenbelegung i ein Modell von F' sein soll, dann muf} iF' = wahr sein.
Also i(PA—Q) = wahr. Also gilt nach Definition 36 ¢P = wahr und i—@Q = wahr. Also gilt weiter
nach Definition 36 i@ = falsch und damit ¢(P) = wahr und (@) = falsch.

Umgekehrt sei i(P) = wahr und 4(Q) = falsch. Dann ist nach Definition 36 iP = wahr und
1@ = falsch und damit i—@Q = wahr und folglich i(P A Q) = wahr.

Beispiel 27
Sei A :={P,Q} und F := PV —Q. Dann hat F genau 3 Modelle i1, i und i3, die gegeben sind
durch

i1(P) = wahr
11(Q) = wahr

io(P) = wahr
i2(Q) = falsch
i3(P) = falsch

i3(Q) = falsch
In jedem der beiden Beispiele ist die Formel F' erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig.

Beispiel 28
Sei A :={P} und F := P A —=P. Dann hat F kein Modell und ist daher unerfiillbar.
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Beispiel 29
Sei A := {P} und F := PV —P. Dann ist jede Variablenbelegung iiber der Menge A der
Aussagenvariablen ein Modell von F. Damit ist F' allgemeingiiltig.

Satz 15 Fiir alle Formeln F, G und H gelten die folgenden semantischen Aquivalenzen.

FANG~GAF Kommutativitdt von N
FVG~GVF Kommutativitat von V
-—F ~F
(FANAG)NH~FAN(GANH) Assoziativitdt von A
(FVG)VH~FV(GVH) Assoziativitat von V

FAGVH)~(FAG)V(FAH) Distributivgesetz
FV(GANH)~(FVG)N(FV H) Distributivgesetz

FANF~F

FVF~F
~(FAG)~-FV-G DeMorgan’sche Regel
~(FVG)~-FAN-G DeMorgan’sche Regel

Satz 16 Sei F eine Formel und sei G eine Teilformel von F. Weiter sei G' eine Formel mit
G ~ G' und F' sei aus F entstanden durch Ersetzung eines Vorkommens der Teilformel G durch
die Formel G'. Dann ist F ~ F’.

Beispiel 30
Seien G und H zwei Formeln und sei F' := GV H. Da G ~ =—G gilt, 148t sich der Satz anwenden,
wenn man G’ := =—G und F’ := -GV H setzt. Es ist also GV H ~ -—=G V H.

Satz 17 Sei F' eine Formel. Dann gilt:

F ist allgemeingiiltiy <=  —F ist unerfillbar
F ist unerfillbar <= —F ist allgemeingiiltig

Satz 18 Sei S eine Formelmenge und F eine Formel. Dann gilt:
SEF < SU{-F} ist unerfillbar.

Dieser Satz, der auch in der spéter in der Vorlesung einzufithrenden Erweiterung der Aus-
sagenlogik, ndmlich in der Pridikatenlogik, gilt, ist ein fiir die logische Programmierung grund-
legender Satz. Denn eine Klausel eines Prologprogramms kann man als Formel auffassen, das
Prologprogramm selbst als Menge S von Formeln. Die Anfrage kann man als Formel F' auffas-
sen. Die Aufgabe von Prolog ist es dann zu beweisen, dal S |= F' gilt. Prolog tut dies, indem es
aus S U {—F} einen Widerspruch ableitet, also indem es zeigt, dafi diese Menge unerfiillbar ist.
Nach dem Satz mufl daher S |= F gelten.

Normalformen

Definition 41 Eine Formel heif3t ein Literal, wenn sie eine Aussagenvariable P oder die Negation
—P einer Aussagenvariablen P ist.

Definition 42 der Formeln in Negations-Normalform (induktive Definition)
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1. Jedes Literal ist in Negations-Normalform.

2. Wenn F' und G Formeln in Negations-Normalform sind, dann sind auch die Formeln F A G
und F'V G in Negations-Normalform.

Eine derartige induktive Definition ist so zu verstehen, dafl eine Formel genau dann in
Negations-Normalform ist, wenn sich durch endlich hdufige Anwendung der beiden in der Defini-
tion formulierten Regeln ableiten 148t, daf} sie in Negations-Normalform ist. Man kann das auch
mengentheoretisch folgendermafien formulieren.

Definition 43 der Formeln in Negations-Normalform (alternative Definition). Die Menge
der Formeln in Negations-Normalform ist die kleinste Menge S mit

1. Jedes Literal ist Element von S.
2. FGeS=— FANG,FVGeS.

Fiir ‘Negations-Normalform’ schreiben wir auch kurz ‘NNF".

Satz 19 Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in NNF mit F' ~ F'.

Beweis:  durch Induktion nach der Linge von F'.

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: Zu jeder Formel G, die kiirzer als F' ist, existiere eine Formel
G’ in NNF mit G ~ G.

INDUKTIONSBEHAUPTUNG: Es gibt eine Formel F’ in NNF mit F ~ F’.

BEWEIS (INDUKTIONSSCHRITT): Wir machen eine Fallunterscheidung.

1. F ist eine Aussagenvariable P. Dann sei F’ := P.

2. F ist die Negation einer Formel. In diesem Fall miissen wir wieder vier Unterfélle unter-
scheiden.

(a) F =-P.Dann sei F’' := —P.

(b) F = -—G. Dann ist G kiirzer als F. Daher existiert nach Induktionsvoraussetzung ein
G' in NNF mit G ~ G'. Nun ist F' ~ G, also F ~ G'. Sei nun F’ := G’.

(¢) F=-(GA H). Dann sind -G und —H kiirzer als F'. Nach Induktionsvoraussetzung
gibt es also Formeln I und J in NNF mit -G ~ I und -H ~ J. Daher ist

Fr~-GV-H~IV-H~IVJ.

Sei nun F’ := 1V J. Dann ist F ~ F’, und F’ ist in NNF.
(d) F =-(GV H). Fiir diesen Fall geht der Beweis analog.

3. F =G A H. Dann sind G und H kiirzer als F'. Nach Induktionsvoraussetzung existieren
Formeln G’ und H’ in NNF mit G ~ G’ und H ~ H'. Also

F=GANH~GNH~G NH'.

Hiermit ist F' ~ G’ A H'. Sei nun F’ := G’ A H'. Dann ist F’ in NNF, da G’ und H' in
NNF sind. Auflerdem ist F' ~ F”.

4. F =GV H. In diesem Fall erfolgt der Beweis analog.

48



Definition 44 der Konjunktion Fy A --- A F, von Formeln Fi, ..., F,.
1. Die Konjunktion von Fj ist Fj.

2. Fl/\"'/\Fn—i-l = (Fl/\/\Fn)/\Fn+1

Definition 45 der Disjunktion FyV ---V F, von Formeln Fy, ..., F,.
1. Die Disjunktion von F} ist Fj.

2. F1V"'\/Fn+1 = (Fl\/"'\/Fn)\/Fn+1.

Definition 46 Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF'), wenn sie eine Konjunktion
von Disjunktionen von Literalen ist.

Definition 47 Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform (DNF'), wenn sie eine Disjunktion
von Konjunktionen von Literalen ist.

Beispiel 31
(PV-Q)A(-PVQ)AN-R istin KNF.

(PA=QA-P)VQ ist in DNF.
(PVQ)AN(-PVQ) ist in KNF.
PAQAN-R ist in KNF und in DNF.
PvQ ist in KNF und in DNF.
-P ist in KNF und in DNF.

Jede Formel in KNF oder DNF ist in NNF.

Lemma 6 Zu jeder Formel F in NNF gibt es eine Formel F' in KNF mit ' ~ F’.

Beweis:  durch Induktion nach der Lénge von F'.

INDUKTIONSVORAUSSETZUNG: Die Behauptung gelte fiir alle Formeln in NNF, die kiirzer als
F sind.

INDUKTIONSBEHAUPTUNG: Die Behauptung gilt fir F.

BEWEIS (INDUKTIONSSCHRITT): Wir machen eine Fallunterscheidung.

1. F ist ein Literal. Dann sei F’ := F'.

2. F =GN H. Dann sind G und H kiirzer als F' und ebenfalls in NNF. Nach Induktionsvor-
aussetzung gibt es ein G’ = G; A -+ A Gy, in KNF, wobei jedes G; eine Disjunktion von
Literalen ist, mit G ~ G’. Analog gibt es ein H' = H; A--- A H,, in KNF, wobei jedes H;
eine Disjunktion von Literalen ist, mit H ~ H’. Nun gilt

F=GANH~G NH ~GiAN--- NGy, NHU N -+~ N Hy,.

Seinun F/ :=G{A--- NGy NH; A--- A H,,. Dann ist F’ in KNF und F ~ F'.
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3. F =GV H. Wie oben bekommen wir wieder

G=G AN NGy, G~@G
H=H/A---NH, H~H

Hieraus ergibt sich

F GV H

G'vH

(Gy AN ANGp)V (Hy AN+ NHy)

~ (Gt VH)N(GLVH)N--- NGV Hp) A

(Go vV Hy) A(GoV Hy) A---A(Go V H,) A

2

(G VH)N(Gm VH) N NGy V Hy)

Letztere semantische Aquivalenz ergibt sich durch die wiederholte Anwendung eines der
beiden Distributivgesetze sowie des Assoziativgesetzes fiir A. Jedes G; und jedes Hj ist eine
Disjunktion von Literalen. Durch wiederholte Anwendung des Assoziativgesetzes fiir V kann
man also G; V Hj in eine Disjunktion I;; von Literalen umwandeln, d.h. G; V H; ~ I;;. Es
folgt, daf3 F' semantisch dquivalent ist zu der folgenden Formel F”.

Iy ANTig A - NN
Iog NIog Ao A I A

LoaNLypo AN~ AN
AuBerdem ist die so definierte Formel F” ist in KNF.

q.e.d.

Satz 20 Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in KNF mit F ~ F’.

Beweis:  Nach Satz 19 gibt es zu F' eine semantisch &dquivalente Formel G in NNF. Nach dem
Lemma gibt es zu G eine semantisch dquivalente Formel F’ in KNF. Also F' ~ G und G ~ F’
und somit F ~ F”. q.e.d.

Satz 21 Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in DNF mit F' ~ F’.

Beweis:  analog. q.e.d.

Man kann aber diesen Satz auch anders beweisen. Die Idee ist die folgende. Man bestimmt
zunéchst alle Modelle der Formel F, z.B. durch eine Wahrheitswerttabelle. Als Beispiel hierzu
betrachten wir die folgende Formel F'.

(=P V Q) V —P.
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Dazu stellt man eine Tabelle der Wahrheitswerte aller ihrer Teilformeln fiir alle Variablenbele-
gungen auf. Jede Zeile der folgenden Tabelle entspricht einer Variablenbelegung.

P | Q | =P |-PVQ|~(=PVQ)|~(=PVQ)V-P

wahr | wahr | falsch | wahr falsch falsch
wahr | falsch | falsch | falsch wahr wahr
falsch | wahr | wahr wahr falsch wahr
falsch | falsch | wahr wahr falsch wahr

Nun ist eine Variablenbelegung i genau dann ein Modell der Formel F', wenn in dieser Wahr-
heitswerttabelle am Schnittpunkt der zu i gehorigen Zeile mit der letzten Spalte der Eintrag
‘wahr’ steht. Da im Beispiel in der letzten Spalte genau dreimal der Eintrag ‘wahr’ steht, hat F’
genau drei Modelle. Das erste dieser Modelle ist dadurch definiert, dafy bei ihm P wahr ist und @
falsch ist, oder anders ausgedriickt, dal bei ihm P A =@ wahr ist. Das zweite Modell ist dadurch
gekennzeichnet, dafl bei ihm =P A @ wahr ist und das dritte dadurch, dal bei ihm =P A =Q
wahr ist. Insgesamt ist also eine Variablenbelegung ¢ genau dann ein Modell von F', wenn bei 4
die folgende Formel F’
(PA=Q)V (-PAQ)V (=P A-Q)

wahr wird. Also ist F' ~ F’ und offensichtlich ist F’ in DNF.
Formeln in KNF spielen in der logischen Programmierung eine zentrale Rolle. Betrachten wir
etwa das Prologprogramm

p:-q, I.
q.
r.

und dazu die Anfrage

7- p.

Jede der Klauseln des Programms kann man als Formel schreiben. Die erste Programmklausel
entspricht einer logischen Implikation g A r — p. Diese Implikation kann man als Abkiirzung
auffassen fiir die Formel —(q A r) V p, die nach einer der DeMorgan’schen Regeln semantisch
dquivalent ist zu -q V —r V p, also auch zu p V ~q V —r. Insgesamt entsprechen die drei Pro-
grammklauseln den folgenden drei Formeln.

pV—qV-r

q
r

Das Programm entspricht also der Formelmenge S, die aus diesen drei Formeln besteht. Die
Anfrage entspricht einer Formel F. Im Beispiel ist F' = p. Prolog muf} versuchen nachzuweisen,
da S |= F gilt. Nach Satz 18 gilt dies genau dann, wenn S U {—F} unerfillbar ist. Genau die
Unerfillbarkeit dieser Formelmenge bestehend aus den Formeln

pV—qV-r

q
T

Y
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wird von Prolog versucht nachzuweisen. Jede dieser Formeln ist eine Disjunktion von Literalen.
Die Formelmenge ist genau dann unerfiillbar, wenn die Konjunktion

(pV—-qV-r)AgATA-p

dieser Formeln unerfiillbar ist. Diese Formel ist aber in konjunktiver Normalform. Prolog ist ein
automatisches Beweissystem, das gewisse Formeln in KNF auf Unerfiillbarkeit testet.

Klauseln in der Logik

In der Logik wird eine Disjunktion von Literalen dargestellt als Menge dieser Literale. So wird
die Formel PV —QV —R dargestellt als die Menge {P, -Q, ~R}. So eine Menge wird in der Logik
Klausel genannt.

Definition 48 Eine Klausel in der Logik ist eine endliche Menge von Literalen.

Definition 49 Eine Klausel ist wahr bei einer Variablenbelegung ¢ genau dann, wenn mindestens
eines ihrer Literale wahr ist bei 7. Andernfalls ist sie falsch bei i.

Eine Disjunktion D von Literalen ist bei einer Variablenbelegung ¢ genau dann wahr, wenn
die zu D gehorige Klausel bei der Variablenbelegung ¢ wahr ist.

Analog wie fiir Formeln oder Formelmengen sind fiir Klauseln die semantischen Begriffe Mo-
dell, Erfullbarkeit, Unerfillbarkeit, semantische Folgerung, etc. definiert.

Nach unserer Definition ist auch die leere Menge als Klausel erlaubt. Sie wird mit O bezeich-
net. Die leere Klausel ist bei jeder Variablenbelegung falsch.

Resolution

Resolution allgemein Der Resolutionskalkiil ist ein Kalkiil zum automatischen Nachweis der
Unerfillbarkeit einer Menge S von Klauseln. Hierzu werden, ausgehend von S solange weitere
Klauseln, die semantisch aus S folgen, mit der sogenannten Resolutionsregel abgeleitet, bis die
leere Klausel und damit ein Widerspruch abgeleitet ist.

Definition 50 Zwei Literale heiflen zueinander komplementdir, wenn eines der beiden Literale die
Negation des anderen ist. Das zu einem Literal L komplementére Literal wird mit L bezeichnet.
Es gilt also L = =L oder L = —L.

Definition 51 (Resolutionsregel):
Seien ¢ und d zwei Klauseln und sei L ein Literal mit L € ¢ und L € d. Dann heiit die Klausel

(e\{L}) U (d\{L})

eine Resolvente von ¢ und d. Die Klauseln ¢ und d heien Elternklauseln. Die Literale L und L
in den Klauseln ¢ bzw. d heiflen die wegresolvierten Literale. Eine Menge S’ von Klauseln ist
durch einen Resolutionsschritt aus einer Menge S von Klauseln entstanden, wenn S’ = S U {e}
ist, wobei e eine Resolvente zweier Klauseln ¢,d € S ist. Eine Resolutionsableitung aus einer
Klauselmenge S ist eine Folge (c1,ca,cs3,...) von Klauseln so, dafl jedes ci ein Element von
S ist oder eine Resolvente von ¢; und ¢; mit ¢,j < k. Eine Resolutionsableitung einer Klausel
c aus S ist eine Resolutionsableitung (c1,...,¢,) aus S, die mit ¢ endet (also mit ¢, = ¢).
Eine Resolutionswiderlegung einer Klauselmenge S ist eine Resolutionsableitung von O aus S.
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Eine Klauselmenge S heifit mit Resolution widerlegbar oder resolutionswiderlegbar, wenn es eine
Resolutionswiderlegung von S gibt. Die Resolutionsregel schreiben wir auch so:

c d
(e\{LYHu@\{L}) °

Die Resolutionsregel erlaubt aus zwei Klauseln eine neue abzuleiten. Bei Regeln allgemein
spricht man davon, dafl man aus den Prdmissen die Konklusion ableitet. Speziell bei der Reso-
lutionsregel werden die Préamissen FElternklauseln genannt und die Konklusion wird Resolvente
genannt.

wenn L € ¢cund L € d.

Lemma 7 Seien c und d zwei Klauseln und sei e eine Resolvente von ¢ und d. Dann gilt {c,d} |=
e.

Beweis:  Sei i ein Modell von {¢,d}. Dann sind ¢ und d bei ¢ wahr. Es gibt also Literale
J € cund K € d so, dafl J und K wahr sind bei der Variablenbelegung i. Nach Voraussetzung
ist e eine Resolvente von ¢ und d. Es gibt also ein Literal L so, da8 L € ¢ und L € d ist und daf§
e=(c\{L})U(d\ {L}) gilt. Wir unterscheiden nun drei (sich nicht gegenseitig ausschliefende)
Falle.

1. J# L. Dannist J € ¢\ {L}, also J € e. Damit ist e wahr bei der Variablenbelegung i, also
1 ein Modell von e.

2. K # L. Dann ist K € ¢\ {L}, also K € e. Damit ist e wahr bei der Variablenbelegung i,
also ¢ ein Modell von e.

3. J =L und K = L. Dieser Fall kann nicht auftreten, da J und K beide wahr sind bei der
Variablenbelegung i.

Also ist in jedem Fall i ein Modell von e. Damit gilt {c,d} = e. g.e.d.

Satz 22 (Korrektheitssatz):  Sei S eine Klauselmenge, die mit Resolution widerlegbar ist. Dann
ist S unerfillbar.

Beweis:  Sei (¢1,...,¢,) mit ¢, = O eine Resolutionswiderlegung von S. Angenommen, S
ware erfiillbar. Dann wiirde S ein Modell ¢ haben. Aus dem Lemma folgt durch Induktion nach
J, daB i ein Modell von jedem ¢; ist (j = 1,...,n). Fir j := n wiirde dies bedeuten, da8 i ein
Modell der leeren Klausel O ist. Da wir wissen, dafl die leere Klausel kein Modell hat, folgt ein
Widerspruch. q.e.d.

Satz 23 (Vollstindigkeitssatz):  Sei S eine unerfillbare Klauselmenge. Dann besitzt S eine
Resolutionswiderlegung.

Eine Resolutionsableitung aus einer Formelmenge S lafit sich auch als knotenmarkierter
Bindrbaum darstellen. Dabei sind die Bléatter mit Elementen aus S markiert und die Markierung
eines jeden inneren Knotens ist die Resolvente der Markierungen seiner beiden Nachfolgerknoten.
Der Baum wird iiblicherweise so gezeichnet, dafl die Wurzel unten ist und die Blétter oben sind.

Beispiel 32
Sei
S = {{P, ﬁQ, jR}7 {Q}a {R}7 {ﬁp}}

53



Dann ist

({_‘P}7 {Pv -Q _‘R}’ {_‘Qv _‘R}a {Q}v {ﬂR}v {R}a D)

eine Resolutionswiderlegung von S. Diese Resolutionswiderlegung wird durch den folgenden
Baum dargestellt.

{-P}  {P.~Q,-R}
NS
-Q.-r (@}

NS
{~R} {R}
NS

Schreibt man die Klauseln in Prolog-Notation, so schaut die Klauslemenge folgendermaflen aus

p :-—q, r.
q.
r.

7- p.

und der Widerlegungsbaum folgendermafen.

. p:-9, T.
NS
?-q, r. q.

N
BN

/

?-p

d

Beispiel fiir Prologs Suche nach einer Resolutionswiderlegung Wenn man eine Anfrage
an Prolog stellt, so wéhlt sich Prolog zunéchst das erste Ziel der Anfrage aus und versucht eine
Resolution mit einer Programmklausel, die dieses Ziel als Kopf hat. Prolog nimmt die erste
Programmklausel, die pafit. Dadurch erzeugt Prolog eine neue Anfrage (die Resolvente), die es
zu lésen versucht. Findet Prolog zu dieser neuen Anfrage keine Losung (oder keine Losung mehr,
wenn es mit Strichpunkt aufgefordert wird mehrere Losungen zu suchen), dann macht Prolog die
Beweisschritte, die es seit der Resolution der urspriinglichen Anfrage mit der ersten passenden
Programmklausel gemacht hat, wieder riickgingig (backtracking) und versucht eine Resolution
mit der néchsten passenden Programmbklausel. Wenn es keine passende Programmklausel mehr
gibt, schldgt die Anfrage fehl und Prolog antwortet mit No.

Ein einfaches Beispiel soll dies demonstrieren. Gegeben sei das folgende Prologprogramm und
die folgende Anfrage.
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p:-q, r.
p :- s.
q.

?- p.

Prolog macht nun die folgenden Schritte

1.

Die Anfrage (Zielklausel) ‘?- p.’ wird resolviert mit der ersten Programmklausel
‘p:- q, r.” und als Resolvente ergibt sich die neue Zielklausel ‘?- q, r.’ Prolog merkt
sich, mit welcher Programmklausel es resolviert hat.

)

Die Zielklausel ‘?- q, r.’ wird resolviert mit der dritten Programmklausel ‘q.” und als
Resolvente ergibt sich die neue Zielklausel ‘?- r.’ Prolog merkt sich wieder, mit welcher
Programmklausel es resolviert hat.

Die Zielklausel ‘?- r.’ wird versucht mit einer der Programmklauseln zu resolvieren, was
scheitert.

Prolog macht die Beweisschritte bis zu Schritt 22 riickgiingig und sucht eine Alternative zu
Schritt 2, also eine andere Moglichkeit die Zielklausel ‘?- q, r.’ zu losen (backtracking).
Da Prolog in einer Zielklausel grundsatzlich das erste Literal zum Wegresolvieren auswéhlt,
versucht es eine alternative Klausel mit dem Kopf q zu finden. Im Programm pafit da aber
nur die dritte Programmklausel, von der Prolog sich gemerkt hat, dafl es sie schon im
Schritt 2 ausgewahlt hat. Daher scheitert der Versuch die Zielklausel ‘?- q, r.’ zu lésen.

Prolog macht die Beweisschritte bis zu Schritt 1 riickgidngig und versucht zu Schritt 1 eine
Alternative, also eine andere Moglichkeit die Zielklausel ‘?- p.’ zu l6sen (backtracking).
Prolog hat sich in Schritt 1 gemerkt, daf§ es schon versucht hat diese Zielklausel mit der ers-
ten Programmklausel zu resolvieren. Daher resolviert es die Zielklausel ‘?- p.’ diesmal mit
der zweiten Programmklausel ‘p :- s.’ und als Resolvente ergibt sich die neue Zielklausel
‘?- s.’. Prolog merkt sich wieder, mit welcher Programmklausel es resolviert hat.

Prolog versucht die Zielklausel ‘7~ s.’ mit einer der Programmklauseln zu resolvieren, was
scheitert.

Prolog macht die Beweisschritte bis zu Schritt 5 riickgdngig und sucht eine Alternative
zu Schritt 5, also eine andere Moglichkeit die Zielklausel ‘?- p.’ zu 16sen (backtracking).
Prolog hat sich in Schritt 5 gemerkt, dafl es dort versucht hat mit der zweiten Programm-
klausel zu resolvieren und da es keine weitere Programmklausel mit dem Kopf p mehr gibt,
scheitert der Versuch die Zielklausel ‘?- p.’ zu l16sen.

Damit ist die urspriingliche Anfrage gescheitert und Prolog antwortet mit No.

Hornklauseln und SLD-Resolution

Definition 52 Ein positives Literal ist eine Aussagenvariable (also ein Literal, das kein Nega-
tionszeichen — enthélt). Ein negatives Literal ist die Negation einer Aussagenvariablen (also ein
Literal, das das Negationszeichen — enthélt).

2bis zum letzten Schritt, bei dem es mdglicherweise eine alternative Wahlméoglichkeit gegeben hétte
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Definition 53 Eine Hornklausel ist eine Klausel, die hochstens ein positives Literal enthélt.
Eine Programmklausel ist eine Klausel, die genau ein positives Literal enthélt. Eine Anfrageklausel
oder Zielklausel (englisch query clause oder goal clause) ist eine Klausel, die kein positives Literal
enthalt.

Jede Hornklausel ist entweder eine Programmbklausel oder eine Zielklausel. Prolog arbeitet
mit Hornklauseln. Wir werden fiir Hornklauseln oft Prolognotation verwenden.

Definition 54 SLD-Resolution ist Resolution fiir Hornklauseln mit folgenden Einschriankungen:
S = PU{G}. P ist eine Menge von Programmklauseln. G ist eine Zielklausel. Eine SLD-
Resolutionsableitung hat die Form

Go Co
AN . / )
AN . / N
AN . /
AN
wobei Gy = G ist und ¢g, ¢1, ¢2, - - - € P sind. Dabei muf jeder Resolutionsschritt die Form haben.
7= Ay, LA A Aj = By,...,B,.

- Al,...,Aj_l,Bl,...,Bn,Aj+1,...,Am.

Das Literal A; heifit dabei das ausgewdhite Literal. Es wird dabei angenommen, dafl eine Aus-
wahlfunktion (englisch: selection funktion) gegeben sei, die zu einer Zielklausel das ausgewéhlte
Literal findet.

Prolog wahlt eimmer das jeweils erste Literal einer Zielklausel aus (es ist also j = 1). Den

Resolutionsschritt kann man dann auch so schreiben.

- Al,...,Am. A1 i Bl,...7Bn.
7= B1,..., By, Ao, ..., A,

Andere Systeme der logischen Programmierung kénnen sich auch ein anderes Literal als ausge-
wahltes Literal aussuchen.

Der Name ‘SLD-Resolution’ kommt aus dem Englischen:
Selection function
Linear resolution
Definite clauses.

Unter linearer Resolution versteht man Resolution, die auf solche Resolutionsableitungen
beschrankt ist, fiir die der rechte Nachfolger eines jeden inneren Knotens des Ableitungsbaumes
ein Blatt ist. Unter einer definiten Klausel versteht man eine Hornklausel.
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2.3.2 Pradikatenlogik erster Stufe
Die Sprache der Pridikatenlogik erster Stufe

Im Gegensatz zur Aussagenlogik erlaubt die Prédikatenlogik auch iiber Objekte und dariiber
zu sprechen, ob eine Eigenschaft auf alle Objekte zutrifft und ob es ein Objekt gibt, das die
Eigenschaft erfiillt. Ein Beispiel fiir eine pradikatenlogische Formel in der Mathematik ist die
Formel

Vedy x < y.

oder, in Préafixschreibweise, Va3y <(z,y). Wie in der Aussagenlogik ist eine derartige Formel aus
Grundzeichen aufgebaut.

Grundzeichen:

1. Abzéhlbar unendlich viele Variablen (auch Individuenvariablen oder Objektvariablen ge-
nannt) (u, v, w, T, Yy, 2, ... ).

2. n-stellige Funktionszeichen fir n = 0,1,2,... (f, g, h, ...). Nullstellige Funktionszeichen
heiflen Konstanten (a, b, ¢, d, ...).

n-stellige Pradikatszeichen fir n =0,1,2,... (P, @, R, ...).
Junktoren —, A, V.

Quantoren ¥ (‘fir alle’, Allqguantor), 3 (‘existiert’, Existenzquantor).

S wt o W

Runde Klammern () und Beistrich ,.

Definition 55 (induktive Definition der Terme)  Terme sind spezielle Zeichenreihen aus
Grundzeichen, und zwar

1. Jede Variable ist ein Term.

2. Wenn f ein n-stelliges Funktionszeichen ist und ¢4, . .., t,, Terme sind, dann ist f(t1,...,t5)
ein Term.

Im Fall n = 0 ist mit f(¢1,...,t,) einfach die Konstante f gemeint.

Fiir Terme verwenden wir Zeichen r, s, t, ..., auch mit Indizes, ....

Definition 56 (induktive Definition der Formeln) Formeln sind spezielle Zeichenreihen aus
Grundzeichen, und zwar

1. Wenn P ein n-stelliges Priadikatszeichen ist und ¢4, . .. , t,, Terme sind, dann ist P(¢1,...,t,)
ein Formel. Eine solche Formel nennen wir eine Atomformel.

2. Wenn F' eine Formel ist, dann ist auch —F eine Formel.
3. Wenn F und G Formeln sind, dann sind auch (F A G) und (F V G) Formeln.
4. Wenn F eine Formel und x eine Variable ist, dann sind auch VzF und JzF Formeln.

Wenn F und G Formeln sind, dann nennen wir die Formel —F die Negation von F, die Formel
(F A G) die Konjunktion von F und G und die Formel (F'V G) die Disjunktion der Formeln F
und G.

Wenn wir iiber Formeln reden, lassen wir meist Klammern weg, wo dies nicht zu Mifiver-
stdndnissen fiithrt. Fiir Formeln verwenden wir Zeichen F', G, H, ..., auch mit Indizes, ....
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Definition 57 (induktive Definition der Teilformeln einer Formel)
1. F ist eine Teilformel von F.
2. Wenn —G eine Teilformel von F ist, dann ist auch G eine Teilformel von F'.
3. Wenn (G A H) eine Teilformel von F ist, dann sind auch G und H Teilformeln von F.
4. Wenn (G V H) eine Teilformel von F' ist, dann sind auch G und H Teilformeln von F.
5. Wenn VzG eine Teilformel von F' ist, dann ist auch G eine Teilformel von F.

6. Wenn JzG eine Teilformel von F ist, dann ist auch G eine Teilformel von F'.

Definition 58 Sei F eine Formel und sei VoG oder 3xG eine Teilformel von F. Dann heif3t jedes
Vorkommen der Variablen z in F', das in dieser Teilformel liegt, ein gebundenes Vorkommen
von z in F. Ein nicht gebundenes Vorkommen einer Variablen in einer Formel heifit ein freies
Vorkommen dieser Variablen in der Formel. Eine Formel, in der keine Variablen frei vorkommen,
heif}t eine geschlossene Formel.

Beispiel 33
In der Formel

P(x) vV —~Vy Q(z, f(y))

sind beide Vorkommen der Variablen x frei und beide Vorkommen der Variablen y gebunden.
Da in dieser Formel x frei vorkommt, ist die Formel nicht geschlossen. In der Formel

P(LL’, y) V Vy Q(‘T> f(y))

sind beide Vorkommen der Variablen x sowie das erste Vorkommen der Variablen y frei, aber
das zweite und das dritte Vorkommen der Variablen y gebunden.

Definition 59 Sei F' eine Formel und seien x1, ..., x, diejenigen Variablen, die in F' frei vor-
kommen. Dann heifit die Formel Vz; ...Vz, F ein Allabschiuf$ (auch V-Abschlufl) von F und die
Formel 3z ... 3z, F heiit ein Ezistenzabschluf (auch 3-Abschiuf) von F. Einen Allabschluff von
F bezeichnen wir auch mit V[F], einen Existenzabschlufi von F' mit 3[F].

Semantik

Definition 60 Eine Interpretation ist ein Tripel ¢ = (D,4y,14,), wobei gilt

1. D ist eine nichtleere Menge, genannt der Individuenbereich (englisch: domain).

2. iy ist eine Abbildung, die jedem n-stelligen Funktionszeichen f eine n-stellige Funktion
if(f): D™ — D zuordnet.

3. iy ist eine Abbildung, die jedem n-stelligen Pradikatszeichen P eine n-stellige Relation (=
Préadikat) i,(P) C D™ zuordnet.

Definition 61 FEine Variablenbelegung ist eine Abbildung V), die jeder Variablen x einen Wert
V(z) € D in einem Individuenbereich D zuordnet.

Definition 62 des Wertes iyt eines Terms ¢ bei einer Interpretation ¢ und einer Variablenbele-
gung V. Dieser Wert ist ein Element des Individuenbereichs.
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1. dypx = V(x).
2. ivf(tl, ey tn) = if(f)(ivtl, - ,ivtn).

Definition 63 Sei V eine Variablenbelegung iiber dem Individuenbereich D, sei x eine Variable
und sei § € D. Dann bezeichnen wir mit V¢ die Variablenbelegung, die gegeben ist durch

&, wenn y = x

Vely) = {V(y) sonst

Definition 64 des Wahrheitswertes iy F' einer Formel F bei einer Interpretation ¢ und einer
Variablenbelegung V.

1. ivP(tl, ce ,tn) =

wahr, wenn (iyty,...,ipt,) € ip(P)
falsch sonst

. wahr, wenn iy, F = falsch
2. iy F =
falsch sonst

3. in(FAG) wahr, wenn iy F = wahr und iyG = wahr
) =

v falsch sonst
wahr, wenn iy, F = wahr oder i,,G = wahr

falsch sonst

4. Zv(F\/G) = {

. wahr, wenn iy= F' = wahr fiur alle { € D
5. iyVaF = ¢
falsch sonst
. wahr, wenn es ein £ € D gibt so, daf} iy« F' = wahr ist
6. tydzF = 3
falsch sonst

Der Wahrheitswert einer geschlossenen Formel F' héngt nicht von der Variablenbelegung,
sondern nur von der Interpretation ¢ ab. Wir bezeichnen ihn mit ¢ F.

Definition 65 Ein Modell einer geschlossenen Formel ist eine Interpretation ¢ so, dafl iF' = wahr
ist.

Die Begriffe semantische Folgerung, semantische Aquivalenz, Allgemeingiiltigkeit sowie Er-
fullbarkeit von Formeln und von Formelmengen sind entsprechend wie in der Aussagenlogik
definiert.

Die Séatze, die wir in der Aussagenlogik kennengelernt haben, gelten auch in der Préadika-
tenlogik. Fiir die logische Programmierung sind insbesondere die folgenden beiden Sétze von
Bedeutung.

Satz 24 Sei F' eine Formel. Dann gilt:

F ist allgemeingiiltiy <= —F ist unerfillbar
F ist unerfillbar <= —F ist allgemeingiiltig

Satz 25 Sei S eine Formelmenge und F eine Formel. Dann gilt:

SEF < SU{-F} ist unerfillbar.
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Prologklauseln als Formeln

Wir definieren F' — G als Abkiirzung fiir -F V G.

Beispiel 34
grossvater(X,Z) :-
vater (X,Y),
elternteil (Y,Z).

entspricht der Formel
VavVyVz(V(z,y) A E(y, z) = G(z, 2)).

LFir alle z, y und z gilt: wenn x Vater von y ist und y Elternteil von z ist, dann ist  Grof3vater
von z.

Allgemein entspricht eine Prologklausel
AZ—Bl, e 7.Bn.

der Formel
V[Bi A+ A B, = A

Dabei ist By A--- A B, — A eine Abkiirzung fiir =(By A--- A By,) V A, was wiederum semantisch
dquivalent ist zur Formel AV —B; V- --V =B,,. Die Prologklausel entspricht also auch der Formel

V[AV =By V.-V -By,].

Ein Faktum
A.
entspricht der Formel
V[A].
Beispiel 35
gleich(X,X).
entspricht der Formel
Vo =(x,x)
Eine Anfrage
7_Bl7 . ) BrL

entspricht der Formel

Beispiel 36
?7- grossvater(X,gabi).
entspricht der Formel
V-G (x, g).

Prolog versucht aus dem Programm und aus dieser Formel einen Widerspruch abzuleiten. Es zeigt
also indirekt (durch Widerspruchsbeweis) die Existenz eines x mit G(x, g), also eines Grofivaters
von Gabi. Dieser Beweis geschieht konstruktiv, d.h. Prolog konstruiert einen Wert fiir z so, daf}
dann G(z,g) gilt.

Hier ist ein Beispiel fiir ein komplettes Prologprogramm und eine dazugehorige Anfrage.
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Beispiel 37
elternteil (hans,peter).
elternteil (peter,gabi).
maennlich(hans).
vater(X,Y) :- elternteil(X,Y), maennlich(X).
grossvater (X,Z) :- vater(X,Y), elternteil(Y,Z).
?- grossvater(X,gabi).

Diese sechs Klauseln entsprechen den folgenden sechs Formeln.

E(h,p)

E(p,g)

M(h)

Vavy(V(z,y) V —E(z,y) V =M (z))
VaVyVz(G(z, z) V =V (z,y) V —E(y, 2))
Ve-G(x, g).

Prolog startet mit der letzten dieser sechs Formeln (der Formel, die der Anfrage entspricht) und
verwendet die iibrigen fiinf Formeln, um daraus einen Widerspruch abzuleiten. Wenn die ersten

finf Formeln gelten, kann also die letzte nicht gelten, d.h. es muf} einen Wert fiir = geben so, dafl
G(z,g) gilt. Im Beispiel gilt dies fiir = h, also Hans. Prolog findet diesen Wert und gibt aus

X = hans.
Wir konnen die sechs Formeln zu einer zusammenfassen entweder so
E(h, p)A
E(p, g)A
M(h)A
VaVy(V(z,y) V ~E(z,y) V ~M(z))A
VaVyVz(G(z, z) V =V (x,y) V —E(y, 2)) A
Vae-G(x, g).

oder, was semantisch dquivalent dazu ist, so

VaVyVz (

(V(x, y)V E(z,y)V —\M(J:))/\
(G(x, z2)V =V(z,y) VvV -E(y, z))/\

ﬂG(x,g))-
Das Ergebnis ist ein Allabschlufl einer Konjunktion von Disjunktionen von Literalen, wobei wir

unter einem Literal eine Atomformel oder die Negation einer Atomformel verstehen. Von einer
solchen Formel sagen wir, sie sei in konjunktiver Normalform (KNF).

61



Normalformen

Ahnlich wie in der Aussagenlogik gibt es auch in der Pridikatenlogik den Begriff der Normalfor-
men. Auch hier gibt es Negationsnormalform, konjunktive Normalform, disjunktive Normalform
und eine Reihe weiterer Normalformen. Wir interessieren uns besonders fiir die konjunktive Nor-
malform.

Definition 66 Eine Formel heifit ein Literal, wenn sie eine Atomformel oder die Negation einer
Atomformel ist. Im ersteren Fall heifit sie ein positives Literal, im letzteren Fall ein negatives
Literal.

Beispiel 38

Seien x eine Variable, ¢ und b zwei Konstanten, P ein zweistelliges Priadikatszeichen und
f ein zweistelliges Funktionszeichen. Dann ist P(a, f(z,b)) ist ein positives Literal und
—P(f(x,x), f(b,x)) ein negatives Literal.

Definition 67 Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF'), wenn sie ein Allabschlufl
einer Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist.

Beispiel 39
Die Formel

(V(x, y)V E(z,y) V ﬁM(sc))/\
(G(x, z2) V=V (z,y) V-E(y, z))/\

-G(z, g))
ist in konjunktiver Normalform.

Zu einer Formel der Pradikatenlogik gibt es im allgemeinen keine semantisch dquivalente
Formel in KNF. Zum Beispiel gibt es keine Formel in KNF, die semantisch dquivalent ist zu
Jz P(x). Es gilt aber der folgende Satz.

Satz 26 Zu jeder Formel F kann man effektiv eine Formel F' in KNF konstruieren derart, daf
F genau dann erfiillbar ist, wenn F' erfiillbar ist.

Wenn fiir zwei Formeln F und F’ gilt, dal F' genau dann erfillbar ist, wenn F” erfiillbar
ist, so sagen wir auch, F' und F’ seien erfillbarkeitsiquivalent. In der Pradikatenlogik gilt also
im Gegensatz zur Aussagenlogik nicht die semantische Aquivalenz einer Formel mit ihrer KNF,
sondern lediglich die Erfiillbarkeitsdquivalenz. Da ein Prologsystem aber ein Theorembeweiser ist,
der die Unerfiillbarkeit einer Formel nachzuweisen versucht, geniigt die Erfiillbarkeitséquivalenz
um zu sehen, daf} bei Prolog die Beschriankung auf KNF keine so gravierende Einschriankung ist.

3 Auf diesen Satz soll hier nicht niher eingegangen werden. Die Idee ist die, daB man die Existenzquantoren
in F irgendwie eliminieren muf}, da eine Formel in KNF keine Existenzquantoren enthalten darf. Wenn nun
etwa VzIy P(z,y) gilt, so mufl es eine Funktion geben, die jedem Wert fiir z einen entsprechenden Wert fiir y
zuordnet, es muf} also die Formel Vo P(z, f(z)) erfiillbar sein. Diese Einfithrung von Funktionszeichen nennt man
Skolemisierung. Das neu eingefithrte Funktionszeichen f nennt man Skolemfunktionszeichen, oft auch einfach
Skolemfunktion.
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Klauseln

Definition 68 Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen.

Eine Formel in KNF 14t sich durch eine endliche Menge von Klauseln darstellen. Und zwar
hat ja nach Definition die Formel die Form eines Allabschlusses einer Konjunktion von Dis-
junktionen von Literalen. Jeder dieser Disjunktionen von Literalen ordnen wir eine Klausel zu,
namlich die Menge aller Literale der Disjunktion.

Beispiel 40
Die obige Formel in KNF entspricht der Klauselmenge, die aus den folgenden Klauseln besteht.

{E(h,p)}
{E(p,9)}
{M(h)}
{V(z,y),~E(z,y),~M(z)}
{G(z,2), -V (z,y),~E(y, 2)}
{—=G(z,9)}

Definition 69 Eine Hornklausel ist eine Klausel, die hochstens ein positives Literal enthélt.
Eine Programmklausel ist eine Klausel, die genau ein positives Literal enthélt. Eine Zielklausel
ist eine Klausel, die kein positives Literal enthélt.

Im Beispiel sind alle Klauseln Hornklauseln, und zwar sind die ersten fiinf Klauseln Pro-
grammklauseln und die sechste Klausel ist eine Zielklausel. Prolog arbeitet stets mit Hornklau-
seln.

Resolution

Betrachten wir nochmal das Grofivater-Beispiel.

grossvater(X,Z) :- vater(X,Y), elternteil(Y,Z).
?7- grossvater(X,gabi).

Es soll grob skizziert werden, wie eine solche Anfrage von Prolog gelost wird. Prolog startet mit
der Anfrage. Das Ziel grossvater(X,gabi) ist fiir einen geeigneten Wert von X zu beweisen.
Hierzu sucht Prolog im Programm eine Klausel, deren Kopf das Priadikatszeichen grossvater
hat und findet

grossvater(X,Z) :- vater(X,Y), elternteil(Y,Z).

grossvater (X,gabi) ist also dann bewiesen, wenn man vater (X,Y) und elternteil(Y,gabi)
flir einen geeigneten Wert von Y beweist. Prolog erzeugt also eine neue Anfrage

?7- vater(X,Y), elternteil(Y,gabi).

die es seinerseits zu losen versucht. Wie hat sich diese neue Anfrage ergeben? Hierzu muflte das
Ziel grossvater(X,Z) der urspriinglichen Anfrage und der Kopf grossvater(X,Z) der Klausel
des Prologprogramms einander gleich gemacht (wir sagen wunifiziert) werden durch Ersetzung
(wir sagen Substitution) der Variablen Z durch gabi. Also
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grossvater(X,gabi) :- vater(X,Y), elternteil(Y,gabi).
?- grossvater(X,gabi) .

Die neue Anfrage ergibt sich nun durch Resolution dieser beiden Prologklauseln in der Form,
in der wir sie bereits aus der Aussagenlogik kennen. Wir werden spéter die Resolution fir die
Pradikatenlogik genauer definieren. Hier halten wir nur grob fest, daf sich in der Pradikatenlogik
einen Resolutionsschritt aufgeteilt in drei Schritte vorstellen kann: eine Unifikation, Anwendung
einer Substitution auf die Elternklauseln und eine einfache aussagenlogische Resolution, wie wir
sie bereits kennengelernt haben.

Unifikation Es geht darum zwei Terme durch eine Substitution gleich zu machen (Gleichungs-
16sen).

Beispiel 41

Das zweistellige Priadikat = ist in Prolog vordefiniert durch
=(X,X).

Stellt man nun an Prolog die Anfrage
7- = £X,gX)) , f(gla),Y) ).

so muf} Prolog die Gleichung
£f(X,g(X)) = £(g(a),Y)

16sen. Fiir X und Y sollen Terme gefunden werden, die diese Gleichung erfiillen, egal durch was
fiir Funktionen die Funktionszeichen f und g interpretiert werden. Dies ist nur moglich, wenn
gleichzeitig die beiden Gleichungen

X = g(a) gX) =Y
gelost werden. Die Losung lautet

X = g(a)

Y = g(g(a)).

Die urspriingliche Gleichung wird also gelost, indem man darin die Variable X durch den Term
g(a) und die Variable Y durch den Term g(g(a)) ersetzt. Wir sprechen von einer Substitution,
die wir folgendermaflen schreiben.

{X < g(a), Y+ g(g(a))}

Mathematisch ist eine Substitution dadurch gegeben, dal wir zu jeder Variablen den Term
angeben, durch den die Variable bei der Substitution ersetzt wird.

Definition 70 Eine Substitution ist eine Funktion o, die jeder Variablen z einen Term o(z)
zuordnet, wobei nur fiir endlich viele Variablen z gilt: o(x) # .

Beispiel 42

Sei
o(z) = g(a)
a(y) = 9(g(a))
o(z)==z fir alle z, die nicht identisch mit z oder y sind.

Diese Substitution o wird geschrieben als {z + g(a),y + g(g(a))}.
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Definition 71 Seien z1,...,xz, Variablen und ¢4,...,t, Terme und die Substitution o sei defi-
niert durch

J(.’EZ) =

i
olz) ==z fiir alle «, die nicht identisch mit einem der x; sind.

Dann wird o bezeichnet mit {x; < ¢1,...,2, + tp}.

Die Ausgabe von Prolog ist, sofern sie nicht ‘No’ lautet, eine Substitution. Wenn man zum
Beispiel auf die Anfrage

?7- grossvater(X,gabi) .
von Prolog die Antwort
X = hans

bekommt, so so bedeutet dies die Substitution {X - hans}. Die Ausgabe Yes bedeutet die leere
Substitution {}, die auch mit € bezeichnet wird. Es ist (x) = «x fiir alle Variablen x.

Definition 72 Die Anwendung einer Substitution o auf einen Term t ergibt einen Term to, der
folgendermaflen definiert ist.

xo = o(x)
flt1,. .. tn)o = f(tio,. .., tyo).

Beispiel 43
f(x,g(x)) {z + g(a),y + g(g(a))} = f(g(a),g(g(a))).

Definition 73 Seien o und 7 zwei Substitutionen. Dann ist die Komposition o1 von ¢ und 7
folgendermafien definiert: (o7)(z) := (o(x))7.

Beispiel 44
Seioc ={x + f(z,y),y < g(z)}und 7 = {y + g(y),z + a}. Dannist o7 = {z + f(z,9(y)),y +
g(a), z < a}.

Wenn o und 7 zwei Substitutionen sind und ¢ ein Term ist, dann gilt ¢(o7) = (to)7.

Definition 74 Seien s und t zwei Terme. Unter einem Unifikator von s und t verstehen wir eine
Substitution o so, dal so = to ist. Wenn zwei Terme s und ¢ einen Unifikator haben, dann sagen
wir, sie seien unifizierbar.

Beispiel 45

Die Terme f(z,b) und f(a,y) haben den Unifikator {z + a,y < b}.

Die Terme a und f(z) haben keinen Unifikator.

Die Terme x und f(z) haben keinen Unifikator.

Jede Substitution ist Unifikator der Terme 2 und z.

Die Terme x und f(y) haben den Unifikator {z < f(y)}, aber auch den Unifikator {z <«

f(9(2)),y < g(2),u < g(f(2))}.

Definition 75 FEine Substitution o ist allgemeiner als eine Substitution 7, wenn es eine Substi-
tution p gibt mit 7 = op.
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Wenn ein Unifikator o zweier Terme s und ¢ allgemeiner ist als eine Substitution 7, dann ist
auch 7 ein Unifikator von s und ¢. Im letzten Beispiel ist der erste angegebene Unifikator von z
und f(y) allgemeiner als der zweite.

Definition 76 Eine Substitution o heifit allgemeinster Unifikator (englisch: most general uni-
fier, mgu) zweier Terme s und ¢, wenn o ein Unifikator von s und ¢ ist und aulerdem o allgemeiner
als jeder Unifikator von s und ¢ ist.

Satz 27 Zwei unifizierbare Terme haben immer auch einen allgemeinsten Unifikator.

Unter einem Unifikationsalgorithmus versteht man einen Algorithmus, der von zwei Termen
festellt, ob sie unifizierbar sind, und im Falle der Unifizierbarkeit einen allgemeinsten Unifikator
liefert.

Es gibt effiziente Unifikationsalgorithmen, deren Laufzeit linear mit der Lange der Terme
anwéachst. Da aber Prolog bei jedem Berechnungsschritt eine Unifikation durchfithren mufl und
die Terme oft duferst komplexe Datenstrukturen darstellen und daher sehr lang sind, geniigt
diese Effizienz in der Praxis noch nicht. Prolog verwendet einen in vielen Féllen noch effizienteren
Algorithmus. Will Prolog zum Beispiel eine Variable « mit einem langen Term ¢ unifizieren, so
ermittelt es als Unifikator einfach die Substitution {x < t}. Es hat den Term t bereits im
Speicher und braucht ihn nicht erneut aufzubauen. Dies funktioniert allerdings nur, wenn x
in ¢ nicht vorkommt. Wenn die Moglichkeit besteht, dafl z in ¢ vorkommen koénnte, muf} fir
korrekte Unifikation ¢ danach durchsucht werden, ob z darin vorkommt (englisch: occurs). Man
nennt das den ‘occur check’. In den meisten praktischen Anwendungen ist der ‘occur check’ nicht
nétig. Prolog verwendet in seinem Unifikationsalgorithmus standardméfig keinen ‘occur check’,
in einigen wenigen Prologversionen 1483t er sich aber optional einschalten.

Da fiir Prolog ein Préadikatszeichen sich syntaktisch nicht von einem Funktionszeichen un-
terscheidet und daher eine Atomformel sich syntaktisch nicht von einem Term unterscheidet,
kann man die Begriffe der Anwendung einer Substitution und der Unifizierbarkeit sowie den
Unifikationsalgorithmus genausogut fiir Atomformeln wie fiir Terme verwenden. So ist zum Bei-
spiel P(t1,...,tn)0 = P(t10,...,t,0). Wenn A eine Atomformel und o eine Substitution ist,
so bezeichne (—A)o die Formel —(Acg). Wenn {Ly,...,L,} eine Klausel ist, so werden wir auch
{L1,...,L,}o schreiben fir {L;o,...,L,c}. In Prolog-Notation schreiben wir 7= Ay,..., A, .0
fur 7- Aio,...,Ano.und A :- By,...,B,.0 fir Ao :- Byo,...,By0.

SLD-Resolution Der Resolutionskalkiil 148t sich von der Aussagenlogik auf die Pradikaten-
logik iibertragen. Da wir es in Prolog mit Hornklauseln und dem speziellen Begriff der SLD-
Resolution zu tun haben, werden wir hier die allgemeine Resolution nicht einfiihren, sondern
gleich zur SLD-Resolution kommen.

Definition 77 Zwei Klauseln heiflen variablendisjunkt, wenn sie keine gemeinsamen Variablen
haben.

Beispiel 46
Die beiden Klauseln

grossvater(X,Z) :- vater(X,Y), elternteil(Y,Z).
?- grossvater(X,gabi) .

sind nicht variablendisjunkt, da beide Klauseln die Variable X enthalten. Dagegen sind die beiden
Klauseln

66



grossvater(X’,Z) :- vater(X’,Y), elternteil(Y,Z).
?- grossvater(X,gabi) .

variablendisjunkt.

Der Begriff eines SLD-Resolutionsschrittes 14t sich am einfachsten erkléren, wenn man
zundchst annimmt, daf3 die beteiligten Elternklauseln variablendisjunkt sind. Dann schaut ein
SLD-Resolutionsschritt folgendermafien aus.

7- Al,...,Aj,...,Am. A - Bl,...,Bn.
7= Al,...7Aj,1,Bl7...,Bn,Aj+17...,Am.0’ ’

Dabei missen A und A; unifizierbar sein und o muf} ein allgemeinster Unifikator von A und
A; sein. Sind die Elternklauseln nicht variablendisjunkt, miissen vorher in der Programmklausel
Variablen umbenannt werden wie im Beispiel oben.

Definition 78 Eine Variante einer Klausel c ist das Ergebnis einer Variablenumbenennung in
¢, d.h. einer Ersetzung von Variablen durch andere Variablen, wobei gleiche Variablen durch
gleiche, verschiedene durch verschiedene ersetzt werden.

Beispiel 47
grossvater(X’,Z) :- vater(X’,Y), elternteil(Y,Z).
ist eine Variante der Klausel

grossvater(X,Z) :- vater(X,Y), elternteil(Y,Z).

In der Pradikatenlogik stellt eine Klausel einen Allabschlufl dar. Daher ist eine Variante einer
Klausel genau dann wahr, wenn die urspriingliche Klausel wahr ist.
Die allgemeine SLD-Resolutionsregel schaut nun so aus.

7- Al,...,Aj,...,Am. A - Bl,...,Bn.
- A17--~7Aj—1aBi7~-~7B;laAj+1a-~-aAm~0' ’

wobei A’:-Bj,..., B!, eine Variante von A:-By,...,B,. und va-
riablendisjunkt zu ?7-A;, ..., Ay, ist und o ein mgu von A; und A’
ist.

Da in Prolog das ausgewahlte Literal immer das erste Literal der Zielklausel ist, hat die
SLD-Resolutionsregel fiir Prolog die Form

- Al,...,Am. A - Bl,...7Bn.

7= B|,... Bl Ay,... . Ao ’
wobei A':-Bj,..., B, eine Variante von A:-By,...,B,. und va-
riablendisjunkt zu 7-A;,..., A,,. ist und o ein mgu von A; und A’

ist.

In anderen Systemen der logischen Programmierung kann das ausgewéhlte Literal auch ein an-
deres Literal der Zielklausel sein.

Der Begriff der SLD-Resolutionsableitung ist analog definiert wie in der Aussagenlogik. Eine
SLD-Widerlegung einer Klauselmenge ist eine SLD-Resolutionsableitung der leeren Klausel O
aus dieser Klauselmenge.

Beispiel 48
Betrachten wir das folgende Prologprogramm
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p(X,Z) b q(X,Y)y p(YsZ)-
pX,X).
q(a,b).

mit der Anfrage
7- p(X,b).

Dann ist eine mogliche SLD-Widerlegung der Klauselmenge, die aus diesen vier Klauseln besteht,
die folgende.

7-p(X,b). pX,2):—qX,Y),p(Y,Z).
?_q(X,Y),p(Y,b)« q(a)b)v
?-p(b,b). p(X,X).

NI

Bei jedem Resolutionsschritt wird zunéchst jeweils von der im abgebildeten Baum rechten
Elternklausel, also von der beteiligten Programmklausel, eine Variante gebildet. Die Darstellung
der SLD-Widerlegung als Baum unter Verwendung von Varianten der Klauseln des Programms
schaut im Beispiel so aus.

7-p(X,b). p(X’,2):—-q(X’,Y),p(Y,2).
7‘Q(X,Y),P(Y,b)- q(a’b)-
?7-p(b,b). p&X",X").

In diesem Baum stehen jeweils rechts Varianten von Klauseln des Prologprogramms. Wir wihlen
die Variante dabei so, dafl alle auftretenden Variablen jeweils neu sind, also im Baum in ei-
nem fritheren Resolutionsschritt noch nicht vorgekommen sind. Diese Darstellung einer SLD-
Widerlegung als Baum ist zum Verstehen des Vorgehens von Prolog geeigneter als der zuerst
abgebildete Baum. Denn die Antwort, die Prolog schliellich liefert, ergibt sich aus den jeweiligen
allgemeinsten Unifikatoren zu allen Resolutionsschritten. In der Baumdarstellung mit Varianten
der Programmklauseln kann man diese Unifikatoren leicht direkt aus dem Baum ablesen. So
werden in dieser Darstellung. Im ersten Schritt werden die Klauseln

7- p(X,b).
p(X’,Z) b q(x”Y), p(Y,Z)~

miteinander resolviert. Dazu mufl das Ziel p(X,b) der Zielklausel mit dem Kopf p(X’,Z) der
Programmbklausel —, die eine Variante der ersten Klausel des urspriinglichen Programms ist, —
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unifiziert werden. Ein allgemeinster Unifikator dieser beiden Atomformeln ist die Substitution
o1 =4{Z + b, X’ + X}.
Beim zweiten Resolutionsschritt ist ein mgu die Substitution
0y ={X+ a,Y < b}.
Beim dritten Resolutionsschritt ist ein mgu die Substitution
o3 = {X" < b}.

Schreibt man die jeweiligen allgemeinsten Unifikatoren der Resolutionsschritte rechts neben den
Baum, so erhélt man das folgende Bild.

7-p(X,b). p(X’,2):-q(X’,Y),p(Y,2).
o1
7-q(X,Y),p(Y,b). q(a,b).
02
7-p(b,b) . p(X",X").

\D _— o3

Dabei sind o1, 02 und o3 wie oben definiert. Insgesamt wurde die in der urspriinglichen Anfrage
vorkommende Variable X durch a ersetzt. Wir sagen, die Substitution {X < a} sei die berechnete
Antwortsubstitution. Die berechnete Antwortsubstitution wird von Prolog ausgegeben in der
Form

X =a

Die berechnete Antwortsubstitution ergibt sich, indem man die Substitutionen oy, oo und o3
hintereinander ausfiihrt, also die Komposition

010903 = {X + a,X’ < a,Y <+ b,Z + b, X" < b}

bildet. Da fir die Antwort, die Prolog liefert aber nur von Interesse ist, durch welche Terme
diejenigen Variablen ersetzt werden, die in der urspriinglichen Anfrage vorkommen (im Beispiel
lediglich die Variable X, muf} diese Komposition auf diese Variablen eingeschrankt werden (siehe
unten), d.h. die Antwort, die Prolog liefert, stellt die Substitution

{X + a}

dar.

Berechnete und korrekte Antwortsubstitutionen

Definition 79 Sei o eine Substitution und V eine Menge von Variablen. Dann ist die Fin-
schrankung 0|V von o auf V definiert durch

o(x) ,wennz €V
ol (r)=
’V( ) {:U sonst.
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Definition 80 Sei P eine Menge von Programmklauseln und G eine Zielklausel. Seien o1, ..., 0y,
die jeweiligen allgemeinsten Unifikatoren der Resolutionsschritte einer SLD-Widerlegung von
P U {G}. Dann heifit die Einschrdankung der Komposition o7 ...0, auf die Menge der in der
Anfrage G auftretenden Variablen eine berechnete Antwortsubstitution fir P U {G}.

Im Beispiel ist die Substitution o = {X <— a} nicht nur eine berechnete Antwortsubstitution.
Die Antwort ist auch korrekt in dem Sinne, dafl die Formel p(a,b), die sich aus dem Ziel der
Anfrage dadurch ergibt, dafi man darin X durch a ersetzt, semantisch aus dem Programm folgt.
In Zeichen kann man das so ausdriicken. P = p(X,b)o. In diesem Beispiel kommt in der Formel
p(X,b)o keine Variable mehr vor. Betrachten wir aber nun das folgende Prolog-Programm und
die folgende Prolog-Anfrage

pX,X).
?7- p(Y,Y).

Hier liefert Prolog etwa folgende Antwort.
Y = G124

Dies stellt eine Substitution {Y < _G124} dar. Was ist geschehen? Prolog hat zunéchst ver-
sucht die Zielklausel mit der Programmklausel zu resolvieren. Hierzu hat es eine Variante
p(_G124,_G124) . der Programmklausel p(X,X) . gebildet. Hierzu wiederum mufite Prolog ei-
ne neue Variable _G124 erzeugen. Die Resolution hat als Resolvente die leere Klausel O und als
allgemeinsten Unifikator die Substitution o = {Y + _G124} geliefert, die Prolog dann ausgege-
ben hat. Die Darstellung der SLD-Widerlegung als Baum unter Verwendung von Varianten der
Klauseln des Programms schaut dabei so aus.

7-p(Y,Y). p(_G124, G124).

AN 7 {Y + _G124}

O

Wendet man hier die berechnete Antwortsubstitution o auf das Ziel p(Y,Y) an, so erhélt man die
Formel p(_G124,_G124). Auch hier folgt die resultierende Formel aus dem Programm, und zwar
egal, was man fir die Variable _G124 einsetzt. Genauer gesagt, der Allabschlufl der Formel folgt
semantisch aus dem Programm. In diesem Sinne ist die von Prolog gelieferte Antwort korrekt.

Definition 81 Sei P eine Menge von Programmklauseln und sei G eine Zielklausel 7-A1, ..., A,.
Dann heiit eine Substitution o eine korrekte Antwortsubstitution fir P U {G}, wenn gilt P |=
V[(A1 A - AN Ay)o].

Satz 28 Sei P eine Menge von Programmklauseln und G eine Zielklausel. Dann ist jede berech-
nete Antwortsubstitution fiir PU{G} auch eine korrekte Antwortsubstitution.

Im letzten Beispiel ist {Y +— _G124} die berechnete Antwortsubstitution und daher auch eine
korrekte Antwortsubstitution. Dartiberhinaus ist aber jede Substitution {Y < ¢} ist eine korrekte
Antwortsubstitution.

Satz 29 Sei P eine Menge von Programmklauseln und G eine Zielklauel. Dann gibt es zu jeder
korrekten Antwortsubstitution o eine berechnete Antwortsubstitution, die allgemeiner als o ist.

Resolution fiir KNF allgemein. (co \ ¢oo) U (d'o \ dyo). Korrektheits- und Vollsténdikeits-
satz. Mit Normalformtransformation hat man Verfahren zum Nachweis der Unerfiillbarkeit /
Allgemeingiiltigkeit fiir die volle Pradikatenlogik erster Stufe mit Funktionszeichen.
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Der Kalkiil des natiirlichen Schlief3ens

Der Kalkiil des natiirlichen Schlieflens versucht den in der Mathematik tiblichen Stil des Beweisens
von Aussagen zu formalisieren. Betrachten wir als Beispiel fiir einen mathematischen Beweis den
folgenden Beweis fiir die Formel AA B — B A A.

1. Wir nehmen an, A A B gelte.

2. Wegen 1. gilt B.

3. Wegen 1. gilt A.

4. Wegen 2. und 3. gilt B A A.

5. Da wir unter der Annahme 1. die Aussage 4. bewiesen haben, gilt die Implikation AA B —

BAA.
Man kann diesen Beweis als Baum darstellen:
ANB ANAB
B A
BANA

AANB—-BAA

Die Blatter des Baumes sind Annahmen. Im Beispiel wird die Annahme AA B zweimal verwendet
— einmal um B zu beweisen und einmal um A zu beweisen. Schaun wir uns die Schritte des
Beweises genauer an. Zunéichst machen wir die Annahme A A B. Daraus schliefen wir auf B.

Diesen Schluss schreiben wir so.
ANB

B
Weiters schlieflen wir aus derselben Annahme A A B auf A mit dem Schluss
ANB
A
Aus B und A schliefen wir auf B A A mit dem Schluss
B A
BANA
Bis hierher héngen alle Aussagen, die wir bewiesen haben, von der gemachten Annahme A A B
ab, d.h. sie sind nur unter der Voraussetzung, dass die Annahme gilt, als wahr bewiesen worden.

Als Letztes schliefen wir daraus, dass B A A unter der Annahme A A B gilt, auf AAB — BA A.
Wir schreiben den Schluss folgendermassen.

[AAB]
BAA

ANB— BAA
Dabei bedeutet die in eckigen Klammern eingeschlossene Formel A A B iiber der Pramisse BA A,
dass die Konklusion AAB — BAA des Schlusses nun nicht mehr von der Annahme AAB abhéngt.
Wir kénnen auch in einem Schluss mehrere Prémissen haben, iiber denen jeweils hdchstens eine
Formel in eckigen Klammern stehen darf. Ein Beispiel dafiir ist die Oder-Beseitigung

(4] [B]
AvB C C

C

Kommt in einem formalen Beweis (wir sprechen hierbei von einer Herleitung) eine Oder-
Beseitigung vor, so hingt die Konklusion C von den folgenden Annahmen ab.
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1. von allen Annahmen, von denen die erste Pramisse A V B abhéngt

2. von allen Annahmen, von denen die zweite Pramisse C' abhingt, mit Ausnahme aller An-
nahmen, die identisch mit der Formel A sind

3. von allen Annahmen, von denen die dritte Pramisse C' abhingt, mit Ausnahme aller An-
nahmen, die identisch mit der Formel B sind

Allgemein sind die Annahmen in einer Herleitung diejenigen Blétter, die nicht Axiome sind.
Annahmen héngen von sich selbst ab. Kommt eine Formel B als Konklusion eines Schlusses in
der Herleitung vor und ist A eine der Pramissen des Schlusses, so hiangt B von allen Annahmen
ab, von denen A abhingt — mit Ausnahme aller solcher Annahmen, die formal gleich der im
Schluss iiber der Pramisse in eckigen Klammern stehenden Formel ist, falls eine solche Formel
dort in eckigen Klammern steht.

Das Ziel ist es nun die zu beweisende Formel zu erschlieffen, wobei man sich von allen ge-
machten Annahmen unabhéngig macht.

Im Folgenden verwenden wir A, B, C, D, ... als Mitteilungszeichen fiir Formeln. Mit Fz
bezeichnen wir eine Formel, in der aufler 2 keine Variablen frei vorkommen. Fiir einen variablen-
freien term t bezeichnen wir mit F't die Formel, die sich aus Fx ergibt durch Ersetzung aller
freien Vorkommen der Variablen = durch den Term ¢. Mit a bezeichnen wir eine Konstante.

Axiome des Kalkiils

Av-A
Die Regeln des Kalkiils
Und-Einfithrung (UE)
A B
AANB

Und-Beseitigung (UB)
ANB ANB

A B

Oder-Einfithrung (OE)
A B

AV B AV B

Oder-Beseitigung (OB)

(4] [B]
AvB C C
C
All-Einfiihrung (AE)
F
a mit FEigenvariablenbedingung
Vx Fx

a darf weder in Va Fx vorkommen noch in einer Annahmeformel, von der diese abhéngt.

All-Beseitigung (AB)
Vo Fz

Ft

Existenz-Einfiihrung (EE)
Ft

dx Fuo

72



Existenz-Beseitigung (EB)

[Fa]

deFz C
C

mit Eigenvariablenbedingung

a darf weder in 3z Fx vorkommen noch in der Oberformel C' noch in einer Annahmeformel, von
der diese abhéngt aufler in dem angegebenen Fa.

Folgt-Einfiihrung (FE)

Folgt-Beseitigung (FB)

Nicht-Einfithrung (NE)

Nicht-Beseitigung (NB)

Ex-falso-quodlibet

Definition 82 Unter einer Herleitung im Kalkiil des natiirlichen SchlieBens versteht man einen
Baum, dessen Knoten mit Formeln markiert sind wie oben beschrieben, in dem jeder innere
Knoten Konklusion eines der oben angefithrten Schliisse ist und dessen Nachfolger die Pramissen
desselben Schlusses sind. Dabei hinge die Wurzel des Baumes von keiner Annahme mehr ab.
Wir sprechen dann von einer Herleitung der Formel an der Wurzel des Baumes und sagen dann
auch, diese Formel sei herleitbar im Kalkiil des natiirlichen Schlieflens.

Es gilt dann der Ad&quatheitssatz (Korrektheitssatz und Vollstandigkeitssatz).

Satz 30 Fine geschlossene Formel ist genau dann allgemeingiiltig, wenn sie im Kalkil des na-
tirlichen Schlieflens herleitbar ist.

Der Sequenzenkalkiil

Hat man eine Formel B im Kalkiil des natiirlichen Schliefflens unter gewissen Annahmen
Ay, ..., A, bewiesen, so kann man dies als sogenannte Sequenz A, ..., A, = B notieren. Eine
solche Sequenz hat dann in etwa die gleiche Bedeutung wie die Formel A; A--- A A,,, — B. Man
kann nun einen Kalkiil der Sequenzen aufstellen, bei dem Sequenzen bewiesen werden ohne An-
nahmen machen zu missen. Im Sequenzenkalkiil wird das noch verallgemeinert, indem man statt
B mehrere Formeln zulésst. Eine Sequenz Ay, ..., A,, = B, ..., B, hat dann die gleiche Bedeu-
tung wie die Formel A1 A---AA,,, — B1V---VB,, oder wie die Formel —A1V---V—=A,,VB1V---VB,.
Die kommaseparierte Formelfolge Ay, ..., A, vor dem Sequenzenpfeil heiffit das Antezedens der
Sequenz und die kommaseparierte Formelfolge By, ..., B, hinter dem Sequenzenpfeil heifit das
Sukzedens der Sequenz. Das Antezedens einer Sequenz kann auch leer sein. Dann ist m = 0. Eine
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solche Sequenz = Bjy,..., B, hat die gleiche Bedeutung wie die Formel By V ---V B,,. Ebenso
kann das Sukzedens einer Sequenz leer sein. Dann ist n = 0. Eine solche Sequenz Ay, ..., A,, =
hat die gleiche Bedeutung wie die Formel —(A; A---A A,;,) oder wie die Formel =A; V.-V —A,,.
Die leere Sequenz =, bei der sowohl das Antezedens als auch das Sukzedens leer ist, hat die
gleiche Bedeutung wie das Falsum L, ist also immer falsch. Im Folgenden bezeichnen wir kom-
maseparierte (eventuell leere) endliche Formelfolgen mit grofien griechischen Buchstaben.

Axiome
D=D
Regeln
Verdiinnung
I'=0 =0
D, I'=06 r=06,D
Zusammenziehung
D,D,T'=06 I'=0,D,D
D, I'=0 r=06,D
Vertauschung
AD ET =0 I'=0,E, DA
AE, DT =0 I'=06,D,E A
Schnitt
I'=06,D D,A=A
A= 06,A
UES
'=-0,4A '=0,B
I'=0,ANB
UEA
AT =0 B,I'=0
ANB,I'=0 ANB,I'=0
OEA
ATl=0 BI=0
AvVvB,I'=0
OES
=04 I'=0,B
I'=06,AVB I'=06,AVEB
AES
I'=06,Fa
I'=0,Vx Fx
mit Eigenvariablenbedingung
EEA:
Fa,I'=0
dx Fax,I' = ©
mit Eigenvariablenbedingung
AEA
Ft,I'=0
Ve Fz,I' = ©
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EES

I'=06,Ft
I'= 0,3z Fx
NES
AT =0
I'=06,-4
NEA
I'=06,4
-AT =0
Ein Frege-Hilbert-Kalkiil
Axiome
A— (B—A)

(A-(B—-C))—» ((A—=B)—= (A—=0))
(A —-B) = (B— A)
Ve Fox — Ft
V(A — B) —» (A — Vz B),

wenn z in A nicht frei vorkommt.

Regeln

A A— B

B
Fa

Vo Fx’

wenn a nicht in der Konklusion auftritt.

2.3.3 Allgemeingiiltigkeitsdefinierbarkeit durch eine Formel

Definition 83 Das Herbrand-Universum ist die Menge aller variablenfreien Terme.

Definition 84 Wir wollen mit F'(z1,...,x,) eine Formel der Priadikatenlogik erster Stufe (mit
Funktionszeichen) bezeichnen, die aufler z1,...,z, keine Variablen frei enthélt. Fir variablen-
freie Terme ty,...,t, wollen wir mit F(ty,...,t,) die Formel bezeichnen, die aus F(z1,...,z,)
dadurch entsteht, dass darin fir alle i = 1,...,n alle freien Vorkommen der Variablen x; durch

den Term t; ersetzt werden. Die n-stellige Relation R auf dem Herbrand-Universum sei folgen-
dermaflen definiert.

R={(t1,...,tn) | = F(t1,...,tn)}

Wir sagen dann, die Formel F(z1,...,x,) definiere die Relation R beziglich Allgemeingiiltigkeit.
Wir sagen dann auch, die Relation R sei durch eine Formel allgemeingiiltigkeitsdefinierbar.

Beispiel 49
Gegeben sei die Logiksprache mit den folgenden Funktions- und Prédikatszeichen: der Kon-
stanten 0, dem einstelligen Funktionszeichen f und dem dreistelligen Pradikatszeichen P. Dann
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besteht das Herbranduniversum aus den Termen 0, £(0), f(f(0)), .... Dann definiert die Formel

Vo P(z,0,x)

AYzVyVz (P(z,y,2) = Pz, f(y), f(2)))
— P(Ihl’g,l'g)

die dreistellige Relation ' _
{(f7(0), F7(0), f5(0)) | i +j = k}
auf dem Herbrand-Universum. Betrachtet man einen Term f"(0) aus dem Herbrand-Universum
als Codierung fiir die natiirliche Zahl n (f stellt die Nachfolgerfunktion dar), so entspricht die-
se Relation gerade dem Graphen der Additionsfunktion. Wir wollen den Term f™(0), der die
natiirliche Zahl n codiert, auch mit n bezeichnen.
Die Allgemeingiiltigkeit der obigen Formel ist dquivalent zur Unerfiillbarkeit der Formel
Va P(x,0,z)

AVzVyVz (=P(z,y,2) V P(z, f(y), f(2)))
/\ﬁP(atl,CE27333>7

die in Prolognotation folgendermaflen ausschaut.

p(X,0,X).
P(X,f(Y),f(Z)) M p(X:Y,Z).
7- p(X1,X2,X3).

Allgemein gilt der

Satz 31 Sei P ein reines Prologprogramm (aus Hornklauseln) und G eine Anfrageklausel. Seien

T1,...,T, paarweise verschiedene Prologvariablen derart, dass in G aufler x1,...,x, keine wei-
teren Variablen vorkommen. Dann wird die Menge aller n-Tupel (t1,...,t,) von Termen derart,
dass {x1 < t1,...,2n < t,} eine korrekte Antwortsubstitution fir P und G ist, durch eine

Formel definiert.

Da, wie wir gesehen haben, die u-partiellrekursiven Funktionen durch reine Prologprogramme
implementiert werden konnen, ist also der Graph einer u-partiellrekursiven Funktion stets durch
eine Formel allgemeingiltigkeitsdefinierbar.

Definition 85 Wir sagen, eine n-stellige partielle Funktion auf dem Herbrand-Universum sei
durch eine Formel allgemeingiiltigkeitsdefinierbar, wenn ihr Graph durch eine Formel allgemein-
gultigkeitsdefinierbar ist.

Definition 86 Wir sagen, eine n-stellige Relation R auf IN sei durch eine Formel allgemeingiiltig-
keitsdefinierbar, wenn die n-stellige Relation {(i1,...,4,) | (i1,...,in) € R} auf dem Herbrand-
Universum einer geeigneten Sprache der Logik erster Stufe, die zumindest die Konstante 0 und
das einstellige Funktionszeichen f enthélt, durch eine Formel allgemeingiiltigkeitsdefinierbar ist.
Wir sagen, eine n-stellige partielle zahlentheoretische Funktion sei durch eine Formel allgemein-
gliltigkeitsdefinierbar, wenn ihr Graph durch eine Formel allgemeingiiltigkeitsdefinierbar ist.

Satz 32 Sei h eine partielle zahlentheoretische Funktion. Dann sind die folgenden drei Aussagen
zeinander dquivalent.
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1. h st p-partiellrekursiv.
2. h ist in reinem Prolog implementierbar.
3. h ist durch eine Formel allgemeingiltigkeitsdefinierbar.

Die Implikationen 1. = 2. und 2. = 3. ergeben sich nach dem eben Gesagten. Die Impli-
kation 3. = 1. ist etwas aufwendiger zu beweisen.
Die Idee beim Beweis von 3. = 1. ist die folgende. Sei h durch eine Formel F(xz1,...,z,,¥y)

allgemeingiiltigkeitsdefinierbar.
KRR R Rk R R R K ok

EVENTUELL NOCH DAS FOLGENDE AN GEEIGNETER STELLE EINFUGEN!
Dann gilt fir 41, ...,4,,j € N und fiir einen geeigneten Kalkil, etwa den Frege-Hilbert-Kalkiil:

h(it,...,in) =Jj <= (i1,...,in,J) € Graph(h)
= FE F(iy, ... in, J)
= F(it,...,in,J)

<= es gibt eine Herleitung von
iy, sin, j)

<= esgibtein k € Nso, dass k
Godelnummer einer Her-
leitung von F'(iy,...,in, )
ist. B

stk sk ok sk Kk KRR R Kk KSR KR Kk Kk K

Dann fiir jedes (i1,...,in,J) € Graph(h) die Formel F(iy,...,in,J) allgemeingiltig und es
gibt daher eine Herleitung von F'(iy,...,y,j) in einem geeigneten Kalkiil der Logik erster Stufe,
etwa in einem Frege-Hilbert-Kalkiil. Betrachten wir nun die syntaktischen Objekte der Sprache
der Logik erster Stufe und des Kalkiils. Das sind etwa Terme, Formeln, Herleitungen, usw. Jedes
solche syntaktische Objekt X kann codiert werden als natiirliche Zahl " X7, genannt die Gédel-
nummer von X nach Kurt Gédel, der das Verfahren 1931 erstmalig einfihrte. Nun kann man
zu gegebenen 41, ...,4, € N den Funktionswert h(i1,...,4,) folgendermafien berechnen, falls er
existiert.

Suche die kleinste natiirliche Zahl k, die Godelnummer einer Herleitung einer Formel der Form
F(i1,...,in,j) ist mit j € N. Extrahiere daraus die letzte Formel F(i1,. .., iy, j) der Herleitung
und aus dieser wiederum die Zahl j. Diese Zahl ist das gesuchte h(iy,...,%,). Wenn es keine
solche Herleitung gibt, ist auch h(éy,...,%,) undefiniert.

Definieren wir also ein (n + 1)-stelliges zahlentheoretisches Priadikat P dadurch, dass
P(iq,...,in, k) genau dann gelte, wenn es ein j € N gibt so, dass k¥ Godelnummer einer Herlei-
tung der Formel F'(iy, ..., j) ist. Weiter definieren wir eine (n + 1)-stellige zahlentheoretische
Funktion ¢ derart, dass in diesem Fall g(k) = j gilt. Dann ist h(iy, ..., i,) = g((LP) (i1, ..., in)).
Man kann zeigen, dass das Priadikat P primitivrekursiv ist und dass man es auch so einrichten
kann, dass die Funktion g primitivrekursiv ist. Damit ist h u-partiellrekursiv.

2.3.4 Godelisierung

Fiir k € N\ {0} sei py die k-te Primzahl.
Wir ordnen den Grundzeichen des Frege-Hilbert-Kalkiils eineindeutig natiirliche Zahlen zu:

o Den Zeichen ,—“,  —“ (“ )% ,V* bzw. ,“ die Zahlen 1, 3, 5, 7, 9, bzw. 11.
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o Der k-ten Variablen z mit k= 1,2,... die Zahl 13%

n+1

o Dem k-ten n-stelligen Funktionszeichen die Zahl p;,”/ s, insbesondere der Konstanten 0 die

e Dem k-ten n-stelligen Pradikatszeichen die Zahl p

Zahl 17 und dem Zeichen f fiir die Nachfolgerfunktion die Zahl 289.

n+1

2k+6°
Einer endlichen Folge von Objekten, denen die Zahlen ni,ns ..., n; zugeordnet sind, ordnen
wir die Zahl 2™ - 372 . .... p* zu. So wird jedem Wort iiber der Menge der Grundzeichen,

insbesondere also auch jeder Formel, eine natiirliche Zahl zugeordnet. Weiter wird jeder endlichen
Folge von Formeln, insbesondere also auch jeder Herleitung im Kalkiil, eine natiirliche Zahl
zugeordnet.

Einige primitivrekursive Pradikate und Funktionen

1.

10.

11.

ly: <= Fz<y:axz=y.
x ist Teiler von y.

Prim(z) <= Tz <x: (z#£LIANzFcAzlx) A > 1.

x ist Primzahl.

pr(0,z) := 0.
pr(n+1,z) := py < x: (Prim(y) A ylz Ay > pr(n,z)).
pr(n, z) ist die n-te Primzahl, die Teiler von x ist.

ol:=1.
(n+1D):=(Mn+1) n.
Po = 0.

Prt1 = py < pu! 4+ 1: (Prim(y) Ay > pn).
D, ist die n-te Primzahl.

gl(n,z) == py < x: (pY|z A —p¥ti|z)

Ist « die Godelnummer einer endlichen Folge von Objekten, so ist gl(n, z) die Godelnummer
des n-ten Gliedes dieser Folge, falls n > 0 und n nicht groler als die Lénge der Folge ist.

Wz) == py < x: (pylo A —pyya]).
Ist « die Gédelnummer einer endlichen Folge von Objekten, so ist {(x) ist die Lange dieser
Folge.

TRy = pz < pf(:i’“(y): (Vn < l(z): gl(n,z) = gl(n,z) AVn < I(y): (n > 0 = gl(n +
I(x),2) = gl(n,y))).

Sind x und y die Gédelnummern zweier Folgen von Objekten, so ist x*y die Godelnummer
der Konkatenation dieser beiden Folgen.

r(x) = 2%.
Ist « die Godelnummer eines Objekts, so ist r(z) die Godelnummer der Folge, die nur aus
diesem einen Objekt besteht.

Var(z) : <= Fk <z: (x=13* Ak > 0).
z ist Godelnummer einer Variablen.

Fktz(n,z) : < Fk <z: (x = pgﬂs Ak >0).
x ist Godelnummer eines n-stelligen Funktionszeichens.
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Prdz(n,z) < 3k <z:(z= pg,jﬁﬁ ANk >0).
x ist Gédelnummer eines n-stelligen Priadikatszeichens.

ksFlg(z,1,y) : <= Jz <I(x): (z > 0Ny =gl(z,x)).

ksFlg(z,n + 1,y) : <= Fu < piZ;; Jz <I(z): (z > 0 AksFlg(z,n,u) Ay =ux*xr(",7) x
gl(z,x)).

Wenn x Godelnummer einer endlichen Folge X von Wortern ist und n eine natiirliche Zahl
ist, dann gilt ksFlg(z,n,y) genau dann, wenn y Godelnummer einer kommaseparierten
nichtleeren Folge von n Wortern aus X ist. Dabei darf ein Wort aus X auch mehrfach
vorkommen.

Trm(z,y) : <= In < y: 3f < x: (Fktz(n, ) A (n=0Ay =r(f))V(n>0AFu <

Poman t (ksFlg(a,n,u) Ay = r(f) +r("(7) xux (7))

Wenn z Goédelnummer einer endlichen Folge X von Termen ist, dann gilt Trm(z,y) genau
dann, wenn y Godelnummer eines Terms ist, der aus Termen aus X durch Anwendung
eines Funktionszeichens gebildet ist.

TermF (z) : <= (z) > 0AVz <l(z): (2 > 0= Fzy,y, 22 < x: (= 21 *7(y) *x2 Al(21) +
1 =2z A (Var(y) vV Trm(z1,y)))).

x ist Godelnummer einer endlichen nichtleeren Folge von Termen, deren jeder eine Variable
ist oder aus vorausgehenden Termen mit einem Funktionszeichen gebildet ist.

Term(x) : <= Ju < p%: (TermF (u) A gl(I(u),u) = x).
z ist Godelnummer eines Terms.

Atomf(z) : < In,p,y, f < x: (x =r(p) *y A Prdz(n, p) A Fktz(n, f) A Term(r(f) x y)).
z ist Godelnummer einer Atomformel.

neg(z) :=r("=7") x x.
Wenn z Gédelnummer einer Formel ist, dann ist neg(z) die Gédelnummer ihrer Negation.

imp(z,y) :=r("() xzxr(T=") xyxr(T)7).
Wenn z und y Godelnummern zweier Formeln sind, dann ist imp(x,y) die Godelnummer
der daraus gebildeten Implikation.

gen(x,y) = r("V") xr(z) x y.

Wenn z die Godelnummer einer Varibalen ist und y die Godelnummer einer Formel, dann ist
gen(z,y) die Godelnummer der daraus durch Generalisation (Anwendung des Allquantors)
gebildeten Formel.

zahl(0) :=r("07).
zahl(n + 1) := (" f7) « r("(7) * zahl(n) * r(7)7).
zahl(n) ist die Godelnummer des Terms, der die natiirliche Zahl n darstellt.

Op(z,y,2) : <= x =neg(y) Vo =imp(y,z) vV Iv < x: (Var(v) Az = gen(v,y)).

x ist Godelnummer einer Formel, die aus der Formel mit der Gédelnummer y und ggf. der
Formel mit der Gédelnummer z durch eine logische Operation Negation, Implikation oder
Generalisation entstanden ist.

FormF(z) : <= I(z) > 0AVn <I(z): (n > 0= Atomf(gl(n,z)) V3Ip,q <n: (p >0Aq >

0 Op(gl(n, z), gl(p, z), gl(q, 2))))-
x ist Godelnummer einer endlichen Folge von Formeln, deren jede eine Atomformel ist oder
aus vorausgehenden Formeln mit einem der logischen Zeichen -, —, V gebildet ist.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Form(z) : <= Jy < pZ: (FormF(y) Az = gl(I(y),v)).
z ist Godelnummer einer Formel.

Geb(v,n,z) : <= Var(v)AForm(z)A3Ja,b,c < z: (z = axgen(v, b)*cAForm(b) Al(a)+2 <
n <l(a)+ l(gen(v,b))).

Die Variable mit der Gédelnummer v ist in der Formel mit Gédelnummer x an n-ter Stelle
gebunden.

Fre(v,n,z) : <= Var(v) A Form(z) A v = gl(n, z) A =Geb(v, n, ).
Das Zeichen an n-ter Stelle in der Formel mit der Gédelnummer z ist die Variable mit der
Godelnummer v und sie ist dort frei.

Fr(v,z) : <= 3In <I(z): Fre(v,n,x).
Die Variable mit der Godelnummer v kommt in der Formel mit der Godelnummer z frei
VOr.

su(z,n,y) = puz < pf(;gf“(y): Ju,v < z: (7 =u*r(gl(n, o)) xvAz = uxyxvAn = l(u)+1).
su(z,n,y) ist die Gédelnummer des Wortes, das aus dem Wort mit der Godelnummer x
entsteht, wenn man das Zeichen an der Stelle n durch das Wort mit der Gédelnummer y
ersetzt.

st(0,v,z) := pn < Il(z): (Fre(v,n,z) A —=3p < I(z): (p > n A Fre(v,p, z))).

st(k+ 1,v,2) :== un < st(k,v,z): (Fre(v,n,x) A =3p < St(k,v,z): (p > n A Fre(v,p, z))).
st(k,v,x) ist die (k + 1)-tletzte Stelle in der Formel mit der Gédelnummer z, an der die
Variable mit der Gédelnummer v frei vorkommt (0, falls es keine solche Stelle gibt).

a(v,z) = pn < l(z): st(n,v,x) = 0.
Die Anzahl der Stellen, an denen die Variable mit der Gédelnummer v in der Formel mit
der Gédelnummer z frei vorkommt.

sbo(xy) :== .

sbrt1(zy) 1= su(sbg(xy), st(k,v,z),y).

sby(wy) ist die Gédelnummer der Formel, die aus der Formel mit der Godelnummer z ent-
steht durch Ersetzung der letzten k freien Vorkommen der Variable mit der Gédelnummer
v durch den Term mit der Gédelnummer y.

sb(z}) 1= sby(v,0)(T})-

Die Godelnummer der Formel, die aus der Formel mit der Gédelnummer x entsteht durch
Ersetzung aller freien Vorkommen der Variable mit der Godelnummer v durch den Term
mit der Gédelnummer y.

Statt sb(...sh(sb(xy!)y2) ... ) schreiben wir kurz sb(zjtyz ... on).

Axy(z) : <= Ja,b < x: (Form(a) A Form(b) A = imp(a, imp(b, a))).
x ist Godelnummer eines Axioms 1.

Axo(z) @ = Jda,b,c < z: (Form(a) A Form(b) A Form(c) A =z =
imp (imp(a, imp(b, ¢)), imp(imp(a, b), imp(a, ¢)))).

z ist Godelnummer eines Axioms 2.

Ax3(z) : <= Ja,b < z: (Form(a) A Form(b) A z = imp(imp(neg(a), neg(b)), imp(b, a))).
x ist Godelnummer eines Axioms 3.

Axy(w) : <= Fz,u,t < w: (Var(zx) A Form(u) A Term(t) A z = imp(gen(x, u),sb(uf))).
x ist Godelnummer eines Axioms 4.
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37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

Axs(w) : <= Jz,a,b < w: (Var(x) A Form(a) A Form(b) A w =
imp(gen(z, imp(a, b)), imp(a, gen(z, b)) A ~Fr(z, a)).
w ist Godelnummer eines Axioms 5.

Ax(w) 1 <= Axy(w) V Axg(w) V Axs(w) V Axy(w) V Axs(w).
w ist Godelnummer eines Axioms.

Ryi(b,a,x) : <= x = imp(a,b).
Die Formel mit der Gédelnummer b folgt aufgrund von Regel 1 unmittelbar aus der Formel
mit der Gédelnummer a und der Formel mit der Gédelnummer z.

Ro(w,u) : <= Ja < u: Jz,y < w: (Fktz(0,a) A Var(z) A Form(y) A u = sb(y®) Aw =
gen(z,y) A "Jwy,we < w: w = wiy *r(a)*wsy).

Die Formel mit der Gédelnummer w folgt aufgrund von Regel 2 unmittelbar aus der Formel
mit der Gédelnummer wu.

Fl(l‘, Y, Z) = Rl(mv Y, Z) \ RQ(xv y)
Die Formel mit der Gédelnummer z folgt unmittelbar aus den Formeln mit den Gédelnum-
mern y und z geméf Regel 1 oder Regel 2.

Bw(z) : <= I(z) > 0AVR < I(2): (n > 0 = Ax(gl(n,z)) V Ip,q < n: (p,g > 0O A
Fl(gl(n, z), gl(p, ), gl(q, 2))))-

x ist Godelnummer einer Herleitung (eines Beweises) im Frege-Hilbert-Kalkiil.

B(z,y) : <= Bw(z) Agl(l(z),z) = y.

x ist Gédelnummer eines Beweises der Formel mit der Gédelnummer y.

Bew(z) : <= Jy B(y, z).

z ist Godelnummer einer beweisbaren Formel.

Alle diese zahlentheoretischen Funktionen und Pradikate mit Ausnahme des Pradikats Bew
sind primitivrekursiv.

2.3.5 Existenzdarstellung fiir allgemeingiiltigkeitsdefinierbare Pradi-

kate

Sei nun F(x1,...,x,) eine Formel wie in Definition 84. Sei e die Gédelnummer dieser Formel und
seien uq, ..., u, die Gédelnummern der Variablen x1, ..., x,. Seien nun i1, . .., i, natiirliche Zah-
len. Dann sind zahl(i1), ..., zahl(i,) die Godelnummern der diese natiirlichen Zahlen darstellen-
den Terme i1, ..., i,. Die Formel F'(iy,...,4,) hat dann die Godelnummer sb(e;f;hl(il) e :;hl(in)).
Fiir das durch die Formel F' definierte n-stellige zahlentheoretische Pradikat R gilt also

also

R(iy,. .. in) <= Bew(sb(eg i) - panigin))>

za

R(iv, .. in) <= Y By sbe i) - pami(in)))-

Definiert man hier

P(i1, ...y in,y) : <= B(y,sb(e;‘;hl(il) .. ':;th(in)))’

so ist P ein primitivrekursives Pradikat und es gilt

R(Zl,,ln) <~ E'yp(ll,,ln,y)

Es folgt der
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Satz 33 Fiur jedes durch eine Formel allgemeingiltigkeitsdefinierbare n-stellige zahlentheoreti-
sche Pradikat R gibt es ein (n 4 1)-stelliges primitivrekursives Pradikat P derart, dass fir alle
11y yin € N gilt

R(Zl,,ln) < E'yp(ll,ﬂ,n,y)

2.3.6 Der Normalformsatz von Kleene (Formulierung fiir allgemein-
giiltigkeitsdefinierbare partielle Funktionen)

Sei nun eine r-stellige partielle zahlentheoretische Funktion A allgemeingiiltigkeitsdefinierbar
durch eine Formel F(z1,...,2.,2,41). Sei e die Gédelnummer der Formel F(x1,..., &y, Try1).
Seien uq,...,u;,v die Gédelnummern der Variablen zi,...,x,,z,41. Weiter seien iy,...,%.,J
natiirliche Zahlen. Dann gilt

(i1;- .-, ir, j) € Graph(h) <=
Jy B(y, Sb(ezu;hl(il) e g;hl(ir)qz)ahl(j)))'

Wenn B(y7sb(e7;a1hl(il) . .;‘;hl(i.);’ahl(j))) gilt, dann ist y die Gédelnummer eines Beweises der
Formel F(iy,...,i,j). Nun ist j ein Teilwort des letzten Gliedes dieses Beweises?. Daher ist die
Godelnummer von j und damit erst recht die Zahl j kleinergleich der Zahl y.

Nun definieren wir fiir alle e, iq,...,4,,y € N

P.e,it, ... ip,y): =
3j <y: B(y, Sb(e;gm(il) s Z;hl(ir);ahl(j)))'

Dann ist P, ein primitivrekursives (r + 2)-stelliges Pradikat und es gilt
(i1,...,ir) € Def(h) < FyP.(e,i1,...,ir,Y).
Nun wird eine (r + 2)-stellige primitivrekursive Funktion 7;. definiert durch

0, wenn P.(e i1, ..., ir,Y)

T’r‘(evilv cee 7iT7y) = {

1 sonst.

Dann ist (uT,)(e,i1,...,4,) die Gédelnummer eines Beweises der Formel F(ii,...,4,, ) mit
j=h(i,... i), falls (i1,...,4,) € Def(h) ist, und undefiniert sonst. -

Wenn h durch eine Formel G(z1,...,z,+1) beziiglich Allgemeingiiltigkeit definiert wird, so
auch durch die Formel Vi ...Ve,41(G(z1...,2p401) = P(z1,...,2r41)) — Px1,...,2041),
wobei P ein (r 4 1)-stelliges Pradikatszeichen ist, das in G nicht vorkommt. Wir kénnen also in
obigen Ausfiihrungen ohne Beschriankung der Allgemeinheit annehmen, dass F(z1,...,2,41) die
Form (A — P(x1,...,2Zp41)) hat, wobei A eine geschlossene Formel ist und P ein (r+1)-stelliges
Pradikatszeichen ist. Unter dieser Annahme ldsst sich der Funktionswert j leicht aus dem Beweis
ablesen.

Uly) :=pj <y: 3z <y:gl(l(y),y) =z * zahl(j) xr(")7) x7(7)7).

Nun gilt
Wins i) = {(U(MTT))(e, i1,...,14), falls dies definiert ist
undefiniert sonst.
4Denn wegen der Rechtseindeutigkeit der Funktion h muss die Variable z,.41 in der Formel F(x1,...,%r, Tr41)

frei vorkommen.
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Satz 34 Es gibt eine 1-stellige primitivrekursive Funktion U und zu jedem r € N eine (r + 2)-
stellige primitivrekursive Funktion T, so, dass fiir jede r-stellige allgemeingiiltigkeitsdefinierbare
partielle zahlentheoretische Funktion h eine natirliche Zahl e existiert so, dass fir alle x € N”
qgilt
(U(uTy))(e,x), falls dies definiert ist
h(x) = :
undefiniert sonst.

Diese Zahl nennt man einen Index der Funktion h. Man schreibt dann oft h = {e}".

2.3.7 Aquivalenz von p-Partiellrekursivitit und Allgemeingiiltigkeits-
definierbarkeit

Aus dem letzten Satz folgt, dass jede allgemeingiiltigkeitsdefinierbare partielle zahlentheore-
tische Funktion p-partiellrekursiv ist. Hiermit haben wir die Aquivalenz der Begriffe der u-
Partiellrekursivitat, der Allgemeingiiltigkeitsdefinierbarkeit und der Implementierbarkeit in rei-
nem Prolog fiir partielle zahlentheoretische Funktionen.

Die zweistellige partielle zahlentheoretische Funktion g := (U(uT})) ist eine universelle u-
partiellrekursive Funktion. Dies bedeutet, sie erlaubt jede beliebige einstellige (und damit mit
Hilfe der Cantor-Tupel-Codierung auch jede beliebigstellige) u-partiellrekursive Funktion h zu
berechnen, da h(xz) = g(e, x) ist, wobei e ein Index von h ist.

Etwas dhnliches macht ein Interpreter fir eine Programmiersprache. Der Interpreter (ent-
spricht dem g) bekommt als Eingabe das Programm (entspricht dem e) und die Eingabe fiir das
Programm (entspricht dem x). Ein Interpreter ist in diesem Sinne ein universelles Programm.

Weiter bemerken wir, dass man aus einem p-partiellrekursiven Funktional den Index der
zugehorigen partiellen zahlentheoretischen Funktion explizit berechnen kann.

2.3.8 Unentscheidbarkeit der Existenz eines Wertes
Die zweistellige zahlentheoretische Funktion g sei folgendermaflen definiert.

1, wenn {e}!(z) definiert ist
0 sonst.

Dann ist die Frage, ob eine gegebene p-partiellrekursive Funktion an einer gegebenen Stelle einen
Wert hat, genau dann entscheidbar, wenn die Funktion g berechenbar ist.

Wir zeigen, dass g nicht p-rekursiv ist (also nicht im System der p-partiellrekursiven Funk-
tionen berechenbar ist). Ware namlich g p-rekursiv, so wére die partielle zahlentheoretische
Funktion h, die definiert ist durch

h(z) := py (g(x, x))

p-partiellrekursiv. Sie wiirde also einen Index e besitzen. Dann ist h(e) genau dann definiert,
wenn g(e, e) = 0 ist, also genau dann, wenn {e}!(e) undefiniert ist, also genau dann, wenn h(e)
undefiniert ist. Dies wére ein Widerspruch.

2.3.9 Unentscheidbarkeitssitze der Logik

Hier einige Sitze oder Abwandlungen von solchen von Kurt Gédel zur Unentscheidbarkeit in der
Logik.
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Satz 35 Zu jedem korrekten formalen System der Zahlentheorie gibt es eine geschlossene zah-
lentheoretische Formel F so, dass weder F' noch —F in dem System beweisbar ist.

Beweisidee. Man definiert eine Formel Fx; so, dass F"Gx; ' besagt, dass G" Gz ' nicht
beweisbar ist. Also
Fxy = _\BGW(Sb(I'lulhl(rl))).

za

Weiter sei H die Formel F™ Fx;". Dann besagt die Formel H, dass die Formel F™ Fz,7, d.h.
die Formel H selbst nicht beweisbar ist. Die Formel H besagt also so etwas wie ,,Ich bin nicht
beweisbar®. Dann ist H im formalen System nicht beweisbar, denn sonst wire H wegen der
Korrektheit des Systems wahr, was aber gerade bedeutet, dass H nicht beweisbar ist und daher
zu einem Widerspruch fiihrt. Da nun H nicht beweisbar ist, folgt, dass H wahr ist, da es ja gerade
seine Nicht-Beweisbarkeit behauptet. Daher kann wegen der Korrektheit des Systems auch die
Formel —H nicht beweisbar sein.

Dieser Satz besagt also, dass es fiir die Zahlentheorie keinen Kalkiil gibt, der korrekt und
vollstdndig ist. Dies steht im Gegensatz zur reinen Pradikatenlogik erste Stufe, wo der vorgestellte
Logikkalkiil ein korrekter und vollstdndiger Kalkiil ist. In der reinen Pradikatenlogik erster Stufe
gilt jedoch

Satz 36 Die Menge aller natiirlichen Zahlen, die nicht Godelnummer einer allgemeingiiltigen
Formel sind, ist nicht allgemeingiiltigkeitsdefinierbar: Es gibt keine Formel Axq der Pradikaten-
logik erster Stufe, die nur x1 als freie Variable enthdlt, so, dass fiir alle geschlossenen Formeln
G gilt, dass ATG™ genau dann allgemeingiiltig ist, wenn G nicht allgemeingiiltig ist.

Satz 37 Die Widerspruchsfreiheit eines korrekten hinreichend ausdrucksstarken Kalkiils der
Zahlentheorie ist in dem Kalkil selbst nicht beweisbar.

2.4 Kalkiile

2.4.1 Grundbegriffe zu den Kalkiilen

In diesem Abschnitt nehmen wir an, dass wir eine abzihlbar unendliche Menge & =
{ap,a1,as,...} von Zeichen haben, die wir Symbole nennen, sowie eine abzidhlbar unendliche
Menge V = {xg, 21, X2, ... } von Zeichen, die wir Variablen nennen. Weiter nehmen wir an, dass
S und V dijunkt sind.

Definition 87 (Regel, Kalkiil)

1. Eine Regel ist ein (n + 1)-Tupel (P, ..., P,, K) von Wortern iiber S UV mit n € N und

derart, dass jede Variable, die im Wort K vorkommt, auch in einem der Worter P, ..., P,
vorkommt. Die Worter P, ..., P, heiflen die Pramissen und das Wort K die Konklusion
der Regel.

2. Ein Kalkiil ist eine endliche Folge von Regeln.

P ... P,
Wir schreiben eine Regel (Py,..., P,, K) meist als P,..., P, — K oder als IT Wir

schreiben einen Kalkiil, indem wir seine Regeln untereinander oder (mit etwas Abstand) neben-
einander hinschreiben. Dazu miissen wir noch angeben, welche in diesen Regeln vorkommenden
Zeichen Symbole und welche Variablen sind.
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Beispiel 50

Die Wortfolge (ag), die nur aus dem einen Wort aq besteht, ist eine Regel mit 0 Pramissen und

der Konklusion ag. Diese Regel wird geschrieben als — ay oder als —. Ebenso ist (zg, zozg) eine
a

0
Regel mit der einzigen Pramisse xg und der Konklusion zgxg. Sie wird geschrieben als zo — zoxo

oder als —°. Das Paar ((ag), (w0, zoxo)) ist ein Kalkiil, der auch geschrieben wird als
oo

— Qo

To — oo

Beispiel 51

Seien a,b,c € S und v, z,y, z € V. Dann ist (abc) eine Regel mit 0 Pramissen und der Konklusion
abc. Diese Regel wird geschrieben als — abc oder als pros Ebenso ist (vryz,vyxz) eine Regel
mit der einzigen Pramisse vxyz und der Konklusion vyxz. Sie wird geschrieben als vxyz — vyzz
nyj Die Regel (z,y,zy) hat die Pramissen « und y und die Konklusion zy. Sie wird
xxyy. Das Tripel ((abe), (vryz, vyxz), (x,y, xy)) ist ein Kalkiil,

oder als

geschrieben als z,y — xy oder als

der auch geschrieben wird als

— abe
VIYZ — VYTZ

T,y —xY

An dieser Stelle mochte ich daran erinnern, dass der Begriff der Regel, allerdings in einem
informellen Sinne, in dieser Vorlesung bereits an fritherer Stelle aufgetaucht ist, und zwar im
Abschnitt 1.5. Dort wurde im Beispiel 13 der Begriff des voll geklammerten arithmetischen
Ausdrucks iiber 0 und 1 durch vier Regeln (im informellen Sinne) mittels induktiver Definition
definiert. Durch leichte Modifikation kann man daraus Regeln in dem hier definierten formalen
Sinne und damit einen Kalkiil konstruieren wie folgt.

Beispiel 52

Wir nehmen an, dass a,...,z,4,6,i1,8,A,...,2,A,0,0, ,0,1,+,%,(,) Symbole, also Elemente von S
seien und dass v und v Variablen, also Elemente von V seien. Die vier Regeln des Kalkiils sind
nun die folgenden.

0 ist ein Ausdruck

1 ist ein Ausdruck

u ist ein Ausdruck v ist ein Ausdruck

(u+v) ist ein Ausdruck

u ist ein Ausdruck v ist ein Ausdruck

(u*v) ist ein Ausdruck

Wie in diesem Beispiel kann man oft induktive Definitionen fast wortlich durch einen Kalkiil
wiedergeben. Oft werden durch eine induktive Definition mehrere Begriffe gleichzeitig definiert.
Wenn jedoch bei einer induktiven Definition nur ein einziger Begriff (wie im Beispiel 13 der Begriff
des voll geklammerten Ausdrucks iiber 0 und 1) definiert wird oder zumindest im Vordergrund
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des Interesses steht, ist es sinnvoll und iiblich in den Regeln den diesen Begriff bezeichnenden Text
wegzulassen. Man erhélt dann ebenfalls einen Kalkiil zur Beschreibung des induktiv definierten
Begriffs wie im folgenden Beispiel.

Beispiel 53
Seien 0,1,+, %, (,) € S und u,v € V. Dann ist

u v
(u+v)

u v
(u*v)

ein Kalkiil, den man auch so schreiben kann

— 0
—1
u, v — (u+v)

u, v — (u*v) .

Definition 88 (Instanziierung, Instanz)
1. Eine Instanziierung ist eine Abbildung ¢: V — S*.

2. Firw € (SUV)* und ¢: V — §* bezeichnen wir mit we das Wort iiber S, das sich aus dem
Wort w dadurch ergibt, dass darin jedes z € V durch das Wort «(z) ersetzt wird.?

3. Eine Instanz einer Regel Py,..., P, — K ist eine Regel Pj¢,..., P,. — K, wobei ¢ eine
Instanziierung ist. Wir bezeichnen sie mit (P, ..., P, — K)..

Betrachten wir das Beispiel 51, so ist etwa eine Instanziierung ¢: V — S* gegeben durch
t(v) := aba, t(z) = b, (y) = ac, 1(z) == ¢ und t(u) := ¢ fiir alle anderen Variablen u. Dann
gilt (— abc)e =— abe. Also ist die Regel — abc eine Instanz der Regel — abe. Entsprechend
gilt (vayz — vyzz)t = ababac — abaacdb. Also ist die Regel ababac — abaach eine Instanz der
Regel vryz — vyxz. Weiter gilt (x,y — xy)t = b,ac — bac. Also ist die Regel b, ac — bac eine
Instanz der Regel =,y — xy. Eine Regel, die mindestens eine Variable enthélt, hat unendlich
viele Instanzen.

Definition 89 (Herleitbarkeit, erzeugte Sprache) Sei K ein Kalkiil. Fiir eine Menge W C
S* von Wortern iiber S und fiir ein Wort w € §* wird induktiv definiert, was es heifit, dass im
Kalkiil K das Wort w aus W herleitbar sei, in Zeichen W Fx w.

1. Wenn w € W ist, dann gilt W Fx w.

5Das heifit: Wenn w = ¢; . . . ¢, ist mit Cl,...,¢cn € SUY, dann ist we die Konkatenation wi - - - w, der Worter
. . . . ci wenn ¢; € S

w; (i =1,...,n), die definiert sind durch w; := < *’ v
t(ci), wenn ¢; € V.
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2. Wenn W g wq, ..., W kg w, gelten und wy, ..., w, — w Instanz einer Regel von K ist,
dann gilt auch W kg w.

Statt ) Fx w schreibt man auch K + w und sagt, w sei in K herleitbar. Die von K erzeugte
Sprache L(K) ist definiert durch L(K) := {w € §* | K I w}. Die von K auf einem Alphabet
A C S erzeugte Sprache L(K, A) ist definiert durch L(K,A) := L(K) N A*. In dieser Vorlesung
wollen wir eine von einem Kalkiil K auf einem Alphabet A erzeugte Sprache L(K, A) kurz eine
kalkilerzeugte Sprache nennen.

Die Bedingung in der Definition des Begriffs der Regel, dass jede in der Konklusion vorkom-
mende Variable auch in einer der Pramissen vorkommen muss, garantiert, dass die in einem
Kalkiil herleitbaren Wérter nur Symbole enthalten, die auch in den Regeln des Kalkiils vorkom-
men. Daher ist die von einem Kalkiil erzeugte Sprache auch wirklich eine Sprache (iiber einem
endlichen Alphabet). Hiatte man diese Bedingung nicht, wiirde zum Beispiel die einzige Regel
— x mit x € V bereits ganz S* erzeugen. Eine Alternative wére solche Regeln zuzulassen, aber
dann den Kalkiil explizit auf eine endliche Menge von Symbolen einzuschranken. Die Klasse der
von Kalkiilen auf Alphabeten erzeugten Sprachen ist fiir beide méglichen Definitionen aber die
gleiche Klasse. Man gewinnt also nichts durch Zulassung solcher Regeln.

Beispiel 54
Im Kalkiil K von Beispiel 51 gilt {a, ab} Fx abcbaa. Denn nach 1. gilt {a, ab} Fx a und {a, ab} Fx
ab. Nun ist aber a,ab — aab eine Instanz der dritten Regel des Kalkiils (mit einer Instanziierung
¢ mit ¢(z) := a und 1(y) := ab). Nach 2. gilt daher {a,ab} Fx aab. Nun ist aab — baa eine
Instanz der zweiten Regel des Kalkiils (mit ¢(v) := ¢, ¢(z) := aa, ¢(y) := b und ¢(z) := ). Nach
2. folgt daher, dass {a, ab} Fx baa gilt. Nun ist — abc eine Instanz der ersten Regel des Kalkiils
(mit ¢ beliebig). Nach 2. folgt daher, dass {a,ab} Fx abe gilt. Nun ist abc, baa — abcbaa eine
Instanz der dritten Regel des Kalkiils (mit ¢(x) := abc und ¢(y) := baa). Aus {a, ab} Fx abc und
{a, ab} bk baa folgt daher, dass {a,ab} - abcbaa gilt.

Die von K erzeugte Sprache ist die Menge aller nichtleeren Worter iiber {a,b, c}, die gleich
viele a’s wie b’s wie ¢’s enthalten.

Nun ein Beispiel eines Kalkiils, dessen erzeugte Sprache leer ist, obwohl die Menge seiner
Regeln nichtleer ist.

Beispiel 55
Seien a,b,c € S und z,y € V. Sei K der Kalkiil mit der einzigen Regel

T,y — Y .

Dann kann man wie folgt zeigen, dass {a, b} Fx aba gilt:

Nach 1. gilt {a,b} Fx a und {a,b} Fx b. Nun ist a,b — ab eine Instanz der Regel (mit ¢(z) :=a
und ¢(y) :=b). Aus {a,b} Fx a und {a,b} Fx b folgt daher nach 2., dass {a,b} Fx ab gilt. Nun
ist ab, a — aba ebenfalls eine Instanz der Regel (mit ¢(z) := ab und «(y) := a). Aus {a, b} Fx ab
und {a, b} Fx a folgt daher nach 2., dass {a, b} Fx aba gilt.

In K ist aus der leeren Menge () kein Wort w herleitbar. Weder durch Anwendung von 1.
noch von 2. kann man ein Wort als herleitbar nachweisen, da in 1. vorausgesetzt ist, dass w € 0,
was immer falsch ist, und da in 2. vorausgesetzt ist, dass Worter wy, wg bereits aus () herleitbar
seien. Also ist L(K) = 0.

Nach der Definition ist L(K) die kleinste Menge, die abgeschlossen gegeniiber Instanzen
von Regeln von K ist. Das heifit L(K) ist die kleinste Menge M derart, dass fiir jede Instanz
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w1, ..., w, — w einer Regel von K gilt: Wenn wy,...,w, € M, dann w € M. Die Menge L(K)
ist genau dann nichtleer, wenn es in K mindestens eine Regel gibt, die keine Pramisse hat, also
eine Regel der Form — w. Ist — w eine Regel von K, so nennt man das Wort w ein Aziom von
K. Ein Axiom ist stets ein Wort iiber S. Jedes Axiom eines Kalkiils ist Element der von diesem
Kalkiil erzeugten Sprache.

Definition 90 (Herleitung) Sei K ein Kalkiil und sei W C §*.

1. Eine Herleitung in K aus W ist eine endliche oder unendliche Folge (wi,ws,...) von
Wortern aus 8* so, dass fir jedes j € IN \ {0}, das kleinergleich der Anzahl der Glieder

der Folge ist, w; € W gilt oder natiirliche Zahlen n und ji,...,j, < j existieren so, dass
W, ..., w;, — w; eine Instanz einer Regel von K ist.
2. Bei einer endlichen Herleitung (ws,...,w,) spricht man auch von einer Herleitung des

Wortes wy,, aus der Wortmenge W in K. Im Fall W = () spricht man einfach von einer
Herleitung des Wortes w,, in K. Die Zahl n heifit die Linge der Herleitung. Man spricht
bei einer Herleitung der Lange n auch von einer Herleitung in n Schritten.

Ein Wort w ist genau dann in einem Kalkiil K aus einer Wortmenge W herleitbar, wenn es
eine Herleitung von w aus W in K gibt. Die Axiome eines Kalkiils K sind genau die Worter, die
in K in einem Schritt herleitbar sind.

Als Beispiel betrachten wir den Kalkiil von Beispiel 53. In diesem Kalkiil ist die endliche Folge
(0,1, (0+1), ((0+1)*1)) von Wortern eine Herleitung des Wortes ((0+1)*1). Denn sei w; := 0,
wy := 1, w3 := (0+1) und wy := ((0+1)*1). Dann ist zu zeigen, dass es zu jedem j € {1, 2, 3,4}
ein n € N und ji,...,7, < j gibt so, dass wj,,...,w;, — w; eine Instanz einer Regel des
Kalkiils ist. Fiir j = 1 folgt dies, indem man n = 0 wihlt, da — 0 eine Instanz der ersten Regel
des Kalkiils ist. Fiir j = 1 folgt dies ebenfalls, indem man n = 0 wéhlt, da — 1 eine Instanz der
ersten Regel des Kalkiils ist. Fiir j = 3 folgt es, indem man n = 2 und j; = 1 und j; = 2 wahlt,
da 0,1 — (0+1) eine Instanz der dritten Regel des Kalkiils ist. Fiir j = 4 folgt es, indem man
n =2 und j; = 3 und jo = 2 wahlt, da (0+1),1 — ((0+1)*1) eine Instanz der vierten Regel
des Kalkiils ist. Man leitet also die Glieder der Herleitung eines nach dem anderen jeweils aus
bereits hergeleiteten, also in der Herleitung bereits an fritherer Stelle auftretenden Gliedern der
Herleitung her. Die Axiome dises Kalkiils sind 0 und 1.

Beispiel 56
Seien a,b,c, S, T € S und x,y € V. Sei K der Kalkiil

— Sa (1. Regel)

— Sb (2. Regel)

— Sc (3. Regel)

=T (4. Regel)

Sz — Tz (5. Regel)
Sz, Ty — Tayx (6. Regel)
Tr — x. (7. Regel)

Dann sind in K genau die folgenden Worter herleitbar:
1. Sa, Sb, Se.

2. Alle Worter Tw mit w € {a,b,c}* und wf = w.°

6Zur Erinnerung: Mit w® hatten wir die Spiegelung des Wortes w bezeichnet.
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3. Alle Wérter w € {a, b, c}* mit wf = w.

Nun sei A = {a,b,c}. Dann ist L(K,A) = {w € A* | wf* = w}. Z.B. ist abcba € L(K,A). Eine
Herleitung der Lange 7 von abcba ist (Se, T'c, Sb, Thceb, Sa, Tabcba, abcba). Denn zunichst leitet
man Sc nach der dritten Regel her, dann daraus T'c nach der fiinften Regel, dann Sb nach der
zweiten Regel. Aus Sb und T'c ergibt sich Tbcb nach der sechsten Regel, wobei die Variable z
durch das Wort b und die Variable y durch das Wort ¢ ersetzt wird. Aus der ersten Regel erhélt
man Sa. Aus Sa und Tbeb ergibt sich Tabcba nach der sechsten Regel, wobei die Variable x
durch das Wort a und die Variable y durch das Wort bcb ersetzt wird. Aus Tabecba erhilt man
schliefllich abcba mit der siebenten Regel, wobei die Variable x durch das Wort abcba ersetzt
wird.

Man schreibt eine Herleitung oft als eine Aufeinanderfolge von Zeilen, wobei jedes Glied
der Herleitung in eine eigene Zeile geschrieben wird, mit einer Nummer versehen wird und mit
Informationen dariiber versehen wird, aus welchen dariiber gelegenen Zeilen es sich als Konklusion
mittels welcher Regel ergibt. Im letzten Beispiel schaut das dann so aus.

) Sc nach der 3. Regel

) Tec aus (1) nach der 5. Regel

) Sb nach der 2. Regel

) Tbcb  aus (3) und (2) nach der 6. Regel
) Sa nach der 1. Regel

) Tabcba aus (5) und (4) nach der 6. Regel
) abcba  aus (6) nach der 7. Regel

Die Struktur einer endlichen Herleitung kann man auch in Baumform darstellen, etwa im letzten
Beipiel als

Sc
|
Sb Tec
NS
Sa Tbeb
NS
Tabcba
|
abcba

Dabei ist jeder Knoten des Baumes mit der Konklusion einer Instanz einer Regel des Kalkiils
markiert und jeweils seine Sohne (in der Abbildung die mit ihm verbundenen Knoten dariiber)
mit den Pramissen.
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Beispiel 57
Seien |, +,*,=, NAT € S und u,z,y,z € V. Sei K der Kalkil

— NAT
NAT x — NAT z|
NAT x, NATy — x4y =2xay
NAT x — x % =

xxy=z,z2+r=u—c*xyl =u

Dann besteht L(K) aus den Wortern NAT |* mit n € N, den Wértern | + |9 = [ mit i +j = k
und den Wortern |* |7 = |*¥ mit i - j = k. Die im Kalkiil herleitbaren Worter konnen als
mathematische Aussagen tber natiirliche Zahlen interpretiert werden. Dabei ist eine natiirliche
Zahl n dargestellt als Strichfolge aus n Strichen, NAT steht fiir das Pradikat .. ..ist natiirliche
Zahl“, + steht fur die Addition, * fir die Multiplikation und = fiir die Gleichheitsrelation auf

den natiirlichen Zahlen. Das im Kalkiil herleitbare Wort ||| * || = |||||| ist dann zu interpretieren
als die mathematische Aussage 3 -2 = 6. Seine Herleitung ( NAT , NAT |, NAT ||, NAT |||, |||* =
> = T = (1T 1= 1L T[] = [[1]]) kann als Beweis fir die Aussage 3 -2 = 6

betrachtet werden. Diese Herleitung kann betrachtet werden als Formalisierung des folgenden
mathematischen Beweises.

0 € N (1. Peanoaxiom). Also ist nach dem 2. Peanoaxiom 1 € N, da 1 der Nach-
folger von 0 ist. Entsprechend ist 2 € N (der Nachfolger von 1) und daher 3 € N
(der Nachfolger von 2). Also ist 3 -0 = 0 nach der ersten Rekursionsgleichung fiir
die Multiplikation. Weiter gilt 0 + 3 = 3, wie man sich leicht ausrechnet. Nach der
zweiten Rekursionsgleichung fiir die Multiplikation ergibt sich aus den letzteren bei-
den Gleichungen 3-1 = 3-0+ 3 = 3. Weiter gilt 3 + 3 = 6, wie man sich leicht
ausrechnet. Nach der zweiten Rekursionsgleichung fiir die Multiplikation ergibt sich
aus den letzteren beiden Gleichungen 3-2=3-14+3=6.7

Ein wichtiges, aber nicht das einzige Anwendungsgebiet von Kalkiilen ist die Formalisierung
von logischen oder mathematischen Beweisen wie im letzten Beispiel. Die Idee ist, dass man
zunéichst eine formale Sprache aufstellt, in der man eine Klasse von Aussagen als Worter for-
malisiert, die dann als diese Aussagen interpretiert werden. Dann wird ein Kalkiil aufgestellt
fir die Herleitung solcher Worter. Natiirlich muss man dafiir sorgen, dass in diesem Kalkiil nur
solche Worter herleitbar sind, die einer im beabsichtigten Sinne ,wahren* Aussage entsprechen.
Ein solcher Kalkiil wird ein korrekter Kalkiil (englisch sound calculus) genannt. Der Kalkiil im
Beispiel ist ein korrekter Kalkiil zum Beweisen von arithmetischen Gleichungen. Einen korrekten
Kalkill kann man zum rein formalen Beweisen verwenden und kann sicher sein, dass dies nie
zu falschen Aussagen fithren kann. Solche formalen Beweise sind auch einer Uberpriifung durch
einen Computer zugénglich und kénnen oft sogar durch einen Computer automatisch gefunden
werden (automatisches Theorembeweisen, automatisches Beweisen, automatische Deduktion).

Statt Herleitung sagt man auch Ableitung, im Englischen meist derivation. Nur bei einem
fir eine Klasse von logischen oder mathematischen Aussagen korrekten Kalkiil spricht man auch
von einem (formalen) Beweis, im Englischen (formal) proof. Eher auf den Prozess des Gene-
rierens einer Herleitung beziehen sich die Worter Inferenz, Deduktion, (formales) Beweisen und
(formales) Schliefien, im Englischen (formal) reasoning.

"Die Addition von Zahlen ist im Kalkiil einfach durch Konkatenation von Wértern realisiert, weshalb sie hier
nicht in Einzelschritte aufgelost werden muss.
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Definition 91 (Durch Kalkiile entscheidbare Sprachen) Eine Sprache L heifit durch Kal-
kiile entscheidbar, wenn es ein Alphabet A und Kalkiile K7 und K> gibt mit L = L(K;,A) und
A*\ L = L(K,,A). Wir sagen dann auch, es sei durch Kalkile entscheidbar, ob ein Wort in L
liegt.

Beispiel 58

Die Menge der Worter tiiber {a,b} mit gerader Lénge ist durch Kalkiile entscheidbar. Denn sei
A := {a,b}, sei K; der Kalkiil mit den Regeln — ¢, 2 — zaa, * — zab, x — xba und x — xbb
und sei Ky der Kalkiil mit den Regeln — a, — b, * — xaa, x — zab, x — xba und x — zbb. Dann
ist L(K1,A) die Menge der Worter iiber {a,b} mit gerader Lange und L(K2,A) die Menge der
Worter tiber {a, b} mit ungerader Léinge. Es ist also durch Kalkiile entscheidbar, ob die Léange
eines Wortes iiber {a,b} gerade ist.

Jede durch Kalkiile entscheidbare Sprache ist auch entscheidbar, d.h. es gibt einen Algorith-
mus, der bei Eingabe eines Wortes die Ausgabe , ja“ liefert, wenn das Wort in der Sprache liegt,
und andernfalls die Antwort ,nein“ liefert. Denn die Menge der endlichen Folgen von Wortern
iiber § ist abzdhlbar und lésst sich auch effektiv von einem Algorithmus abzéhlen. Fiir jede solche
Folge ist weiterhin entscheidbar, ob sie eine Herleitung eines gegebenen Wortes w € A* im Kalkiil
K ist und ob sie eine Herleitung von w im Kalkiil K5 ist. Man muss nun nur nacheinander alle
endlichen Wortfolgen der Abzéhlung daraufthin tiberpriifen, ob sie eine Herleitung von w in K;
oder in K» sind. Ist w € L, so findet man so nach endlicher Zeit eine Herleitung von w in Kj.
Andernfalls, wenn also w € A*\ L ist, findet man nach endlicher Zeit eine Herleitung von w in
K. Entsprechend muss w € L sein, wenn die gefundene Herleitung eine Herleitung in K ist,
und es muss w € A*\ L sein, wenn die gefundene Herleitung eine Herleitung in K». Hiermit hat
man einen Entscheidungsalgorithmus fiir L.

Definition 92 (Berechnung einer partiellen Funktion durch einen Kalkiil) Sei K ein
Kalkiil, sei # € S, sei A C S endlich mit # ¢ A und seien m,n € N. Weiter sei

Fo(AF)™ 2L (AN g0, dass gilt
LK, AU{#}) ={wi#... #unpHwi# ... #w, | ((u1,...,um), (w1,...,w,)) € Graph(f)}.

Dann sagen wir, der Kalkiil K berechne die partielle Funktion f. Wir nennen das ausgezeichnete
Zeichen # das Leerzeichen.

Beispiel 59
Die Spiegelungsfunktion auf {a,b}* wird berechnet vom Kalkiil

— # THY — xaftay x#y — xb#by

Jede durch einen Kalkiil berechenbare partielle Funktion ist eine partiellberechenbare Funk-
tion, d.h. es gibt einen Algorithmus, der bei Eingabe eines Elementes ihres Definitionsberei-
ches den zugehorigen Funktionswert liefert und andernfalls nicht terminiert. Denn die Menge
der endlichen Folgen von Wortern iiber S ist abzéhlbar und ldsst sich auch effektiv von ei-
nem Algorithmus abzédhlen. Fiir jede solche Folge ist weiterhin entscheidbar, ob sie bei gege-

benen Wortern uy, ..., u,, € A* eine Herleitung eines Wortes u1# . . . #up,#Fwi1# . . . #w, mit
Wi, ..., W, € A* ist. Hiermit hat man einen Algorithmus, der zu Eingabewoértern wuq, ..., Uy,
Ausgabeworter wy, . .., w, liefert mit (w1, ..., wy,) = f(ug, ..., up), wenn (ug, ..., uy) € Def(f),

und der andernfalls nicht terminiert.
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2.4.2 Einige Eigenschaften des Kalkiilbegriffs

Wenn ein Alphabet A C S und zwei Kalkiile K; und K5 gegeben sind, so ist es oft von
Interesse diese beiden Kalkiile so zusammenzusetzen, dass ein neuer Kalkiil K entsteht mit
L(K,A) = L(K;,A)U L(K3,A). Die naheliegende Idee einfach die Regeln von beiden Kalkiilen
in einem neuen Kalkiil zusammenzufassen funktioniert deshalb nicht, weil ein Wort w im Kalkiil
K herleitbar sein konnte, auf das eine Regel von K5 anwendbar ist oder umgekehrt. Man muss al-
so die beiden Kalkiile irgendwie trennen und erst im letzten Herleitungsschritt zusammenfiihren.
Hierzu und fiir weitere dhnliche Anwendungen fiihren wir ein paar Notationen ein.

Zunichst fithren wir fiir eine Sprache L und ein Zeichen a die folgenden Notationen ein.
La:={wa|w € L} und aL := {aw | w € L}. Fur Kalkiile fithren wir die folgenden Notationen
ein.

Notation 2 Seien K, K, K5 Kalkiile, sei A C S endlich, sei a € § und sei R eine Regel.

1. Mit Sk bezeichnen wir die Menge der Symbole, die in K vorkommen. Mit Vg bezeichnen
wir die Menge der Variablen, die in K vorkommen.

2. Mit Ka~ bezeichnen wir den Kalkiil mit den Regeln — € sowie x — za fir jedes a € A*.

3. Mit aK bezeichnen wir den Kalkill mit der Regel aws,...,aw, — aw fir jede Re-
gel wy,...,w, — w des Kalkiills K. Mit Ka bezeichnen wir den Kalkiil mit der Regel
wia, ..., wya — wa fur jede Regel wy, ..., w, — w des Kalkiils K.

4. Mit K; 4+ K5 bezeichnen wir den Kalkiil mit den Regeln von K; gefolgt von den Regeln
von K. Mit K + (R) bezeichnen wir den Kalkiil mit den Regeln von K gefolgt von der
Regel R. Mit (R) + K bezeichnen wir den Kalkiil mit der Regel R gefolgt von den Regeln
von K.

Sei nun K ein Kalkiil und @ € S. Dann ist L(Ka) = L(K)a und L(aK) = aL(K). Auflerdem
gilt dann fir jedes endliche W C §* und jedes w € §* mit w ¢ W:

Whrkew < \/({ueS*\uaeW}l—KUundw:va)
vES*

Wk w = \/({ueS*\auEW}l—Kvundw:av).
veES*

Sind nun K; und K zwei Kalkiile und sind a,b € S\ (Sk, U Sk, ) mit a # b und ist K der
Kalkill Kya+ Kob+ (za — x) + (#b — ), so ist L(K) = L(K;)aU L(K2)bU L(K1) U L(K2) und
L(K,Sk, USk,) = L(K;) U L(K3). Die Vereinigung zweier kalkiilerzeugter Sprachen ist somit
wieder eine kalkiilerzeugte Sprache.

Ist K ein Kalkiil, A C S endlich und a,b,c € S\ (Sx U A) paarweise verschieden, dann ist
Ka+ Ka+b+ (za,xb — zc) ein Kalkill K" mit

L(K') = L(K)aU A*b U L(K, A)e.

Zu jeder kalkiilerzeugten Sprache L(K,A) gibt es also einen Kalkiil K’ und ein ¢ € § \ A so,
dass L(K,A) = {w | wec € L(K")} ist.

Sind K7 und Ky Kalkiile und a,b € S\ (Sk, USk,) mit a # b, so ist Kja+ Kb+ (za,xb — x)
ein Kalkill K mit L(K) N (S \ {a,b})* = L(K;1) N L(K3). Hieraus folgt, dass der Durchschnitt
zweier kakliilerzeugter Sprachen wieder eine kalkiilerzeugte Sprache ist.
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Satz 38 Sei A eine endliche Teilmenge von S wund es seien #,FE,A drei paarweise ver-
schiedene Symbole aus S mit #,E, A ¢ A. FEine partielle Funktion f: (A*)™ part, (A*)™
wird genau dann durch einen Kalkil berechnet, wenn es einen Kalkil K gibt, sodass fir alle
ULy ooy U, W1, ..., Wy € A® gilt:

((u1y. oy tum), (Wi, ..., wy,)) € Graph(f) <= {wi#... #unE} b wn# ... #w,A.
Beweis:  Wir beweisen zunachst die ,nur-dann“-Richtung, dann die ,dann“-Richtung:

1. f: (A*)™ patt, (A*)™ werde durch einen Kalkiil K; berechnet. O.b.d.A.® kénnen wir an-
nehmen, dass F und A nicht in den Regeln von K7 vorkommen. Andernfalls benennen wir in
K die Symbole F und A vorher entsprechend um zu neuen Symbolen E' und A’. Aulerdem
koénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass jede Préamisse einer Regel von K7 mindestens ein Sym-
bol aus S\ (AU{#}) enthélt. Andernfalls kdnnen wir ein neues solches Symbol, sagen wir a,
hinten an jede Pramisse und an die Konklusion jeder Regel von K; anfiigen und die Regel
xa — x hinzufiigen und erhalten einen Kalkiil, der f berechnet und in dem jede Préamisse
einer Regel das Symbol a € &\ (A U {#}) enthilt. Nun sei K5 der Kalkiil, der aus den
Regeln von K7 und der zusétzlichen Regel x1# ... #xmE, x1# . .. #Tm#HFNH - - - #Yn —
N# ... #ynA besteht. Nun seien uy, ..., u,, € A*. Dann sind die in K5 aus der einelemen-
tigen Menge {u1# ... #u, E} herleitbaren Worter genau die Worter aus L(K7), das Wort
{ur# ... #u,p F} und im Falle, dass (uq, ..., uy) € Def(f) ist, auch das Wort y1 # . . . #y, A,
wobei (Y1,..-,Yn) = f(z1,...,ZTm) sel.

2. Sei K> ein Kalkiil, sodass fiir alle uy, ..., Um,ws, ..., w, € A* gilt:

((ulw~~aum)a(w17~'~vwn)) € Graph(f) — {ul##umE} l_Kg wl##wnA

Es ist zu zeigen, dass ein Kalkiil K existiert, der f berechnet. Die Idee zum Beweis ist
die folgende. Sei = eine Variable, die nicht in K5 auftritt. Sei ¥ die Menge, die besteht
aus den Symbolen, die in Regeln von Ky vorkommen, sowie den Symbolen E und A. Seien
h,w € §\ ¥ mit h # w. Nun wird ein Kalkiil K/ definiert, der den Herleitbarkeitsbegriff
in Ko formalisiert. Es soll dabei xhy informell interpretierbar sein als Aussage ,y ist in
K, aus {z} herleitbar®. Hierzu werden als Hilfsmittel Aussagen der Form ,z ist ein Wort
aus X*¢ benotigt, die in K durch wz formalisiert werden. Nun sei K| der Kalkiil mit den
folgenden Regeln.

(a) Die Regel — w sowie die Regel wx — wza fiir jedes a € 3.

(b) Die Regel wx — zhz.

(c) Die Regel wz,zhP,...,zhP, — xzhK fir jede Regel Py,..., P, — K des Kalkiils
K.

(d) Die Regel xEhyA — x#y.
Dann sind genau die folgenden Worter in K; herleitbar.

(a) Die Worter wv mit v € X*.
(b) Die Worter vy hvy mit vy, v € X* und {v1} Fx, va.
(c) Die Worter vy #£ve mit vy, vy € ¥* und {1 E} bk, v2A.

80hne Beschriankung der Allgemeinheit
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Nun kénnte es aber sein, dass fiir zwei Worter u und v zwar {uE} by, vA gilt, aber v und v
nicht die gewiinschte syntaktische Form haben. Wir miissen daher die Regeln fiir w geeignet
einschrianken, damit wu nur noch dann herleitbar ist, wenn v die Form wu,# ... #u,, mit

Uy, - .., Uy, hat. Ebenso miissen wir die Regel zFhyA — x4ty so einschrinken, dass nur
solche Instanziierungen von ihr zuldssig sind, fiir die y zu einem Wort wi# ... #w, mit
w1, - .., Wy instanziiert wird. Sei also K7 der Kalkiil mit den folgenden Regeln.

(a) Die Regel — D sowie die Regel Dx — Dzxa fiir jedes a € A.

(b) Die Regel Dx1,...,Dx, — wri# ... #x, E.

)
)

(c) Die Regel wx — zhe.
)

Die Regel wz,zhPy,...,zhP, — xhK fiir jede Regel Pi,..., P, — K des Kalkiils
K.

(e) Die Regel Dy, ..., Dy,, xEhy1# . .. #ynA — x#p1# . .. #yn.
Dabei sei D € S\ (X U {h,w}). Dann ist K; der gewiinschte Kalkiil.

q.e.d.
Im Satz kann man sich das Wort ui# . . . #u,, E interpretiert als die Aussage ,,(u1, ..., Uy, ) ist
die Eingabe“ und das Wort wy, . .., w, A interpretiert als die Aussage (w1, ..., w,) ist die Ausga-

be eines Algorithmus“ vorstellen. Tatséchlich stellt ein Kalkiil auch einen nichtdeterministischen
Algorithmus dar.

2.4.3 Kalkiile und Logik

Wie bereits erwéhnt, ist die Logik ein wichtiges Anwendungsgebiet der Kalkiile. Als einfachstes
Beispiel einer Logik betrachten wir die Aussagenlogik, auf die wir auch an spéterer in dieser Vor-
lesung wieder bei der Untersuchung von Problemen aus der Komplexitétstheorie stoen werden.
In der Aussagenlogik betrachtet man eine abzédhlbar unendliche Menge von Zeichen, die man
Aussagenvariablen nennt. Die Formeln sind Wérter, die aufler den Aussagenvariablen noch Junk-
toren (Symbole fiir aussagenlogische Verkniipfungen) und runde Klammern ,,(“ und ,,)* enthalten
diirfen. In der Wahl der Junktoren hat man gewisse Freiheiten, man muss aber die Menge der zu
verwendenden Junktoren fest wihlen. Eine Moglichkeit ist als Junktoren die folgenden Zeichen
zu wahlen: ,—“ fiir ,nicht*, ,A* fir ,und“ und ,V* fir ,oder“. Die Formeln werden induktiv
definiert:

1. Jede Aussagenvariable ist eine Formel.

2. Wenn F' eine Formel ist, dann ist auch —F' eine Formel.

3. Wenn F und G Formeln sind, dann ist auch (F A G) eine Formel.
4. Wenn F und G Formeln sind, dann ist auch (F V G) eine Formel.

Da wir in dieser Vorlesung nur endliche Alphabete zugelassen haben und Kalkiile immer nur
endlich viele Regeln haben diirfen, miissen wir zur Beschreibung des Formelbegriffs durch einen
Kalkiil die Aussagenvariablen durch Worter tiber einem endlichen Alphabet ausdriicken. Wir
nehmen hierzu an, dass die folgenden Zeichen Symbole aus S seien: a,...,z,A,...,Z,X,,,—,A,V,(,)
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und nehmen als Aussagenvariablen die Worter X, X,, X,,, usw. Weiter nehmen wir an F, G, H €
V. Dann ist ein Kalkiil zur Beschreibung des Begriffs der Formel gegeben durch

Aussagenvariable F’

Aussagenvariable X Aussagenvariable F;
Aussagenvariable F’ Formel F
Formel F Formel = F
Formel F Formel G Formel F Formel G
Formel (F A G) Formel (F' V G)

Eine andere Moglichkeit ist die folgenden Junktoren zu wéhlen: ,—“ fiir ,nicht* und ,,—* fir
yimpliziert®. Zur Formalisierung in einem Kalkil nehmen wir an, dass die folgenden Zeichen
Symbole aus S seien: a,...,z,A,... 2. X,,,—,—,(,) und dass F,G, H € V seien. Da das Zeichen
— dabei ein Symbol aus S ist, diirfen wir hier natiirlich nicht dasselbe Symbol als Trennungssym-
bol zwischen Pramissen und Konklusion einer Regel verwenden sondern miissen dafiir (wie auch
schon oben geschehen) den horizontalen Strich verwenden. Die Regeln zur Bildung von Formeln
schauen dann so aus.

Aussagenvariable F

Aussagenvariable X Aussagenvariable F;
Aussagenvariable F’ Formel F
Formel F Formel = F

Formel F' Formel G
Formel (F — G)

Eine Interpretation (oder Belegung) ist eine Abbildung, die jeder Aussagenvariablen einen Wahr-
heitswert w (wahr) oder f (falsch) zuordnet. Jede Interpretation induziert auch eine Zuordnung
eines Wahrheitswertes zu jeder Formel. Eine Formel ist also bei einer Interpretation entweder
wahr oder falsch (n&heres dazu im Kapitel Komplexitétstheorie). Eine Formel heifit allgemein-
giiltig, wenn sie bei jeder Interpretation wahr ist. In der Logik werden Kalkiile zum Nachweis der
Allgemeingiltigkeit von Formeln aufgestellt. Fiir die Aussagenlogik bei Verwendung der beiden
Junktoren — und — ist ein solcher Kalkiil etwa der, der aus den obigen Regeln zusammen mit
den folgenden Regeln besteht.

Formel F Formel G
(F - (G—F))

Formel F Formel G Formel H
(F—-(G—H)— (F—-G) — (F— H)))

Formel F Formel G
(nF = -G) —» (G—=F))

F (F—G)
G
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Bemerkung: In der Logik ist es iiblich, nachdem der Begriff der Formel einmal definiert ist,
beim Hinschreiben des Kalkiils fiir die allgemeingiiltigen Formeln die Regeln fiir den Begriff der
Formel wegzulassen und in den Regeln fiir allgemeingiiltige Formeln die Pramissen Formel F,
Formel G, Formel H wegzulassen und anstattdessen dazuzusagen, dass F';, G und H fiir Formeln
stehen sollen. Es ist in der Logik weiterhin {iblich Regeln, die nach Weglassung dieser Préamissen
keine Pramissen mehr haben, als Axiomenschemata zu bezeichnen und darin die horizontalen
Striche ebenfalls wegzulassen. Ebenso ist es in der Logik iiblich bei der Notation Klammern
wegzulassen, wo dies nicht zu Missverstdndnissen fithrt. So werden iiblicherweise Prizedenzregeln
zur Klammerersparnis vereinbart, z.B., dass — stirker bindet als alle anderen Junktoren und
dass — rechtsassoziativ ist. Man schreibt den obigen Kalkiil in der Logik also iiblicherweise
folgendermaflen:

Axiome:
F—-G—F
(F-G—-H) —-(F-G)—»F—=H
(-F —--G)—»G—F
Regeln:
F F -G
G

Ich mochte aber darauf hinweisen, dass eine solche Schreibweise nicht mit der in dieser Vorlesung
vorgestellten iibereinstimmt.

2.4.4 Berechenbarkeit der p-partiellrekursiven Funktionen durch Kal-
kiile

Nun werden wir einen Kalkiil angeben zur Berechnung des Wertes eines p-partiellrekursiven
Funktionals an einer Argumentstelle gibt. Hierzu stellen wir hier der Einfachheit halber Funktio-
nale dar als Worter {iber dem Alphabet {O, N, P,,,’, (,), R, u}, wobei die Projektionsfunktionale
P;® dargestellt werden als P,...,”..." jeweils mit ¢ tiefgestellten und n hochgestellten Strichen.
In den nun folgenden Kalkiilen werden weiter Symbole verwendet zur Beschreibung sowohl von
Objekten als auch von Sachverhalten (Aussagen). So wird der senkrechte Strich | zur Darstellung
von natiirlichen Zahlen verwendet. Eine natiirliche Zahl n wird dargestellt durch das Wort |,
das aus n Strichen besteht. Das leere Wort symbolisiert also die Zahl 0. Mit vz wird im folgenden
Kalkiil die Aussage dargestellt, dass = eine natiirliche Zahl ist, mit jti die Aussage, dass j der
tiefgestellte Index ¢ ist, mit khn die Aussage, dass k der hochgestellte Index n ist und mit frinn
die Aussage, dass f das i-te n-stellige Projektionsfunktional ist. Wir nehmen in diesem Abschnitt
der Vorlesung an, dass

O7N7P7/7/7())7R7u7‘7y?t5h77r)A7|:|7#7T7o7.7*ES
x?yV'Z’i7m7n7j7kﬂfﬂg7;7‘)7gGV
gelten mogen. Sei K; der Kalkiil

v Ve — vx| — it Jti — jti]
—'h| khn — k'hn| jti, khim — Pjkmimim
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Dann sind in K; etwa die Worter v||| und P,,”"||x||||| herleitbar, deren Interpretationen die

Aussagen ,,3 ist eine natiirliche Zahl“ bzw. ,P,® ist das 2-te 5-stellige Projektionsfunktional® sind.
Informell kann man die fiinf Regeln des Kalkiils folgendermafien lesen.

1. 0 ist eine natiirliche Zahl.

2. Wenn z eine natiirliche Zahl ist, dann ist x + 1 eine natiirliche Zahl.
3. 1 ist der untere Index 1.

4. Wenn j der untere Index ¢ ist, dann ist j.+; der untere Index ¢ + 1.
5. ! ist der obere Index 1.

6. Wenn ¥ der obere Index n ist, dann ist ¥*! der obere Index n + 1.

7. Wenn j der untere Index ¢ ist und ¥ der obere Index i + m ist, dann ist Pj* das i-te
(7 + m)-stellige Projektionsfunktional.

Als néchstes wird ein Kalkiil aufgestellt zur Bestimmung der Stelligkeit eines p-partiellrekursiven
Funktionals. Und zwar wird durch fAn die Aussage dargestellt, dass f ein n-stelliges u-
partiellrekursives Funktional sei. Weiter wird mit glm[Jn symbolisiert, dass g die Konkatenation
von m n-stelligen Funktionalen sei. Wenn wir also m n-stellige Funktionale g1, ..., g, haben,
dann soll , gelten® g1 ... g, 00mOn. Sei Ky der Kalkiil mit den Regeln von K; sowie den Regeln

— OA — NA| fmimn — fAn gAn — ¢g0O|0On
g0OmOn, gAn — gg0m|On  fAm,gOmOn — (fg)An  fAn,gAn|| = (Rfg)An| fAn| = (uf)An

Dann ist Ko ein Kalkiil zur Berechnung der Stelligkeit eines p-partiellrekursiven Funktionals.
Auch in diesem Kalkiil sind aus wahren Aussagen immer nur wieder wahre Aussagen herleitbar.
Betrachtet man das Zeichen A als Leerzeichen, so berechnet dieser Kalkil die partielle Funk-
tion auf {O, N, P,,,’,(,), R, u,|}*, die jedem p-partiellrekursiven Funktional seine Stelligkeit in
Strichkodierung zuordnet. Zum Beispiel ist in K> das Wort (NN)A| herleitbar, das der Aussage
,, (NN) ist ein 1-stelliges u-partiellrekursives Funktional“ entspricht. Die acht neu hinzugekomme-
nen Regeln des Kalkiils kann man informell folgendermaflen lesen.

1. 0 ist ein O-stelliges Funktional.
2. N ist ein 1-stelliges Funktional.
3. Wenn f das i-te n-stellige Projektionsfunktional ist, dann ist f ein n-stelliges Funktional.

4. Wenn g ein n-stelliges Funktional ist, dann ist g eine Konkatenation von einem einzigen
n-stelligen Funktional.

5. Wenn g eine Konkatenation von m n-stelligen Funktionalen ist und g ein n-stelliges Funk-
tional, dann ist gg eine Konkatenation von m + 1 n-stelligen Funktionalen.

6. Wenn f ein m-stelliges Funktional ist und g eine Konkatenation von m n-stelligen Funk-
tionalen, dann ist (fg) ein n-stelliges Funktional.

7. Wenn f ein n-stelliges Funktional ist und g ein (n + 2)-stelliges Funktional, dann ist (Rfg)
ein (n + 1)-stelliges Funktional.

8. Wenn f ein (n + 1)-stelliges Funktional ist, dann ist (uf) ein n-stelliges Funktional.
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Als néchstes stellen wir ein n-Tupel (z1,...,x,) von naturlichen Zahlen dar als das Wort
H|P1# . #|". Mit rrn soll die Aussage ,r ist ein n-Tupel von natiirlichen Zahlen“ symboli-
siert werden. Hierzu ist der folgendermaflen definierte Kalkiil K3 geeignet: Die Regeln von K3
seien die Regeln von K> und die Regeln

T TN, v — r#aTn

Dann gilt z.B. K3 F #||||#]1#]lI7]]], da (3,2,3) ein 3-Tupel (Tripel) von natiirlichen Zahlen ist.

Nun wird durch f oy oy die Aussage dargestellt ,Der Wert des Funktionals f an der Stelle ¢
ist y*, durch geren die Aussage ,.g ist eine Konkatenation von u-partiellrekursiven Funktionalen,
deren Werte an der Stelle ¢ das Tupel y bilden* und durch f x ¢ %y die Aussage ,Es gibt ein
n € N, sodass ¢ ein n-Tupel von natiirlichen Zahlen, f ein (n + 1)-stelliges p-partiellrekursives
Funktional und y eine natiirliche Zahl ist und der Wert von f an der Stelle (g, z) grofer als Null
ist fur alle z < y* Sei K der Kalkiil mit den Regeln vom Kalkiil K3 sowie mit den Regeln

— Qoo v — N o #x o x|
frilmilm, x7i, v, yrm — forffayox goroy —gere#y
geren,goroy — ggeren#y geren, fonoz— (fg)oroz
fAn,gAn||, foroy — (Rfg)ox# oy wvx,(Rfg) or#xoy,gofyr#roz — (Rfg) or#a|oz
rrn, fANR| = frpx* fryxy, for#yoz| = frr*yl

for#yo,fxrxy— (uf)oroy

Dann ist K ein Kalkiil zum Berechnen des Werts eines p-partiellrekursiven Funktionals. Die elf
neu hinzugekommenen Regeln des Kalkiils kann man informell folgendermafien lesen.

1. Wo() = 0.

2. Wenn z € N, dann W¥(z) = o + 1.

3. Wenn f =P,y r € N 2 € N und p € N™, dann ist W/ (¢, z,9) = z.

4. Wenn W9(r) = y, dann ist g ein Funktional, dessen Wert an der Stelle ¢ gleich y ist.

5. Wenn g1, ..., g, Funktionale sind, deren Werte an der Stelle ¢ gleich y1, ...,y sind, und
iiberdies W9(x) = y ist, dann sind g1, ..., gm, g Funktionale, deren Werte an der Stelle ¢
gleich y1, ..., Ym,y sind.

6. Wenn g1, ..., g, Funktionale sind, deren Werte an der Stelle ¢ gleich y1, ...,y sind, und
itberdies W/ (y1,...,ym) = z ist, so ist WI919m) (1) = 2,

7. Wenn f ein n-stelliges und g ein (n + 2)-stelliges Funktional ist und W/ () = y ist, dann
ist W9 (r,0) = 4.

8. Wenn 2 € N und W9 (¢, 2) = y und W9(y,1,2) = 2 ist, dann ist WD) (r 2 4+ 1) = 2.

9. Wenn ¢ € N™ und f ein (n + 1)-stelliges Funktional ist, dann ist der Wert von f an der
Stelle (r,u) positiv fiir alle v < 0.

10. Wenn ¢ € N™ und y € N und der Wert eines (n + 1)-stelligen Funktionals f an der Stelle
(r,u) positiv ist fiir alle u < y und W/ (r,y) = z + 1 ist, dann ist der Wert von f an der
Stelle (r,u) positiv fir alle u < y + 1.
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11. Wenn W/ (x,y) = 0 ist und der Wert von f an der Stelle (r,u) positiv ist fiir alle u < y,
dann ist W) (x) = y.

Um zu sehen, welche Worter in K herleitbar sind, bezeichnen wir fiir ein durch ein Wort aus
Symbolen dargestelltes Objekt x dieses Wort mit #. Also ist z.B. 7 = | fiir n € N. Man zeigt
dann durch Induktion nach der Definition der Herleitbarkeit, dass jedes in K herleitbare Wort
eine der folgenden Formen hat.

1. v7 mit r € N.
2. 7t¥ mit r € N.

Sh§ mit s € N.

Ll

P’A;Swfﬂémit r,s€ENund 1 <r <s.

(@3

HA\S, wobei ¢ ein s-stelliges p-partiellrekursives Funktional ist.

b1 ...¢,0f08, wobei ¢1, ..., ¢, r s-stellige p-partiellrekursive Funktionale sind.
377 mit 3 € N”

$ojor mit WP(3) =r.

© o N o

(51...¢~)So;§ofl...fs mit W (3) = ry,..., W? =r,.

10. qg*j *7, wobei 3 € N! und r € N ist, ¢ ein [ 4 1-stelliges p-partiellrekursives Funktional ist
und W9 (3,s) > 0 ist fiir alle s < r.

Umgekehrt gilt, dass jedes dieser Worter auch in K herleitbar ist. Dies zeigt man z.B. fiir die Wer-
te von Funktionalen durch Induktion nach der Liange der Funktionale, ggf. mit Nebeninduktion
nach dem letzten Argument. Es gilt also der

Satz 39 Sei ¥ :={O,N,P,,,’,(,),R, |, #}. Die partielle Funktion h: (X*)? LN defi-
niert durch

—~—

h(wi, ws) = We(r), wenn ¢ = wy und § = wy und W?(x) existiert
1, w2) .—
undefiniert, wenn es kein solches ¢ und ¢ gibt.
Dann gelten die folgenden Aussagen.
1. Der Kalkill K berechnet die partielle Funktion h mit o als Leerzeichen.

2. Jede p-partiellrekursive Funktion wird durch einen Kalkil berechnet.

Durch Hinzufiigung der Regel ¢ o #r oy — #y zum Kalkil K fiir ein p-partiellrekursives
Funktional ¢ sieht man, dass jede p-partiellrekursive Funktion durch einen Kalkiil berechenbar
ist.
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2.4.5 Kodierung von Kalkiilen

Es stellt sich nun die Frage, ob es entscheidbar ist, ob ein Wort w in einem Kalkiil K herleitbar
ist. Wir untersuchen hierzu zunichst die Frage, ob dieses Problem durch Kalkiile entscheidbar
ist. Der Begriff der Entscheidbarkeit durch Kalkiile ist aber nur definiert fiir Sprachen tiber einem
endlichen Alphabet, wahrend Kalkiile Zeichen aus einem unendlichen Zeichenvorrat verwenden
kénnen. Wir miissen also die in Frage kommenden Paare (K, w) irgendwie als Worter {iber einem
endlichen Alphabet kodieren. Wir werden hierzu Kalkiile, Worter iiber S und andere Objekte
kodieren als Worter iiber dem Alphabet {0,1}. Die Kodierung eines Objekts x bezeichnen wir
dabei mit [].

Die Kodierung [x] eines Objektes x wird folgendermaBen als ein Wort iiber dem Alphabet
{0,1} definiert.

Symbol: [an]:==1 0...0
——

2n + 2 mal
Variable: [z,]:=1 0...0
——

2n + 3 mal

Wort aus (SU V)™ [21...20) :i=[21] - - [2n] fir z1,...,2, € SUYV
Regel:  [p1,pa,...,pn = k] := [p1]1[p2]1.. . 1[pn]1[K]10
Kalkdl: [(Ry,...,R,)] :=[R1] ... [Rn]

Z.B. ist [apag] = 100100. Ist K der Kalkiil mit den beiden Regeln — ag und zo — zozo, dann
ist [K] = 10010100011000100010.

Das Paar (K, w) wird kodiert als das Wort [K]#[w] {iber dem Alphabet {0, 1, #} und es stellt
sich die Frage, ob die Sprache

L = {[K]#[w] | K ist ein Kalkiil und K F w}

durch Kalkiile entscheidbar ist. Es wird sich herausstellen, dass dies nicht der Fall ist, dass aber
diese Sprache auf dem Alphabet {0, 1,#} durch einen Kalkiil erzeugt wird.

Den Prozess der Kodierung kann man sich in zwei Schritte aufgeteilt denken. Dazu definieren
wir zundchst die Mengen

X =SuUVy
Z = X U {“7’77 “;’7}.

Die Menge Z besteht also aus den Symbolen, den Variablen, dem Beistrich und dem Strichpunkt.
Dabei nehmen wir an, dass der Beistrich und der Strichpunkt Zeichen seien, die weder in S noch
in V liegen.

1. Schritt: Ein Objekt x wird zunédchst kodiert als ein Wort & iiber der Zeichenmenge Z.

Zeichen aus X: Z:=z
Wort aus X*: W= w
Endliche Folge von Wortern aus X'™: (wl,/\/,wn) =W, ..., Wy,
Regel: pl,.../,\pE;—>k::p1,...,pn,k;
Kalkiil: (Ri,-. Ry) = Ry... Ry

Spéter werden wir noch die Kodierungen % von weiteren Objekten s angeben.

100



2. Schritt: In dem im 1. Schritt erhaltenen Wort wird jedes Zeichen z € Z weiter kodiert als
Wort 2 € {0,1}*.

n + 2 mal
Zp,:=10...0 .

——

n + 3 mal

Jedes Wort w = 27 ... 2z, € Z* wird kodiert als Wort & := 21 ...2, € {0,1}*  (z1,...,2, €
2).

Die gesamte Kodierung: Fiir ein Objekt  sei [x] := &.

Um die Sprache L durch einen Kalkiil zu erzeugen, miissen wir noch weitere Objekte kodie-
ren: Instanziierungen, Herleitungen, usw. Leider sind Instanziierungen nicht endlich beschreibbar
(es gibt tiberabzdhlbar viele Instanziierungen, da wir unendlich viele Variable haben). Bei der
Anwendung einer Instanziierung auf eine Regel werden aber immer nur endlich viele Variable
wirklich ersetzt. Daher geniigt es die Beschriankung einer Instanziierung auf eine endliche Varia-
blenmenge, etwa {x,...,2,} mit n € N zu betrachten. Wir definieren also V,, := {zg,...,z,}
fiir n € N. Eine Instanziierung auf V), ist eine Abbildung ¢: V,, — S*. Eine Instanziierung auf
V,, kann man ebenso wie eine Instanziierung (auf ganz V) anwenden auf ein Wort aus X* oder
auf eine Regel, sofern dieses Wort bzw. diese Regel keine Variablen aus V \ V,, enthilt, und man
erhdlt dann ebenfalls eine Instanz dieses Wortes bzw. dieser Regel. Wir definieren

[:=xowg ... TpWy, wenn ¢: V, — S* und ¢(x;) = w; fiir i =0,...,n.

Die Paare (z;,w;) heiBen auch die (Variablen-)Bindungen von ¢. Sie werden also hier kodiert als
z;w;. Nun sei wieder [1] := 7.

Auf der Menge Z* der Worter iiber der Zeichenmenge Z betrachten wir die folgenden n-
stelligen Prédikate mit n € IN (also Teilmengen von (Z*)").

2-stellig  {(w,w) | w e Z*}

Z 1-stellig {Z|z¢€ Z} (Das Wort Z der Lénge 1 identifizieren wir mit dem Zeichen z)
Z*  l-stellig {w]|we Z*}
S I-stellig  {Z]z¢€ S} (Das Wort Z der Lénge 1 identifizieren wir mit dem Zeichen z)
1% I-stellig  {Z]|z€eV} (Das Wort Z der Lange 1 identifizieren wir mit dem Zeichen z)
X I-stellig {Z]|ze X} (Das Wort Z der Lange 1 identifizieren wir mit dem Zeichen z)
S*  lstellig {w]|we S*}
X* L-stellig {w]|we X*}
P 1-stellig  {p | p ist endliche Folge von Wortern iiber X'}
R 1-stellig {7 | r ist Regel}
K lI-stellig  {k | k ist Kalkiil}
T I-stellig {7 |¢: V, = S* fir ein n € N}
B 3-stellig  {(7,Z,w) | t(z) = w}
A 3-stellig  {(7, @, W) | u € X* Aur = w}
Q 3-stellig  {(Z,p,w) | p ist eine Folge (p1,...,pm) von Wortern aus X* und
w ist eine Folge (wq,...,wy,) von Wortern aus X* und
fur alle i € {1,...,m} gibt es ein j € {1,...,n} mit p;t = w;}
H 2-stellig  {(h, k)| h ist Herleitung im Kalkiil k}

101



Fir jedes n-stellige Pradikat p auf Z* definieren wir ein n-stelliges Pradikat p auf {0,1}*
durch

pi={(W1,...,0n) | (w1,...,w,) € p}.

2.4.6 Ein Kalkiil fur die Herleitbarkeitsrelation in Kalkiilen

Seien =, 7, 72*,S,V, X, 5%, X*, PR, K,I,B, A,Q, H paarweise verschiedene Symbole, die auch
verschieden seien von den Symbolen 0, 1 und #. Wir konstruieren nun einen Kalkiil Ky mit den
folgenden Eigenschaften fiir alle Worter w, v, w € §*:

KoFv=w < (v,w) € =
KoFwZ <= we2Z
Ko wZ* < we Z*
KoFwS <= weS
KoFwV «— weY
KobwX < weX
KoFwS* <= weS*
Kok wX* < weX*
KoFwP < weP
KoFwR <= weR
KoFwK < wek
Kobwl < wel
Ko FuBvBw <= (u,v,w) € B
Ko b uAvAw < (u,v,w) € A
Ko b uQuQuw <= (u,v,w) € Q
KoFvHw < (v,w) e H

1111

Seien x,z', 2", 2"y, v y" v, y", 2,2, 2", 2" paarweise verschiedene Variablen. Dann sei
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Ky der folgende Kalkiil.

— = lr =1z — 120 = 120 r=x—zxl=11
—1Z xZ — 207
— 7" 7%, yZ — xyZ*
— 1008 xS — x00S
— 1000V zV — 200V
xS — xX 2V — X
— 5" xS*,yS — zyS*
— X x X yX — xyX*
— P xPyX* — zylP
xP — x10R  z10R,yS — zyl0R 21ylOR, 2 = 2’22, 2V, 2" Z* , y X* — 21yz10R
— K zK,yR — xyK
yS* — 1000yl xl,x = 2'22", 2V, 2" S*, yS* — 1200yl
xl,x = 2'yz,yV, 28" — xByBz xl,x = 2'yza" 2" yV,28%, 2"V, 2" X* — xByBz
xl — zAA rAyAy', 28 — xAyz Ay 2 xAyAy ,xBzBz — xAyzAy' 2
xl,zP — zQQz 2QyQz,z = 2'2"12" 2P x Ay A2, 2" P — xQuy'1Qz
yK — Hy xHy,y =y'y"y" 104" ' K,y" P,y X* " K, 2Qy" Qz, 2z Ay Ax’ — za’1Hy
2ylHx, 2P, yS™ — x+#ty

Dann gilt
L(Ky,{0,1,#}) = {[K]#[w] | K ist ein Kalkill und K + w}.

Es folgt
Satz 40 Die Sprache {[K|#[w] | K ist ein Kalkil und K b w} ist eine kalkiilerzeugte Sprache.

Man sagt auch, dass das Problem der Herleitbarkeit in einem Kalkiil ein durch einen Kalkil
semientscheidbares Problem ist.

2.4.7 Kalkiil-Unentscheidbarkeit der Herleitbarkeit in Kalkiilen

Satz 41 Die Sprache {0,1, #}* \ {[K]#[w] | K ist ein Kalkil und K b w} ist nicht eine kal-
kiilerzeugte Sprache.

Beweis:  Andernfalls gébe es einen Kalkiil K7 mit
L(K1,{0,1,#}) = {0, 1, #}* \ {[K]#][w] | K ist ein Kalkiil und K - w}.

Nun seien a und c¢ zwei verschiedene Symbole, die nicht in K auftreten und die auch verschieden
sind von den Symbolen 0,1,#. Da 0 und 1 Symbole sind, sind ihre Kodierungen [0] und [1]
Worter tiber dem Alphabet {0, 1}. Jetzt sei

Ky = Kia+ (= ¢) + (xey — 20cy[0]) + (zcy — zlc[l]) + (x#ya, xzcy — ).
Dann ist L(K2) = L(K1)aU{wcw] | w € {0,1}*}U{w € {0,1}* | K1 F w#[w]}. Fir jedes Wort

w € {0,1}* gilt also
KokFw — K+ ’LU#[’UJ].
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Setzt man hier fiir w die Kodierung [K] eines beliebigen Kalkiils K ein, so folgt. Fiir jeden Kalkiil
K gilt
Ky b [K] <= Ki b [K]#([K]]
— KFIK].

Insbesondere gilt dies, wenn man K := Ky wahlt. Also
K2 = [Kz] <~ KQJ’A [KQ]

Dies ist ein Widerspruch. q.e.d.
Aus diesem Satz folgt

Satz 42 Die Sprache {[K|#[w] | K ist ein Kalkil und K b w} ist nicht durch Kalkiile entscheid-
bar.

Wir sagen auch, dass die Herleitbarkeit in Kalkiilen nicht durch Kalkiile entscheidbar sei.

2.4.8 p-Partiellrekursivitat der kalkiilberechenbaren Funktionen

Nun wollen wir zeigen, dass die durch Kalkiile berechenbaren partiellen Funktionen auch mit Hilfe
des Systems der p-partiellrekursiven Funktionale darstellbar sind. Nun sind aber partielle Funk-
tionen, die durch Kalkiile berechnet werden, auf Wortern definiert, wahrend p-partiellrekursive
Funktionen auf Zahlen definiert sind. Zur Darstellung miissen wir also die Worter erst als Zahlen
kodieren. Wir ordnen also jedem Objekt &, fiir das wir eine Kodierung [x] definiert haben, eine
natiirliche Zahl "k zu, die man Gédelnummer nennt nach Kurt Gédel, der diese Technik im Jahr
1931 eingefiihrt hat. Wir definieren "7 als den Wert der Dualzahl [k] im Stellenwertsystem zur
Basis 2. Wenn [k] = ¢ ist, dann sei "7 := 0. Insbesondere wird durch diese Zuordnung ( Gddeli-
sierung) jedem Wort w € §* eine Gédelnummer zugeordnet. Entsprechend kann man endlichen
Folgen, Mengen, usw. von solchen Wortern auch endliche Folgen, Mengen, usw. der entsprechen-
den Godelnummern zuordnen und damit weiter jeder n-stelligen partiellen Funktion f auf S*
eine entsprechende n-stellige partielle zahlentheoretische Funktion ™ f ™ auf den entsprechenden
Godelnummern. Die Definitionen dazu sind wie folgt.

Godelisierung Objekt x — Gddelnummer "k € IN.

Frk7:= Wert der Dualzahl [&]

Tw™:="w", wenn w € S*
"_(Q17 cee 7qn)—n = (H_Q1_"7 ceey H_Qn—n)
TQTm:={"q"| g € Q}, wenn Q Menge
Fir f: (A*)™ DA A gei T N P2 N definiert durch
Graph(™ f™) := " Graph(f)™

Definition 93 f: (A*)" P A* heifit w-partiellrekursiv, wenn ™ f1 py-partiellrekursiv ist.
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(A*)n p?rt A*

| =

part

N7 T N
Wir wollen beweisen: Jede kalkiilberechenbare Funktion f: (A*)” NN -

partiellrekursiv.

Zum Beweis: n-stelligen Pradikaten Z,...,H auf Z* entsprechen n-stellige Préadikate Z :=
mZ7 ..., H :="THT"auf N. Wir werden zeigen, dass sie primitivrekursive Pradikate sind. Hierzu
benétigen wir noch ein paar Hilfsmittel.

Da Dualzahlen Worter iiber dem Alphabet {0,1} sind, sind auf ihnen auch Operationen, die
auf Wortern operieren, definiert, z.B. Bestimmung der Lénge einer Dualzahl oder Konkatenation
von Dualzahlen. Im Folgenden werden die entsprechenden Operationen auf den Werten dieser
Dualzahlen im Stellenwertsystem zur Basis 2 (also auf natiirlichen Zahlen) angegeben. Rechts
ist jeweils die entsprechende Operation auf Dualzahlen angegeben.

NN l(a)=mwz <z:x<2® Linge
0: N2 5N zoy:=zx- -2/ 4y Konkatenation

Dann sind [ und o primitivrekursiv und I(z) ist die Lénge der Dualzahl fiir z und z o y ist der
Wert der Dualzahl, die sich durch Konkatenation der Dualzahlen fiir  und y ergibt. Wir werden
diese Funktionen auf Gédelnummern anwenden.

Lemma 8 (Wertverlaufsrekursion) Sei g : N"*1 — N definiert durch

g(?,y) = f(<g(ga0)7,g(?,y7 1)>’Fay)a

wobei f primitivrekursiv ist. Dann ist g primitivrekursiv.

Beweis:  Sei h(x,y) := {g(z,0),...,9(x,y — 1)). Dann

h(x,0) = f(0,r,0)

mit {ay,...,a,) &, a := {(a1,...,an,a). Die Funktion (a,b,n) — a e, b ist primitivrekursiv und
daher auch h und somit g wegen g(r,y) = f(h(x,y),5,y). q.e.d.
Wir zeigen nun nacheinander, dass die Pradikate Z, ..., H primitivrekursiv sind. Hierzu gehen

wir vom Kalkiil Ky aus, in dem diese Pradikate durch entsprechende Regeln charakterisiert sind.
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Die Regeln des Kalkiils Ky werden dabei in Wertverlaufsrekursionen tibersetzt.

Z(u) <= u=1Vv \/ (Z(x) Au=22)

Z*(u) <= uzO\/m\</u\/(Z*(x)/\Z(y)/\u:xoy)

S(u) = u_4vx\</“y<“ ) Au = 4z)

V(u) <= u=8V m\</u(V(3:) Au = 4z)

X(z) < S(x)\/;(;u)

S*(u) <= u=0V \!uy\g/u(s*(x)/\S(y)/\u:xoy)

X*(u) <= u:0\/\</ \!(X*(x)/\X(y)/\u:xoy)

P(u) < u=0V \/<yEP(x)/\X*(y)/\u:xoyol)

R(u) < \</(P(a:)7y/\u—:c02)\/w\/ (R(zo2) AS(y) Au=z0yo2)
2B

% \/ (R(zoloyo2) Az =a"ozoa" AV(2)ANZ*(2") AN X" (y) Au==x0loyoz02)

z,x’ 2z y,2<u
zoloyo2<u

Ku) <= u=0V \/ \/(K(x)/\R(y)/\u:xoy)

Y \/ (I(x) ANz =a"o0z0a" ANV(2) NS* (") NS*(y) Nu =z 04z 0Y)
z,z’ 2" y,z<u
B(z,y,2) < \/ Az =" oyozAV(y)AS*(2))
z'<x
Y \/ (I(x)Ahw=a'oyozoa"oa” ANV (y) AS*(2) AV (z") N Z* ("))
m/’x//’m///gaj

Az, u,v) <= (I(z )/\u:O/\v:O)

\/\/ (.9, Y )ANS(z) ANu=yozAv=1y o0z)
y<u
y/<v
z<u
\/\/ (2,9, ) ANB(z, 2,2 ) Nu=yozAv=1y 02)
y<u
y' <w
z<u

Qz,u,2) < (I(x) A P(z) Au=0)

% \/ (Qz,y,2) Nz =2"02"0102" NP(Z')NA(z,y,z") NP(Z") Nu=yoy ol)
Y,y <u

’ 1" 1"
2,2,z <z

H(u,y) < (K(y)/\u:O)
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Lemma 9
1. H={("h,"k") | h ist Herleitung im Kalkil k}

2. H st primitivrekursiv
H (u,z): <= H(u,z) ANu#0

r(v) = wy <v: \/(v:zoyol/\P(Z)/\S*(y))

z<v

Fiir eine Herleitung h = (wy, ..., wy,) ist 7(Th7) = "w, .

Satz 43 Fir jeden Kalkil K und jedes Alphabet A C S gibt es ein primitivrekursives Pradikat
F und eine p-partiellrekursive Funktion f mit

FL(K,A)7 = { | \/ F(z,v)} = Def(f),

Beweis:  D* :=TA*7 ist primitivrekursiv.
F(z,v):= Hy(v,"K") Ar(v) =2z A D*(x), = (uF).

q.e.d.

Satz 44 Sei A C S ein Alphabet. Dann gibt es eine 1-stellige primitivrekursive Funktion u und
zu jedem n € N ein n + 2-stelliges primitivrekursives Pridikat t,, sodass fiir jedes kalkiilbere-

chenbare f: (A*)" P A* ein e € N existiert mit

"I = (ulptn))(e, ).

Beweis:
Hx1, .. Tpyr) =@ 0 "H# oo TH# T owy
to(e, o1, ..., Tpy,0) : < \/ (Hy(v,e) Ar(v) = t(x1,..., %0, y)
y<wv
AD*(z1) A--+ A D*(z,) A D*(y))
u(v) = wpy < v: \/ r(v) =xzof#oy.
z<v
Sei K ein Kalkiil, der f berechnet und e :="K. q.e.d.

Satz 45 Jede kalkilberechenbare Funktion f: (A*)™ P A st w-partiellrekursiv.

Satz 46 Jede kalkiilberechenbare Funktion f: IN™ P N st w-partiellrekursiv.
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ewels: ac efinition ist die Funktion g: — mit g(|**,...,|* ") =
Beweis:  Nach Definition ist die Funkti syn AL 0 it (|7 @
| (#1,-2n)  kalkiilberechenbar und daher nach dem vorigen Satz p-partiellrekursiv, d.h.

Tgm: IN™ P N st p-partiellrekursiv. Primitivrekursive Kodierung ¢ und Dekodierung d:

c(z) ="1"" d"[*7) = (xeN)
flxy, ... xn) =d(Tg™e(x), ..., c(xn)))

Verschiedene Formalismen:
o p-partiellrekursive Funktionale
o Kalkiile
o Grammatiken
e Turingmaschinen
o A-Kalkiil
o Kombinatorische Logik

e Programmiersprachen

stellen dieselbe Klasse von partiellen Funktionen auf N bzw. A* dar.

Definition 94 Eine Funktion f: N" PN heifit partiellrekursiv, wenn sie in einem dieser
Formalismen darstellbar ist.

2.4.9 Normalformsatz von Kleene

Satz 47 (Normalformsatz von Kleene) FEs gibt eine 1-stellige primitivrekursive Funktion U
und zu jedem r € N eine r + 2-stellige primitivrekursive Funktion T, so, dass fir jede r-stellige
partiellrekursive zahlentheoretische Funktion f eine natirliche Zahl e existiert so, dass

flr) = {(U(HTr))(e,zc), falls dies definiert ist

undefiniert sonst
fiir alle x € N".

Diese Zahl e nennt man einen Index der partiellen zahlentheoretischen Funktion f. Man schreibt
dann oft f = {e}".
Beweis:  Sei f: N" part, N partiellrekursiv. Dann wird f durch einen Kalkiil K berechnet.

Nach Definition wird g: ({|}*)" part, {|}* mit g(|*,...,|*) := [/@2r) durch K berechnet.
Nach Satz 44 gibt es e € N (ndmlich e := "K ) mit "¢ = (u(ut,))(e, ).

0, wenn t.(e,c(z1),...,c(x.),v)

Tr(eaxla s 7337’7”) = {

U(v) := d(u(v))

1 sonst
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q.e.d.

Die zweistellige partielle zahlentheoretische Funktion h := (U(uT})) ist eine universelle par-
tiellrekursive Funktion. Sie erlaubt die Berechnung jeder einstelligen (und durch Tupelcodierung
auch jeder mehrstelligen) partiellrekursiven Funktion f, da f(x) = h(e, ) ist, wobei e ein Index
von f ist.

2.5 Chomsky-Grammatiken

2.5.1 Semi-Thue-Systeme

Definition 95 Ein Semi-Thue-System ist ein Paar T = (V| R), wobei V ein Alphabet und R
eine endliche zweistellige Relation auf V* ist: R C V* x V* endlich.

Wenn (z,y) € R ist, dann schreibt man auch x —p y oder kurz * — y. Wenn es nicht
missverstandlich ist, schreibt man z — y auch fiir das Paar (z,y), also R ={x1 = y1,...,2Zn —
Ynt fir R ={(x1,v1),..., (Tn,yn)}. Man nennt x — y eine Produktion des Semi-Thue-Systems.

Ein Wort u € V* heifit direkt (oder in einem Schritt) dberfihrbar in ein Wort v € V*, in
Zeichen u =7 v oder u = v, wenn gilt

\/ (r = y und v = wzz und v = wyz).
w,x,y,z€EV*

Mit =* bezeichnet man die reflexiv-transitive Hiille von =. Wenn u =* v gilt, so sagt man, u
sei uberfihrbar in v oder v sei ableitbar aus u.

Beispiel 60
Sei V = {a,b,S}, R={S — ¢,8 — aSb,ab — baa} und T = (V, R). Dann gilt S =* b?a®, da
S = aSb = aaSbb = aabb = abaab = ababaa = baaabaa = baabaaaa = baba® = bba®.

Noch eine Bemerkung zu diesem Beispiel und zu Aufgaben 3 und 4 von Blatt 5, denen dieses
Beispiel zugrundeliegt. In Aufgabe 3 (b) und (c) wird fiir die dort definierten Funktionen W und
B gezeigt, dass aus u € {a,b}* und u = v folgt W(u) = W(v) und B(u) = B(v). Man nennt
solche Funktionen Invarianten. Eine dhnliche Situation gibt es in Computerprogrammen, etwa
bei folgendem Pseudocode zur Berechnung von x™.

m:=n
y:=1
while m>0 do
" m:=m-1
y:i=y*x 4
return y

Hier ist ™ -y eine Schleifeninvariante, die bei jedem Schleifendurchlauf ihren Wert nicht d&ndert.
Da ihr Wert beim Eintritt in die Schleife gleich =™ ist, muss ihr Wert auch beim Verlassen der
Schleife ™ sein. Dann hat aber m den Wert 0. Daher muss y beim Verlassen der Schleife den
Wert 2™ haben.

Definition 96 Sei T' = (V, R) ein Semi-Thue-System. Man sagt, ein Wort w € V* sei in Nor-
malform, wenn es kein x € V* gibt mit w =7 . Wenn u =7 v gilt und v in Normalform ist, so
sagt man, v sei eine Normalform von u.

Im Beispiel sind die Normalformen genau die Worter der Form 5"a™ mit m,n € N. Die
Menge der Normalformen von S ist die Sprache {b"a™ | n € N und m = n - 2"}.
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Definition 97 Unter einer Ableitung in einem Semi-Thue-System T versteht man eine endliche
oder unendliche Folge (wq, w1, wa,...) so, dass w;_1 =7 w; gilt fir alle j € N\ {0}, die kleiner
als die Anzahl der Glieder der Folge sind. Man spricht auch von einer Ableitung aus dem Wort
wp. Eine Ableitung heifit mazimal, wenn sie entweder unendlich ist oder mit einem Wort w,
in Normalform endet. Bei einer endlichen Ableitung (wy,...,w,) spricht man auch von einer
Ableitung des Wortes wy, aus dem Wort wg. Die Zahl n heifit die Lange der Ableitung.

Offenbar ist ein Wort v genau dann eine Normalform eines Wortes u, wenn es eine Ableitung
von v aus u gibt, die eine maximale Ableitung ist.

2.5.2 Chomsky-Grammatiken

Definition 98 Eine Chomsky-Grammatik (englisch Chomsky grammar) ist ein Quadrupel G =
(V,X,R,S), wobei V ein Alphabet ist, X C V, S € V\ X, und (V, R) ein Semi-Thue-System ist

mit der Eigenschaft
nicht \/ \/ U — v.
ueX* veV*

Die Elemente von ¥ heiflen terminale Zeichen, die Elemente von V' \ ¥ nichtterminale Zeichen
oder syntaktische Variablen. Ein Wort w aus V* heiflt terminal, wenn w nur aus terminalen
Zeichen besteht, d.h. wenn w € ¥* ist. Fir = (v g) schreibt man auch =¢g. Man sagt, ein
terminales Wort w € ¥* werde von G erzeugt, wenn S =%, w. Die von G erzeugte Sprache L(G)
ist definiert als L(G) := {w € £* | § =§ w}. Man nennt sie auch den Sprachschatz von G.

Die Bedingung, die dabei an das Semi-Thue-System (V| R) gestellt wird, kann man auch so
ausdriicken:

Jedes terminale Wort ist in Normalform.

Im obigen Beispiel etwa ist fir ¥ := {a,b} das Quadrupel (V,X,R,S) keine Chomsky-
Grammatik, da ab — baa und daher das Wort ab nicht in Normalform ist, obwohl ab € ¥*
ist.

Definition 99 Unter einer Ableitung in einer Chomsky-Grammatik (V, X, R, S) versteht man
eine Ableitung im Semi-Thue-System (V) R).

Beispiel 61

V ={a,b,S, A, B}

¥ ={a,b}
R={S—¢S— ASB,AB — BAA,A — a,B — b}
G=(V,S,R,S)

Dann ist G eine Chomsky-Grammatik und die von G erzeugte Sprache ist {w € {a,b}* | W(w) =
B(w) - 2B} (s. Blatt5, Aufgaben 3 und 4).
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Beispiel 62

V= {(’)757T}

Y ={()}
R={S— (1), T —-¢,T—TS}
G=(V,%,R,S)

Dann ist L(G) die Menge aller wohlgebildeten Klammerausdriicke.

Definition 100 Eine Grammatik heifit kontextfrei, wenn sie nur Produktionen der Form A —
w enthdlt mit A € V' \ 3, also wenn die linke Seite jeder ihrer Produktionen nur aus einem
nichtterminalen Zeichen besteht.

Beispiel 63

Das Alphabet V' bestehe aus den folgenden Symbolen. (Satz), ( Nominalphrase), { Verbalphrase),
(Artikel), (Substantiv), (Verb). Jedes dieser mit spitzen Klammern geklammerten Symbole be-
trachten wir als ein einziges Zeichen. Dies sind die nichtterminalen Zeichen von V. Hinzu kommen
als terminale Zeichen die Buchstaben a, ..., z. Diese Buchstaben bilden also das Alphabet X.
Die Menge R bestehe aus den Produktionen

(Satz) — (Nominalphrase) (Verbalphrase)
(Nominalphrase) —  (Artikel) (Substantiv)
(Verbalphrase) —  (Verb) (Nominalphrase)
(Verbalphrase) —  (Verb)
(Artikel) — der
(Artikel) — den
(Substantiv) — apfel
(Substantiv) — mann
(Verb) — isst

Das Startsymbol S sei das nichtterminale Zeichen (Satz). Sei nun G die Grammatik (V, %, R, S).
Dann ist G kontextfrei und das ‘Wort’

der mann isst den apfel

ist ein Element von L(G). Man schreibt eine solche Grammatik oft mit einer etwas anderen
Syntax, der sogenannten Backus-Naur-Form:

(Satz) == (Nominalphrase) (Verbalphrase)
(Nominalphrase) == (Artikel) (Substantiv)
(Verbalphrase) = (Verb) (Nominalphrase)
(Verbalphrase) ::= (Verb)
(Artikely == der
(Artikel) = den
(Substantiv) = apfel
(Substantiv) := mann
(Verb) isst
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Wir werden eine Ableitung (wo, ..., w,) in einer Grammatik auch oft so schreiben: wy = ... =
wy,. Es folgt eine Darstellung einer Ableitung in dieser Notation.

(Satz) = Verbalphrase)

Verb) (Nominalphrase)

Nominalphrase

o~ o~

isst (Nominalphrase)

)
Nominalphrase)
Nominalphrase)

)

=

=

= (

= (Nominalphrase) isst (Artikel) (Substantiv)

= (Nominalphrase) isst (Artikel) apfel

= (Artikel) {Substantiv) isst (Artikel) apfel
= (Artikel) mann isst (Artikel) apfel

= der mann isst (Artikel) apfel

= der mann isst den apfel

FEine Ableitung in einer solchen Grammatik spiegelt die syntaktische Struktur des abgeleiteten
Elements von L(G) wieder, was man durch den Strukturbaum darstellen kann:

(Satz)
e
— \\
(Nominalphrase) (Verbalphrase)
(Artikel)  (Substantiv) (Verb) (Nominalphrase)
(Artikely — (Substantiv)
der mann isst den apfel

2.5.3 Berechenbarkeit durch eine Grammatik

Sei A ein Alphabet. Wir fithren drei neue Zeichen #, [ und | ein, die nicht Elemente von A sind.
Sei ¥ := AU{#,[,]}.

Definition 101 Man sagt, eine partielle Funktion f: (A*)" part, (A*)® werde durch eine Gram-
matik G = {V, %, R, S) berechnet, wenn fiir alle z1,..., 2., 41,...,ys € A* gilt

f(xlﬁ""x"'):(yl""’ys) @
[#ar#twott . Ha, SH] =T [Fyr#ye#t - Hys#]

Definition 102 Sei A ein Alphabet und r,s € N. Man sagt, eine partielle Funktion

fanr bart, — (A*)® sei berechenbar (oder berechenbar im intuitiven Sinne), wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei Eingabe von (z1,...,z,) € (A*)" die Ausgabe f(z1,...,z,) liefert,
falls (z1,...,x,) € Def(f) ist und andernfalls nicht terminiert.
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Bemerkung: Jede durch eine Grammatik berechenbare Funktion ist auch im intuitiven Sinne
berechenbar. Hierzu betrachte man den Baum mit Wurzel [#x1#x2# . . . #x,.S#] und der durch
Ableitbarkeit in einem Schritt definierten Nachfolgerrelation. Man durchsuche diesen Baum in
breadth first search-Reihenfolge solange, bis man einen Knoten gefunden hat, der mit einem Wort
der Form [#y1#ye# . .. #ys#] markiert ist, wobei y1,...,ys € A* sind. Das Tupel (y1,...,ys)
ist dann der gesuchte Wert f(z1,...,a,) fiir die Ausgabe des Algorithmus.

Im folgenden sei | ein beliebig gewéhltes Zeichen. Man kann jede natiirliche Zahl n als das
Wort | € {|}* codieren. Verwendet man diese Codierung, so {ibertragt sich der Begriff der
Berechnung einer partiellen Funktion durch eine Grammatik in natiirlicher Weise auf partielle
zahlentheoretische Funktionen oder allgemeiner auf partielle Funktionen von IN" nach N° wie
folgt.

Definition 103 FEine partielle Funktion f: N” P N wird dureh eine Grammatik G berechnet,

wenn die Funktion
. x\r part * 0
(17t [Py (b)) ()7 225 ({13)°
durch G berechnet wird, wobei f(z) = (f1(z), ..., fs(z)) ist fir alle r € N".

Wenn (k1, ..., k) € Def(f) ist, dann muss also gelten

15 oS = [l g (),

Beispiel 64
Die Additionsfunktion wird durch die Grammatik G = (V,X, R,S) berechnet, wobei V =
{L,#. L]SHE=A{# [} und R={[S = S|, 45 — ¢}.

Eine Grammatik G kann als ein spezieller Kalkiil betrachtet werden mit den Regeln
ToUVT1 — ToWI1

fiir alle Produktionen v — w von G.
Fiigt man zu diesem Kalkiil die Regel — S hinzu, so erhilt man den

Satz 48 Der Sprachschatz einer Grammatik ist eine kalkilerzeugte Sprache.

Mit Hilfe von Satz 38 zeigt man

Satz 49 Jede durch eine Grammatik berechenbare partielle Funktion ist kalkilberechenbar und
damit auch p-partiellrekursiv.

2.6 Turingmaschinen

2.6.1 Grundbegriffe

Eine Turingmaschine ist ein Automat, der sich zu jedem Zeitpunkt in einem Zustand aus einer
vorgegebenen endlichen Zustandsmenge ) befindet und dem zusétzlich ein unbegrenzter Speicher
in Form eines nach rechts und links unbegrenzten Bandes zur Verfiigung steht. Dieses Band ist
aufgeteilt in nebeneinander gereihte Felder.
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Auf jedem der Felder steht ein Zeichen aus einem Alphabet (Bandalphabet) ¥. Der Automat
besitzt einen Schreib/Lesekopf, der sich zu jedem Zeitpunkt auf genau einem der Felder befindet.
Dieses Feld nennt man das (momentane) Arbeitsfeld. Die Situation einer Turingmaschine zu einem
gegebenen Zeitpunkt nennen wir Konfiguration. Wir stellen sie mit einem Bild so dar, dass wir
den Schreib/Lesekopf durch einen Pfeil symbolisieren, der auf das Arbeitsfeld zeigt. Darunter
schreiben wir den Namen des momentanen Zustandes. In der folgenden Abbildung steht der
Schreib/Lesekopf auf dem linken ¢ und die Maschine befindet sich im Zustand p

TFF el [#IFF]

bei einem Bandalphabet {a,b,c,#} und bei einem Band, das von links nach rechts zunéchst
unendlich oft das Zeichen #, dann a, ¢ und c¢ enthélt und schliellich wieder unendlich oft das
Zeichen #.

Eine Turingmaschine fithrt nacheinander jeweils einen Berechnungsschritt durch. Ein Be-
rechnungsschritt besteht aus der Ausfithrung eines Elementarbefehls und dem Ubergang der
Turingmaschine in einen neuen Zustand. Es gibt drei Arten von Elementarbefehlen:

Elementarbefehle

1. Das Ersetzen des Zeichens auf dem Arbeitsfeld durch ein Zeichen a € . Diesen Elementar-
befehl bezeichnen wir mit a.

2. Das Verschieben des Schreib/Lesekopfes um ein Feld nach links. Das neue Arbeitsfeld ist
dann der linke Nachbar des alten Arbeitsfeldes. Diesen Elementarbefehl bezeichnen wir mit
dem Zeichen L.

3. Das Verschieben des Schreib/Lesekopfes um ein Feld nach rechts. Das neue Arbeitsfeld ist
dann der rechte Nachbar des alten Arbeitsfeldes. Diesen Elementarbefehl bezeichnen wir
mit dem Zeichen R.

Die Elementarbefehle werden also mit Zeichen aus dem Alphabet B := ¥ U {L, R} bezeichnet,
wobei L und R Zeichen sind, die nicht in ¥ vorkommen.

Eines der Zeichen aus ¥ wird ausgezeichnet und als Leerzeichen # bezeichnet. Am Anfang
einer Berechnung enthélt das Band die Eingabe in Form einer Beschriftung von endlich vielen
Feldern mit Zeichen aus dem Bandalphabet X. Alle iibrigen Felder sind dabei mit dem Leerzeichen
# beschriftet. Der Inhalt des nicht leeren Teiles des Bandes nach der Berechnung dient als
Ausgabe.

Definition 104 Eine Turingmaschine ist ein Quintupel (Q, X, S, H, §) mit
1. Menge der Zustinde @ ist eine endliche Menge.
2. Bandalphabet ¥ ist ein Alphabet, Leerzeichen # € ¥ und L, R ¢ 3.
3. Anfangszustand oder Startzustand S € Q.
4. Endzustand oder Haltezustand H € Q mit H # S.
5. Ubergangsfunktion 6: (Q\ {H}) x ¥ — B x (Q \ {S}) mit B := X U{L, R}.
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Am Anfang einer Berechnung befindet sich die Turingmaschine im Anfangszustand S, am
Ende einer Berechnung im Endzustand H. Befindet sie sich zu einem Zeitpunkt im Zustand ¢
und ist das Zeichen auf dem Arbeitsfeld a und gilt 6(q,a) = (b,p), so fithrt die Turingmaschine
den Elementarbefehl b aus und geht in den Zustand p iiber.

Notation 3 Als abkiirzende Schreibweise fiir eine Turingmaschine verwenden wir die folgende:
Fiir jedes (q,a) € (Q \ {H}) x X schreiben wir eine Zeile q a b p, wobei §(q, a) = (b, p). Fiir eine
Turingmaschine (Q, 3, S, H, ) schreiben wir also

g1 a1 b pr

n an by pp

wobei {(g;,a;) |[i=1,...,n} =(Q\{H}) X X und §(¢;,a;) = (b;,p;) firi =1,...,n.

Um nicht jedesmal den Anfangs- und Endzustand explizit angeben zu miissen, vereinbaren
wir aulerdem, dass eine der Zeilen, die mit S beginnen, an den Anfang geschrieben wird und
eine der Zeilen, die mit H enden, ans Ende: ¢; = S und p, = H. Auflerdem vereinbaren wir,
dass wir Zeilen der Form ¢ a a g weglassen diirfen.

Beispiel 65
Sei ¥ = {a,b,c,#} ein Alphabet und Q = {S, ¢, H}. Sei Ly die Turingmaschine (@, X%, S, H, 9),

wobei

Dann kénnen wir fiir die Turingmaschine L4 kurz schreiben

Qe NNnnn
Fro oo Fo e
Fr NN
S O I

Léasst man diese Turingmaschine etwa starten mit der Konfiguration

A #[#lalclc|#]#]#]..
g )
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so lauft die Berechnung folgendermaflen ab.

[#1#lalclc[#[#]#]
s
[#][#]alclc|#[#]#]
q
[##]alc]c[#[#]#]
q
[#]#[alclc[#][#]#]
q

Hier ist die Maschine im Haltezustand und hélt an. Diese Maschine macht also nichts anderes
als vom anfinglichen Arbeitsfeld aus solange nach links zu gehen, bis sie ein Feld mit dem
Leerzeichen # findet.

Wir werden Konfigurationen oft auch kurz so schreiben, dass wir die Abbildung des Tu-
ringbandes und den Pfeil sowie fiihrende Leerzeichen links vom Arbeitsfeld und nachfolgende
Leerzeichen rechts vom Arbeitsfeld weglassen. Fiir die Startkonfiguration im Beispiel schaut das
dann so aus:

accH#
S

Definition 105 Wenn T eine Turingmaschine ist, dann definieren wir die zweistellige Relation
=7 auf der Menge der Konfigurationen von T  folgendermaflen. Fiir zwei Konfigurationen K;
und Ky gilt K1 =7 K5 genau dann, wenn die Turingmaschine T' die Konfiguration K7 in einem
Berechnungsschritt in die Konfiguration K5 iiberfiihrt.

Im Beispiel gilt

accag = L4 acg =Ly agc = L4 ZLCC =1y Facc =Ly ﬁaca
q

Das Beispiel lasst sich verallgemeinern auf ein beliebiges Bandalphabet:

Beispiel 66
Sei ¥ = {ai,...,ax,#} ein Alphabet und @ = {S,¢,H}. Sei Ly die Turingmaschine
(Qa E,S, H, 5), WObei

6(5,a) == (L,q) firae X
q,a;) == (L,q) firi=1,....k
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Dann konnen wir fiir die Turingmaschine L kurz schreiben

S a L ¢ (a €X)
qg a; L ¢ (i=1,...,k)
g # # H

Definition 106 Wenn eine Turingmaschine 7" eine Konfiguration ugv im Startzustand in eine

Konfiguration w 2 r im Haltezustand tiberfiihrt, also ucSw =5 w 2 x, so schreiben wir uav =7 wbzx.
Zum Beispiel gilt im vorletzten Beispiel acc# =1, #acc. Allgemein:

Lemma 10 Fir alle u,w € ¥*, a € ¥ und v € (X \ {#})* gilt

uFvaw Ly uﬁvaw.

2.6.2 Zusammensetzung von Turingmaschinen

Seien T, T",T1,T5, ... Turingmaschinen.
Definition 107 (von TT') Wenn

g1 a1 b pr ¢ ay b py
T= : e :
m  Gm bm  DPm q, a, b, p,

und p,, = ¢} und T und 7" sonst keine gemeinsamen Zustédnde haben, dann ist

g a1 b1 pp

Tr =G O e P
41 oy 1 h

/ /

4, a, b, p,

Andernfalls benenne man die Zustande von T” vorher so um, dass die Bedingung fiir die Zustande
erfillt ist.

Beispiel 67
Die Turingmaschine Ly fiir das Bandalphabet {a, #} ist

S a L ¢
S # L ¢
q a L g
q # # H

Wir wollen die Maschine Ly Ly (wir schreiben auch Li&) bestimmen. Hierzu miissen wir zwei Ko-
pien der Zeilen von Ly untereinander schreiben. Bei der zweiten Kopie miissen wir die Zusténde
von Ly umbenennen, und zwar den Anfangszustand S in den Endzustand H der ersten Kopie
von Ly und alle iibrigen Zustdnde in neue Zusténde, also etwa ¢ in p und H in Z. Bezeichnen
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wir das Ergebnis der Umbenennung der Zusténde in der Turingmaschine L mit E#, so schauen
die Zeilen von Ly so aus.

H a L p
H # L p
p a L p
p # # Z
Die Zeilen der Maschine Ly Ly sind nun die Zeilen von Ly gefolgt von den Zeilen von E#, also

o FHoIF o FHeo
E S wleloE Nelalel
NS T

"R Tme R

S ist der Startzustand von Lx Ly und Z ist der Haltezustand von Ly L.

Lemma 11 Seien u,v,y,z € ¥* und a,c € X. Dann gilt uav =77 ycz genau dann, wenn es
w,x € X* und b € X gibt mit uav =7 wbr und wbr =71/ ycz.

Eine Berechnung durch die Turingmaschine TT” bewirkt also das gleiche wie eine Berechnung
durch T gefolgt von einer Berechnung durch T”.

Definition 108 Sind ¢i,p1,...,qn,pn beliebige Zustdnde und ai,...,a, € X so, dass

(g1,a1),-..,(gn,a,) paarweise verschieden sind und ist ¢; der Anfangszustand von T; und p;
der Endzustand von T; und sind alle iibrigen Zustdnde von T; verschieden von den Zusténden
q1,DP1; - - qn,Pn und von den Zusténden aller anderen 7}, dann seien die Zeilen der Turingma-
schine

g ar 11 pr

Gn Gn Tn Dpn

alle Zeilen von T; aufler denen, die mit ¢;a beginnen mit a # a; und ... und alle Zeilen von T;,
aufler denen, die mit ¢,a beginnen mit a # a,.
Andernfalls benenne man die Zusténde von 71, ..., T,, vorher so um, dass die Bedingung fiir

die Zustande erfullt ist.

Beispiel 68
Die Turingmaschine Ly fiir das Bandalphabet {a, #} ist

S a L g

S # L ¢

qg a L ¢

q # # H
Daher ist

S a L# H
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die Turingmaschine

S a L ¢
q o L ¢
q # # H

Sie ergibt sich aus Ly durch Streichung der zweiten Zeile, die mit § und einem von a verschie-
denen Zeichen (namlich # beginnt).

Lemma 12 FEs gilt uav = 4 a,1vpy W0’V genau dann, wenn esiy, ..., i, und uy, vy, ..., Uk, k €
@nanTnpn
3% gibt so, dass

L g, =@ A /\j<k Pi; = Qijer NPix = Pn

! 1,0
2. ugv = u1a;,v1 51, -0 2T, Uk, Vk =T, WA

Die Turingmaschine
g a1 Th p

Gn On Tn Dn

hat also die gleiche Wirkung, die wir erzielen wiirden, wenn wir den Begriff der Turingmaschine
so erweitern wiirden, dass wir anstatt Elementarbefehlen auch ganze Turingmaschinen zulas-
sen wiirden und dann diese Zeilen als Bezeichnung fiir eine so verallgemeinerte Turingmaschine
auffassen wiirden. Die Schreibweise erlaubt uns also Turingmaschinen 71, ...,T,, als Unterpro-
gramme in einer anderen Turingmaschine zu verwenden.

2.6.3 Weitere Beispiele fiir Turingmaschinen
Sei ¥ ein fest vorgegebenes Alphabet mit # € X. Sei A := X\ {#}.
Suchen des nichsten Leerzeichens rechts vom Arbeitsfeld Sei Ry die Turingmaschine

(a €X)
(a € A)

F* =

q
q
H.

QR W
I} o

Lemma 13 Fir alle u,w € ¥*, a € ¥ und v € A* gilt uvav#w = g, uav#Hw.

Elementare Turingmaschinen Fiir a € ¥ bezeichnen wir mit a die Turingmaschine

S ¢ a H (ceX).
Lemma 14 Fiir u,v € ¥* und a,c € ¥ gilt ucv =, uav.

Die Maschine L
S a L H (a€l)

Lemma 15 Fir u,v € ¥* und a,b € ¥ gilt uabv = uabv.
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Die Maschine R
S a R H (a€X)

Lemma 16 Fir u,v € ¥* und a,b € ¥ gilt uabv = g uabv.

Kopierung K,

S # (LyR) ¢
q a T, q (a € A)
g # R, H

wobei T, = # R aL M aR.

Lemma 17 Fir alle w € ¥* und wy, ..., w, € A* gilt

uFwi# .. HFwn# Sk, uFwF# . FunFo#.

Linksverschiebung V'
R

S #
g a (LaRR)
q #

q
q (a€A)
(L#R) H

Lemma 18 Fiir u,w € ¥* und v € A* gilt u#v#w =v ww#HHw.

Streichung S,

S # (LLL) q
q a (#RV"LLYL) q (a € A)
q # (RV™L) H

Lemma 19 Fir v € YX* und wg,...,w, € A* gilt uFWoHWIFH . .. FwnH s,
uFHwiF .. Fwn .
2.6.4 Turing-Berechenbarkeit

Definition 109 Sei f: (A*)" Pt A%, Wir sagen, f werde berechnet durch eine Turingmaschine
T=(Q,%,S H,0), wenn fur alle uq,...,u, € A* gilt

1. Wenn (u1,...,u,) € Def(f), dann wi# ... #u, # =7 f(ui, ..., u.)#.

2. Andernfalls gibt es keine Berechnung, die mit ui#...#u,# beginnt und héalt, d.h. im
s
Zustand H endet.

Man sagt dann, f sei turingberechenbar.

Eine partielle zahlentheoretische Funktion f: IN" PN wird durch eine Turingmaschi-
ne T berechnet und heifit dann turingberechenbar, wenn das fiir die Funktion (]%',...,|*") —

«\pr bpart * .
|[fansman) s () P2 £ gilt.

Wir wollen zeigen, dass jede p-partiellrekursive Funktion turingberechenbar ist. Hierzu
benétigen wir als technisches Hilfsmittel eine etwas abgewandelte Variante des eben eingefithrten
Begriffs:
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Definition 110 Eine Turingmaschine fir eine partielle Funktion f: (A*)" part, (A*)® ist eine
Turingmaschine T = (Q, X, S, H, §) so, dass fiir alle z € ¥* und uq,...,u, € A* gilt

1. Wenn (uq,...,u,) € Def(f), dann
sHwH# . HuH S aHfuH . FoH,

wobei (v1,...,vs) := f(u1,...,u,) sel

2. Andernfalls gibt es keine Berechnung, die mit z#ui# . .. #u,# beginnt und hélt.
S

Analog wie oben sprechen wir auch von einer Turingmaschine fiir eine partielle zahlentheoretische
Funktion.

Beispiel 69

K, ist eine Turingmaschine fir (wy,...,w,) — (wi,...,ws,w1). Sy, ist eine Turingmaschine fiir
(wo, w1, ..., wp) = (W1,...,Wy).

Lemma 20 Wenn T eine Turingmaschine fir eine r-stellige partielle Funktion f ist und k € N,
dann ist T auch eine Turingmaschine fiir die k + r-stellige Funktion x -u — x - f(u), wobei - die
Operation des Aneinanderhdingens von Tupeln sei.

Im Folgenden werden einige Funktionen angegeben, fiir die es Turingmaschinen gibt, sowie
Operationen, die, angewendet auf partielle Funktionen, fiir die Turingmaschinen existieren, wie-
der eine partielle Funktion liefern, fiir die eine Turingmaschine existiert.

Komposition Wenn T eine Turingmaschine fir f: (A*)" part, (A*)® ist und T” eine Turing-

maschine fiir g: (A*)® bart, (A*)t ist, dann ist TT' eine Turingmaschine fiir g o f.

Permutation, Streichung, Vervielfiltigung von Argumenten Seien r,s € N und
i1,...,0s € {1,...,r}. Dann ist K414, ... Ky45-;, 57 eine Turingmaschine fiir die Funktion

(w,...ywp) = (Wi, .oy wi, ) (AT — (AY)%.

Gibt es eine Turingmaschine fiir f: (A*)" part, A*, so gibt es auch eine Turingmaschine fiir
die Funktion

art
(W1, ..y wy) = (flwr, .. we),wr, .. wy): (A% 25 (AL
Denn durch Komposition erhalten wir (wq,...,w,) = (Wi,..., W, W1, ..., W) +—
(wi, ..., wp, flwy,...;wy)) = (flwy,...,w.),wy,...,w.).

Zusammensetzung von einwertigen Funktionen zu einer mehrwertigen Funktion
Fiir .
fir (AT 25 Ax (t=1,...,s)

sei [f1,..., fs]: (AF)" pert, (A*)*® definiert durch
[f1,-- s fo](0) == (fi(ro), ..., fs(w0))  fir we (A")".

Wenn es Turingmaschinen fiir fi,...,fs gibt, dann gibt es auch eine Turingmaschine fiir
[f1,..., fs]- Denn durch Komposition erhalten wir w — (f1(10)) - w — -+ — (f1(w),..., fs(w)) -

0 — (fl(m)>"'7fs(m))'
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Schleife mit Abbruch beim leeren Wort Fiir 1 < k < n sei die Projektion P} : (A*)™ — A*
definiert durch PP'(wy, ..., wy,) := wy. Fiir n € N und f: (A*)n+1 225 (A*)n+1 gei die partielle
Funktion Schl, (f): (A*)+1 22 (A*)n+1 folgendermaBen definiert. Fiir alle o € (A*)"+1 gelte

« Wenn ein k € N exisitiert mit P}/ (f*(w)) =, so ist Schl,(f)(t) := f" (1), wobei r das
kleinste solche k ist.

o Andernfalls ist Schl, (f)(t0) undefiniert.

Wenn T eine Turingmaschine fiir f ist, dann ist

S # L q
g o (RTL) ¢ (a € A)
q # R H

eine Turingmaschine fiir Schl,, (f). Die Wirkung dieser Turingmaschine entspricht der eines Pseu-
docodes

while wy, 11 # ¢
do (wl, N ,’U)n+1) = f(’w]_, e ’wn+1)

Als Beispiel fur Schl, (f) betrachten wir etwa A = {|} und die folgendermaflen definierte Funktion
fr(A%)? = (A7)

flu,e) = (u,¢)
f(u,z]) = (uu, x)
fiir u,x € A*. Dann ist

famm = (|2m,|"_1) fir m,n € N, n > 0.

Fir k < nist f*(|™,[") = (|m'2ka |"=F) und daher PZ(f*(|™,|")) = |"~*. Das kleinste k& mit
P2(f*(J™,|™)) = ¢ ist daher n. Also ist

Sehly (£)(I™, ") = f(I™ ") = (2" e).

Ein Pseudocode, der die Funktion Schl; (f) berechnet, ist etwa der folgende.

while z # ¢ do
™ Entferne einen Strich aus x
U= uu
return (u,x)

Vorgingerfunktion
L q
# H (a€A)

ist eine Turingmaschine fiir die Funktion V': A* — A* mit V(wa) := w fir w € A*, a € A und
V(e) := e. Im Fall A = {|} entspricht die Funktion V gerade der Vorgingerfunktion auf der
Menge der natiirlichen Zahlen.
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2.7 Aquivalenz von p-Partiellrekursivitit, Kalkiilbere-
chenbarkeit, Grammatikberechenbarkeit und Turing-
berechenbarkeit

Satz 50 Jede p-partiellrekursive partielle zahlentheoretische Funktion ist turingberechenbar.

Beweis:  Fiir jede p-partiellrekursive partielle zahlentheoretische Funktion gibt es eine Tu-
ringmaschine. Denn

1. R ist eine Turingmaschine fiir O.
2. |R ist eine Turingmaschine fir N

3. Es gibt eine Turingmaschine fur P* (Streichung von Argumenten).

=~

. (fg1...gm) ergibt sich durch Komposition aus f und [g1, ..., gm]-
5. Sei f n-stellig und g (n + 2)-stellig. Dann ist (Rfg) = k o Schl,,12(j) o h, wobei
hx,y) = (f(x),5,0,y)

Jlu, 5y, 2) = (g(u,x,9),v, N(y), V(2))
k(u,r,y,2) == u.

6. Sei f (n+ 1)-stellig. Dann ist (uf) = k o Schl,41(j) o h, wobei

h(z) == (x,0, f(x,0))
J(x,y,2) == (r, N(y), f(xr, N(y)))

k(v,y,z) == y.
q.e.d.
Definition 111 Man sagt, eine partielle Funktion f: (A*)" — P A* sei w-partiellrekursiv, wenn
es eine p-partiellrekursive Funktion g: IN” Pt N gibt so, dass fiir alle wyq, ..., w, € A* gilt:
1. "f(wyy .., we) = g(Twy ..., Tw, ), falls dies definiert ist.

2. f(ws,...,w,) ist undefiniert sonst.

Satz 51 Jede p-partiellrekursive Funktion f: N" P2 N oder f (A" — DAt Ax st turingbere-
chenbar.

Beweis:  Fiir f: N” P2 N: letzter Satz. Nun sei fi (A" —— P A* und g wie oben. Nach

dem letzten Satz gibt es eine Turingmaschine fiir g, also fiir

* art *
N O T N C (L R R )

Nun gibt es Turingmaschinen fiir w + |"%": A* — {|}* und fiir |"*" — w: {|}* — part, A (ohne
Beweis). Durch Komposition ergibt sich f:

(wi,...,w.) = (") \g(r“’lj""’rwrj) = |rf(““"“7“”)1 = f(wi,...,w).

q.e.d.
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Satz 52 Jede turingberechenbare partielle Funktion f: (A*)" P A* st durch eine Grammatik
berechenbar.

Zum Beweis verwendet man als nichtterminale Zeichen der zu konstruierenden Grammatik

die Zustédnde der Turingmaschine und codiert eine Konfiguration uav der Turingmaschine als
q

Wort [ugav] der Grammatik. Dies ist Thema der Aufgabe 5 von Blatt 9 und soll an dieser Stelle
nicht ndher ausgefithrt werden.

2.8 Partiellrekursive und rekursive Funktionen

Fassen wir einige der Ergebnisse zusammen, die wir in den letzten Abschnitten tiber partielle
Funktionen bewiesen haben.

Sei f eine beliebige partielle Funktion f: IN™ P N oder f (A" part, A*, wobei A ein
Alphabet ist. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent

o f ist p-partiellrekursiv

e f ist durch einen Kalkiil berechenbar

e f ist durch eine Grammatik berechenbar

e f ist durch eine Turingmaschine berechenbar

Wir haben unter anderen die folgenden Simulationen gezeigt.

p-partiellrekursives Funktional

/N

Turingmaschine Kalkiil
Grammatik

Man hat die Aquivalenz auch fiir den Begriff der Berechenbarkeit partieller Funktionen in weite-
ren formalen Systemen nachgewiesen, darunter der A-Kalkiil, der Kalkiil der Kombinatoren und
alle gdngigen Programmiersprachen.

Definition 112 Wenn eine dieser zueinander dquivalenten Aussagen gilt, dann nennt man die
partielle Funktion f partiellrekursiv. Ist f partiellrekursiv und total (d.h. Def(f) = N™ bzw.
Def(f) = (A*)™), so nennt man die Funktion f rekursiv.

Man verwendet die Begriffe 'partiellrekursiv’ und 'rekursiv’ dann, wenn es einem darum geht
zu sagen, dass eine partielle / totale Funktion in einem dieser Formalismen berechenbar ist, wenn
man sich aber nicht auf einen bestimmten dieser Formalismen festlegen will.

2.9 Churchsche These

Beim Versuch den Begriff der Berechenbarkeit von partiellen oder totalen Funktionen zu forma-
lisieren hat man verschiedene formale Berechnungssysteme aufgestellt, darunter die folgenden
Systeme.
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e pu-partiellrekursive Funktionale

o Kalkiile

e Turingmaschinen

¢ Grammatiken

o A-Kalkiil

o Kombinatorenkalkiil

e Markov-Algorithmen

o Termersetzungssysteme (rewrite systems)

e Post-Systeme

o Universelle Programmiersprachen (C, Lisp, Prolog, Smalltalk, ...)

Einige dieser Systeme verfolgen voneinander grundverschiedene Ansétze. Trotzdem hat sich ge-
zeigt, dass alle diese Systeme den gleichen Berechenbarkeitsbegriff beschreiben, also zueinander
aquivalent sind. Eine in einem dieser Systeme (und damit in allen dieser Systeme) beschreibbare
partielle bzw. totale Funktion heif3t partiellrekursiv bzw. rekursiv.

Church und Turing haben nun die unter dem Namen ‘Churchsche These’ bekannte These
aufgestellt, dass diese Formalismen bereits alle berechenbaren partiellen Funktionen erfassen.

Churchsche These Eine partielle Funktion ist genau dann berechenbar, wenn sie partiellre-
kursiv ist.

Die Churchsche These ist keine mathematisch formulierbare Aussage und daher nicht ma-
thematisch beweisbar. Sie sagt aus, dass die aufgestellten Beschreibungssysteme fiir partiell be-
rechenbare Funktionen adidquate mathematische Beschreibungen fiir den intuitiven Begriff der
paritellen Berechenbarkeit darstellen.

Fiir totale Funktionen besagt die Churchsche These, dass eine totale Funktion genau dann
berechenbar ist, wenn sie rekursiv ist.

2.10 Normalformsatz von Kleene

Aus der Definition des Begriffs der partiellrekursiven Funktion und aus Satz ?7 folgt unmittelbar
der

Satz 53 (Normalformsatz von Kleene) Es gibt eine 1-stellige primitivrekursive Funktion U
und zu jedem r € N eine r + 2-stellige primitivrekursive Funktion T, so, dass fiir jede r-stellige
partiellrekursive partielle zahlentheoretische Funktion f eine natirliche Zahl e existiert so, dass

(U(uTy))(e,x), falls dies definiert ist
o) = :
undefiniert sonst

fiir alle y € N".
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Diese Zahl e nennt man einen Index der partiellen zahlentheoretischen Funktion f. Man schreibt
dann oft f = {e}".

Die zweistellige partielle zahlentheoretische Funktion h := (U(uT})) ist eine universelle par-
tiellrekursive Funktion. Sie erlaubt die Berechnung jeder einstelligen (und durch Tupelcodierung
auch jeder mehrstelligen) partiellrekursiven Funktion f, da f(xz) = h(e, ) ist, wobei e ein Index
von f ist.

Zum Beweis des Normalformsatzes von Kleene haben wir jedem Kalkiil eine Gédelnummer zu-
geordnet und ein Index einer partiellrekursiven Funktion ist die Gédelnummer eines Kalkiils, der
diese Funktion berechnet. Ebenso, wie man einem Kalkiil eine Gédelnummer zuordnet, kann man
auch einer Turingmaschine eine Gédelnummer zuordnen und mit Hilfe dieser Godelisierung den
Normalformsatz von Kleene beweisen. Dann wird man im Allgemeinen andere primitivrekursive
Funktionen U und T, erhalten. Aber auch dann gibt es zu jeder partiellrekursiven Funktion einen
Index, der dann aber die Gédelnummer einer Turingmaschine ist, die diese Funktion berechnet.
Ubrigens hat jede partiellrekursive Funktion unendlich viele Indizes.

2.11 Rekursiv aufzihlbare und rekursive Mengen

Definition 113 Eine Menge A C N™ oder A C (A*)™ heiBt rekursiv aufzihlbar, wenn sie der
Definitionsbereich einer partiellrekursiven Funktion ist. Sie heiflt rekursiv, wenn ihre charakte-
ristische Funktion y 4 rekursiv ist.

Definition 114 Eine Menge A C N™ oder A C (A*)™ heifit semientscheidbar, wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei Eingabe von a € N™ bzw. a € (A*)™ genau dann hilt, wenn a € A ist.
Sie heilt entscheidbar, wenn ihre charakteristische Funktion x4 berechenbar ist.

Nach der Churchschen These ist eine Menge genau dann semientscheidbar, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist, und genau dann entscheidbar, wenn sie rekursiv ist.

Fir den folgenden Satz benétigen wir die einstellige partielle zahlentheoretische Funktion
undef, die tiberall undefiniert ist:

undef: N 2% N mit  Def(undef) = 0.

Es gilt undef = (uK?). Daher ist undef partiellrekursiv.

Satz 54 Fir eine Menge A C NN sind die folgenden Aussagen dquivalent.
1. A ist rekursiv aufzdhlbar.
2. Es gibt ein zweistelliges primitivrekursives Pridikat P mit A = {z | \/ o P(z,y)}.

3. A ist die leere Menge O oder der Wertebereich einer einstelligen primitivrekursiven Funk-
tion.

4. A ist der Wertebereich einer einstelligen partiellrekursiven Funktion.

Beweis: 1. = 2.:  Sei A rekursiv aufzédhlbar. Dann gibt es eine einstellige partiellrekur-
sive Funktion f mit A = Def(f). Nach dem Normalformsatz von Kleene hat f(x) die Form
(U(uTy))(e,z). Also ist A =Def(f) = {z |V, enT1(e;2,y) = 0}. Sei P(z,y) : <= Ti(e,z,y) =
0. Dann folgt die Behauptung.

2. = 1.: Aus 2. folgt A= Def((nP)).
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2. = 3.: Es gelte 2. und sei A # (). Dann sei a € A beliebig gewihlt und

Flo ) = {x, wenn P(z,y)
a  sonst.
Dann ist f eine einstellige primitivrekursive Funktion und A der Wertebereich von f.
3.=4.: Wenn A = (), dann ist A Wertebereich der einstelligen partiellrekursiven Funktion
undef. Andernfalls ist die Behauptung trivial.
4. = 2.:  Sei A Wertebereich einer 1-stelligen partiellrekursiven Funktion f. Nach dem
Normalformsatz von Kleene hat f(z) die Form (U(uT}))(e, x). Fir z,y € N sei

R(z,y): < Ti(e,xz,y) =0A /\ Ty (e,x,u) > 0.
u<y

Dann ist R primitivrekursiv und fiir z,y € N gilt
R(z,y) <= y= (uT1)(e, ).

Fir w,z,y € N sei
Qw,z,y) : = R(z,y) Nw=U(y).

Dann ist @ ein dreistelliges primitivrekursives Pradikat und fiir w € IN gilt

weEA = \/w:f(m)
z€N

=V V= uh)eo)hw=U(y)

zeN yeN

= \/ \/ Q(w, z,y).

z€N yeN

Mit P(w, (z,y)) : <= Q(w,z,y) folgt 2. q.e.d.

Mit Hilfe der Tupelcodierung durch die Cantor’sche Paarfunktion bzw. mit Hilfe der Godeli-
sierung lasst sich der Satz sinngeméfl auf Teilmengen A von IN” oder von (A*)™ iibertragen. Da
diese Ubertragbarkeit generell fiir primitivrekursive, rekursive und partiellrekursive Funktionen,
fir rekursive und fiir rekursiv aufzdhlbare Mengen gilt, werden wir einige Resultate nur fiir die
Menge N formulieren ohne explizit anzumerken, dass sie sich einfach auf N™ und auf (A*)™
iibertragen lassen.

Eine Menge A C N ist genau dann rekursiv, wenn ihr Komplement N\ A rekursiv ist. Denn
xN\a = (S8 xa).

Im Gegensatz dazu ist das Komplement einer rekursiv aufzéhlbaren Menge im Allgemeinen
nicht rekursiv aufzdhlbar, wie wir spéater sehen werden. Es gilt

Satz 55 FEine Menge A C N ist genau dann rekursiv, wenn A und N\ A rekursiv aufzihlbar
sind.

Beweis:  =:  Sei A rekursiv. Dann ist x4 rekursiv und damit sind die einstelligen Funktio-
nen f:= (u(sg(xaP?))) und g := (u(xaP?)) partiellrekursiv und damit die Mengen A = Def(f)
und N\ A = Def(g) rekursiv aufzahlbar.
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<: Seien A und N\ A rekursiv aufzdhlbar. Nach dem letzten Satz gibt es dann zweistellige
primitivrekursive Pradikate P und @) mit

A={z|\/ Py}

yeN

N\A={z| \/ Qy)}

yeN

Fiir x,y € N sei
R(z,y) : <= P(z,y) vV Q(z,y).

/\ \/ R(z,y).

zeN yeN

Dann gilt

Also ist (uR) total, also rekursiv. Fiir z € N gilt xa(z) = xp(z, (uR)(x)). Daher ist auch x4
und damit A rekursiv. q.e.d.

Definition 115 Sei T eine Turingmaschine mit Bandalphabet ¥ und A C ¥\ {#}. Man sagt,
T akzeptiere ein Wort w € A*, wenn T bei Start mit der Konfiguration w# anhélt, d.h. nach

s
endlich vielen Schritten in den Haltezustand iibergeht. Die Berechnung, die T dabei ausfiihrt
heiflt akzeptierende Berechnung durch T fir w. Die von T' akzeptierte Sprache ist die Menge der
von T akzeptierten Worter.

Satz 56 FEine Sprache wird genau dann von einer Turingmaschine akzeptiert, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

Beweis: <«:  Sei L rekursiv aufzédhlbar. Dann ist L Definitionsbereich einer partiellrekur-
siven Funktion f. Daher wird f durch eine Turingmaschine 7" berechnet. Die Sprache L wird
dann von 7' akzeptiert.

=: Sei T eine Turingmaschine, die die Sprache L akzeptiert. Wenn T eine partielle Funktion
f berechnet, dann ist f partiellrekursiv und L der Definitionsbereich von f. Also ist L rekursiv
aufzahlbar.

Andernfalls konstruiert man aus T eine neue Turingmaschine 7", die die gleiche Sprache L
akzeptiert und eine partielle Funktion berechnet. Hierzu fliigt man ein neues Zeichen #’ zum
Bandalphabet hinzu und ersetzt jede Zeile q#bp durch die beiden Zeilen g#(#'b)p und g#'bp.
Sei T" die so entstandene Turingmaschine und 77 := T"#' R. q.e.d.

Definition 116 Eine Sprache L C A* heifit Ausgabesprache einer Turingmaschine T, wenn

L={veA | \/ u#=ro#}

uEA*

Satz 57 FEine Sprache ist genau dann Ausgabesprache einer Turingmaschine, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

Zum Beweis bemerkt man, dass jede rekursiv aufzdhlbare Sprache L der Wertebereich einer
partiellrekursiven Funktion ist. Diese Funktion wird von einer Turingmaschine berechnet und die
Ausgabesprache dieser Turingmaschine ist dann die Sprache L.
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Wenn umgekehrt L die Ausgabesprache einer Turingmaschine T ist, dann kann man 7" so zu
einer Turingmaschine 7" abandern, dass T’ dasselbe Ergebnis wie T liefert, wenn T ein Wort
aus A* liefert, und andernfalls nicht hélt. Die Turingmaschine 7" berechnet dann eine partielle
Funktion mit Wertebereich L. Daher ist L dann rekursiv aufzdhlbar.

Definition 117 Man sagt, eine Sprache L C A* werde von einer Turingmaschine T aufgezdhlt,
wenn es einen Zustand g von T gibt so, dass gilt

L={weA"|\/ #S#é}u#w#}.
q

uEA*

Satz 58 Fine Sprache wird genau dann von einer Turingmaschine aufgezdahlt, wenn sie rekursiv
aufzahlbar ist.

Satz 59 Fine Sprache ist genau dann Sprachschatz einer Grammatik, wenn sie rekursiv aufzdhl-
bar ist.

Allgemein ist eine von irgendeinem formalen System akzeptierte oder erzeugte Sprache immer
rekursiv aufzéhlbar (nach der Churchschen These).

2.12 Varianten von Turingmaschinen

Wir haben im Beweis der Turingberechenbarkeit der p-partiellrekursiven Funktionen bei allen
Berechnungen durch eine Turingmaschine die Felder links von den Eingabewortern nicht beriihrt.
Wir kénnen uns also auf ein einseitig (links) begrenztes Band beschrénken. Andererseits kann
man den Begriff der Turingmaschine erweitern.

Die folgenden Maschinen koénnen einander gegenseitig simulieren

o Turingmaschinen (mit beidseitig unbegrenztem Band)
e Turingmaschinen mit einseitig begrenztem Band

e Turingmaschinen mit mehreren Bandern

e Turingmaschinen mit mehreren Képfen

o Turingmaschinen mit mehrdimensionalen Béndern

sowie alle Kombinationen dieser Erweiterungen.

2.12.1 Nichtdeterministische Turingmaschinen

Die bisher definierten Turingmaschinen werden auch deterministische Turingmaschinen genannt,
da fiir jede Konfiguration der néchste Berechnungsschritt eindeutig festgelegt ist und damit zu
jeder Anfangskonfiguration die gesamte Berechnung eindeutig bestimmt (determiniert) ist. Bei
einer nichtdeterministischen Turingmaschine hat die Maschine bei jedem Berechnungsschritt die
Wahl zwischen endlich vielen Wahlmoglichkeiten.

Definition 118 Eine nichtdeterministische Turingmaschine ist ein Quintupel (Q,%,S, H, A)
mit

1.—4. wie fiir (deterministische) Turingmaschinen
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5. Ubergangsrelation A C (Q\ {H}) x ¥ x B x (Q\ {S}).

Eine Zeile einer solchen nichtdeterministischen Turingmaschine ist dann ¢ a b p mit
(g,a,b,p) € A. Hier konnen auf eine Konfiguration null, ein oder mehr Zeilen anwendbar sein.
Entsprechend kann es zu einer Anfangskonfiguration mehrere verschiedene mégliche Berechnun-
gen geben.

Definition 119 Man sagt, eine nichtdeterministische Turingmaschine T" akzeptiere ein Wort w,
wenn es eine akzeptierende Berechnung durch T fir w gibt. Die von T akzeptierte Sprache ist
die Menge der von T akzeptierten Worter.

Man kann jede nichtdeterministische Turingmaschine durch eine deterministische Turing-
maschine in dem Sinne ,simulieren®, dass man etwa mit breadth first search alle moglichen
Berechnungen der nichtdeterministischen Turingmaschine nachvollzieht — &hnlich, wie wir dies
fiir Grammatiken gemacht haben. Insbesondere gilt daher

Satz 60 Jede von einer nichtdeterministischen Turingmaschine akzeptierte Sprache ist rekursiv
aufzahlbar.

Die Simulation kann aber sehr viel langer werden als die urspriingliche Berechnung. Wenn
zum Beispiel die nichtdeterministische Turingmaschine bei jeder Konfiguration 2 Wahlmoglich-
keiten hat und die Berechnung die Lange n hat, so muss man schlimmstenfalls 2 Berechnungen
durchsuchen.

2.13 Universelle Turingmaschinen

Fiir eine Turingmaschine T sei die Gédelnummer "1 von T die Gédelnummer des zu T zuge-
ordneten Kalkiils.
Sei h die universelle partiellrekursive Funktion (U(uT7)) vom Normalformsatz von Kleene.
Dann gilt
Wenn eine Turingmaschine T eine partiellrekursive Funktion f: N Pt N berechnet,
dann gilt fiir alle z € N

h("T7,z), wenn dies definiert ist
f(z) = .
undefiniert sonst.

Da h partiellrekursiv ist, gibt es eine Turingmaschine, die A berechnet. Diese Turingmaschine
heifit universelle Turingmaschine, da sie zur Berechnung jeder beliebigen partiellrekursiven Funk-
tion f verwendet werden kann. Gibt man ihr ndmlich als Eingaben die beiden Zahlen "7 und
x, wobei T wie oben sei, dann berechnet sie daraus f(x), sofern es existiert, und hélt andernfalls
nicht.

Man kennt &hnliche universelle Maschinen auch fiir Programmiersprachen. Dort versteht man
unter einem Interpreter fiir eine Programmiersprache ein Computerprogramm, das zu einem
beliebigen Programm in der Programmiersprache und zu einer beliebigen Eingabe die zugehorige
Ausgabe berechnet. Man kann einen Interpreter in derselben Programmiersprache schreiben oder
in einer anderen.
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2.14 Unentscheidbare Probleme

2.14.1 Das Halteproblem fiir Turingmaschinen

Halteproblem: Gegeben eine Turingmaschine 7" und eine Eingabe z. Frage: Halt T bei Ein-
gabe x?

Wir fragen danach, ob das Halteproblem fiir Turingmaschinen entscheidbar ist. Den Begriff
der Entscheidbarkeit hatten wir definiert fiir Mengen von Tupeln von natiirlichen Zahlen oder
von Wortern. Wir miissen also eine Turingmaschine durch eine natiirliche Zahl oder durch ein
Wort darstellen. Hierzu bietet sich die Godelisierung an. Wir geben also die Turingmaschine
durch Angabe ihrer Godelnummer g und wir fragen danach, ob g die Godelnummer (GN) einer
Turingmaschine (TM) ist, die bei (der Eingabe) z € IN héilt. Wir definieren daher

H :={(g,z) | g ist GN einer TM, die bei z halt}.

Satz 61 H ist rekursiv aufzdihlbar.

Beweis:  Die universelle Turingmaschine hilt bei Eingabe (g, z) genau dann, wenn g Godel-
nummer einer Turingmaschine ist, die bei Eingabe x hélt. Daher akzeptiert sie die Menge H.
Daher ist H rekursiv aufzahlbar. q.e.d.

Folgerung: Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist semientscheidbar.

Satz 62 H ist nicht rekursiv.

Beweis: ~ Wir verwenden das Cantor’sche Diagonalverfahren. Die Diagonale D von H ist
gegeben durch
D :={g| g ist GN einer TM, die bei g hélt}.

Angenommen, H wire rekursiv. Dann wére auch D rekursiv und damit
N\ D = {g| g ist nicht GN einer TM, die bei g hélt}
rekursiv aufzéhlbar und daher die von einer TM S akzeptierte Menge. Also

/\ (S hilt bei g <= g ist nicht GN einer TM, die bei g halt).
geN

Fiir g := "S5 bedeutet dies
S halt bei TS7 <= S hélt nicht bei "S™.

Dies ist ein Widerspruch. q.e.d.
Aus diesen beiden Sétzen und der Churchschen These folgt

Folgerung: Das Halteproblem fiir Turingmaschinen ist semientscheidbar, aber unentscheidbar.

Es gilt sogar
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Folgerung Es gibt eine Turingmaschine, deren akzeptierte Sprache unentscheidbar ist (z.B.
die universelle Turingmaschine)

Beispiel 70
fiir eine Menge, die rekursiv aufzéhlbar, aber nicht rekursiv ist: die Menge H.

2.14.2 Terminierung von Computerprogrammen

Definition 120 Eine Programmiersprache heifit universell, wenn sich darin jede partiellrekur-
sive Funktion durch ein Programm implementieren lésst.

Zu den universellen Programmiersprachen gehoren alle géngigen allgemeinen Programmier-
sprachen wie C, Lisp, Prolog, Smalltalk, usw. Nicht dazu gehoren einige spezialisierte Sprachen,
z.B. einige Datenbanksprachen und die Macro-Sprachen einiger Texteditoren.

Das Cantor’sche Diagonalverfahren lasst sich auch auf jede universelle Programmiersprache
anwenden. So kann ein Programm P, das einen String einliest, auch sich selbst einlesen. Wir
definieren

P ist selbstterminierend : <= P terminiert bei Eingabe P

Fiir eine universelle Programmiersprache gilt

Satz 63 Die Terminierung von Programmen ist unentscheidbar.

Denn andernfalls wére nach der Churchschen These die Menge der terminierenden Paare
(Programm, Eingabe) rekursiv. Da die Programmiersprache universell ist, gibe es dann ein Pro-
gramm, das feststellen kann, ob ein beliebig gegebenes Programm bei einem beliebig gegebenen
Eingabewort terminiert. Dann kénnte man aber auch ein Programm P, schreiben, das das Fol-
gende tut.

Lies P.
Wenn P selbstterminierend ist, dann gehe in eine Endlosschleife.
Andernfalls brich ab.

Dann gélte

Py ist selbstterminierend <= P, terminiert bei der Eingabe Py
<= P, ist nicht selbstterminierend

Dies wére ein Widerspruch.

2.14.3 Weitere unentscheidbare Probleme
Die folgenden Probleme sind unentscheidbar
o Allgemeingiiltigkeit préadikatenlogischer Formeln
e Terminierung von Computerprogrammen
e Korrektheit von Computerprogrammen
e Frage, ob ein gegebenes Wort im Sprachschatz einer gegebenen Grammatik liegt

Es gibt
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Turingmaschinen mit unentscheidbarer akzeptierter Sprache
Turingmaschinen mit unentscheidbarer erzeugter Sprache
Grammatiken mit unentscheidbarem Sprachschatz

Computerprogramme, von denen nicht entscheidbar ist, fiir welche Eingaben sie terminieren
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Kapitel 3

Komplexitatstheorie

3.1 Einleitung

Die Komplezitdtstheorie befasst sich mit dem Resourcenverbrauch von Algorithmen. Die wichtigs-
ten Resourcen sind Zeit (engl. time) und Speicherplatz (engl. space). Entsprechend unterscheidet
man zwischen Zeit- und Speicherplatzkomplexitait.

Man interessiert sich insbesondere dafiir, wie schnell der Resourcenverbrauch mit der Grofie
des Problems ansteigt. Hierzu verwendet man die Landausymbole O und o. Wenn f: N — R,
dann ist

Of) ={g: N=>N| \/ \/ A g(n)<c-f(n)}

ceER* no€EN n>ng

off)={g:N=N| A\ \/ A gn)<c-fn)}

ceRT ngeNn>ng

Statt g € O(f) schreibt man meistens g(n) = O(f(n)) und statt g € o(f) meistens g(n) =

o(f(n)).

Beispiel 71

Xn:k = 0(n?)
k=1
Z% = O(logn)

k=1

Bei O(logn) braucht man die Basis des Logarithmus nicht anzugeben, da es bei den Landau-
symbolen auf einen konstanten Faktor nicht ankommt und da

log, n =log, b -log,n
ist.
Man unterscheidet weiter zwischen dem Anwachsen der Resourcen im schliimmsten Fall (engl.

worst case), im Mittel (engl. average case) und im besten Fall (engl. best case).
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Beispiel 72
Algorithmus zum Suchen eines Elementes = in einer sortierten Liste von n Elementen.

1. Vergleiche z mit dem Element y in der Mitte der Liste.
2. Wenn z < y, suche in der Teilliste vor y.
3. Wenn z = y, Element gefunden.
4. Wenn x > y, suche in der Teilliste hinter y.
Dieser rekursiv definierte Algorithmus hat Zeitkomplexitat
e O(logn) im schlimmsten Fall
o O(logn) im Mittel
e O(1) im besten Fall.

und Speicherplatzkomplexitidt O(n).

Beispiel 73
Der Algorithmus Quicksort zum Sortieren einer Liste von n Elementen hat Zeitkomplexitét

e O(n?) im schlimmsten Fall
e O(n-logn) im Mittel

Offenbar hingen Zeitkomplexitit und Speicherplatzkomplexitit eines Algorithmus vom Ma-
schinenmodell ab. Es gibt Probleme, die sich mit einer (Einband-)Turingmaschine nur mit Zeit-
komplexitdt O(n?), aber mit einer Mehrband-Turingmaschine mit Zeitkomplexitit O(n) 16sen
lassen.

Man sagt, ein Algorithmus habe polynomielle Zeitkomplexitdt, wenn es ein Polynom p gibt
so, dass die Rechenzeit bei Eingabe eines Wortes einer Lange n hochstens p(n) betragt.

Wenn ein Algorithmus in einem der bekannten Maschinenmodelle polynomielle Zeitkomple-
xitdt hat, dann hat er auch auf einer geeigneten Turingmaschine polynomielle Zeitkomplexitét.

Denn die Realisierung eines Algorithmus in einem Maschinenmodell ldsst sich durch eine
Turingmaschine polynomiell simulieren, d.h. es gibt ein Polynom q so, dass, wenn der Algorithmus
im Maschinenmodell eine Zeit ¢ benotigt, die Turingmaschine eine Zeit < ¢(t) benotigt. Wenn der
Algorithmus im Maschinenmodell eine Zeit < p(n) benotigt, dann benétigt die Turingmaschine
eine Zeit < ¢(p(n)). Und fiir zwei Polynome p und ¢ ist auch ¢ o p ein Polynom.

3.2 Pund NP

Definition 121 FEine deterministische oder nichtdeterministische Turingmaschine T' akzeptiert
eine Sprache L C A* in polynomieller Zeit, wenn es ein Polynom p gibt so, dass gilt

1. T akzeptiert jedes Wort w € L in hochstens p(|w|) Berechnungsschritten.
2. T akzeptiert kein Wort aus A*\ L.

Definition 122

e P ist die Klasse aller Sprachen, die in polynomieller Zeit von einer deterministischen Tu-
ringmaschine akzeptiert werden.
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e NP ist die Klasse aller Sprachen, die in polynomieller Zeit von einer nichtdeterministischen
Turingmaschine akzeptiert werden.

Definition 123 Unter einem nichideterministischen Algorithmus versteht man ein formalisier-
bares Rechenverfahren, bei dem — im Gegensatz zum (deterministischen) Algorithmus — bei
jedem Berechnungsschritt noch eine Wahl zwischen mehreren Moglichkeiten offengelassen werden
darf.

Definition 124 Sei A ein nichtdeterministischer Algorithmus.
o A akzeptiert ein Wort w, wenn es flir A eine haltende Berechnung bei Eingabe w gibt.
e Die von A akzeptierte Sprache ist die Menge der von A akzeptierten Worter.

e A akzeptiert eine Sprache L C A* in polynomieller Zeit, wenn es ein Polynom p gibt so,
dass gilt

1. A akzeptiert jedes Wort w € L in hochstens p(|w|) Berechnungsschritten.
2. A akzeptiert kein Wort aus A* \ L.

Eine Sprache L ist genau dann in P, wenn es einen (deterministischen) Algorithmus gibt, der
von einem Wort in polynomieller Zeit entscheiden kann, ob es in L ist.

Eine Sprache L ist genau dann in N P, wenn sie von einem nichtdeterministischen Algorithmus
in polynomieller Zeit akzeptiert wird.

Beispiel 74
o {a"V"|neN}eP.

o {dn#dj#tdp | n, 5,k e NAV, o <t < kAtn)} € NP, wobei d,, die Dezimaldarstellung
von n sei fiir n € N.

Z.B. ist das Wort 38#417#20 in dieser Menge, da 19|38 und 17 < 19 < 20 ist.
Eine Sprache kann man auch als Problem formulieren. Im letzten Beispiel:
Gegeben n, j, k € N. Frage: Gibt es ein t € N mit j <t < k und t|n.

Man sagt auch, dieses Problem sei ein N P-Problem. Falls es auch ein P-Problem ist, dann ist
Primfaktorzerlegung in polynomieller Zeit moglich. Bis heute weifl man nicht, ob Primfaktorzer-
legung in polynomieller Zeit moglich ist.

Es gilt P C NP.

3.3 Das P = NP-Problem

Das wohl bekannteste bisher ungeloste Problem der Informatik ist das
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P = NP-Problem: Gilt P= NP?

Man weif} bis heute nicht, ob die Antwort auf diese Frage ,,ja“ oder ,nein“ ist. Eine Antwort
»ja* wiirde bedeuten, dass eine ganze Reihe von schwierigen Problemen der Informatik, dar-
unter das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik und das Problem des Handelsreisenden, in
polynomieller Zeit losbar wéren, dass es dafiir also (einigermaflen) effiziente Algorithmen gébe.
Bisher hat man aber fiir keines dieser Probleme einen in polynomieller Zeit terminierenden Algo-
rithmus gefunden. Daher vermuten die meisten Informatiker, dass es einen solchen Algorithmus
nicht gibt, dass also P # N P ist. Andererseits konnte man trotz intensivster Bemiihungen bisher
keinen Beweis dafiir finden, dass P # NP ist.

3.4 Das Erfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik

Gegeben seien abzéahlbar unendlich viele Zeichen Uy, Us, ..., genannt Aussagenvariable.

Definition 125 (Induktive Definition der Formeln)
1. Jede Aussagenvariable U ist eine Formel.
2. Ist F eine Formel, dann ist auch —F eine Formel.

3. Sind F und G Formeln, dann sind auch (F A G) und (F V G) Formeln.

Definition 126 Eine Belegung einer Formel F' ist eine Abbildung i von der Menge der in F
auftretenden Aussagenvariablen in die Menge der Wahrheitswerte {w, f}.

Definition 127 Der Wahrheitswert iF' einer Formel F' bei einer Belegung i ist definiert durch
1. U :=4(U)

9 P — w, wenn i = f
f  sonst

w, wenn iF =w und iG = w

f  sonst

3. i(FAG):= {

w, wenn iF = w oder iG = w

4. i(FVG):= {

[ sonst
Definition 128 Ein Modell einer Formel F ist eine Belegung i mit ¢F = w. Eine Formel heifit

erfillbar, wenn sie ein Modell hat.

Jede Formel kann als Wort tiber A :={U,,...,9,(,), A, V} geschrieben werden.

Satz 64 Es gibt eine Turingmaschine, die zu einem Wort F € A* der Linge n in O(2™) Schritten
entscheiden kann, ob F' eine erfillbare Formel ist.

Dies geht mit dem folgenden Algorithmus:

1. Wenn F' nicht Formel, dann brich ab mit ‘nein’.
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2. Suche Modell von F.

3. Gib aus, ob Modell gefunden.

Schritt 1 geht in polynomieller Zeit. "
F hat hochstens "TH Aussagenvariable und daher hochstens 2“2~ Belegungen. Uberpriifung, ob

Belegung Modell ist, geht in polynomiell vielen Schritten und daher in Zeit 0(2%1). Also geht
Schritt 2 in Zeit O(2").

Schritt 3 geht in Zeit O(1).

Insgesamt braucht der Algorithmus also eine Zeit O(2").

Es ist nicht schwierig (aber recht mithsam) diesen Algorithmus in Form einer (deterministischen)
Turingmaschine zu formulieren, die zu einem Wort F' € A* der Linge n in O(2") Schritten
entscheiden kann, ob F' eine erfiillbare Formel ist.

Satz 65 Die Menge der erfillbaren Formeln liegt in N P.
Denn der nichtdeterministische Algorithmus
1. Wenn F' nicht Formel, halte nicht.
2. Rate eine Belegung 7 von F.

3. Wenn i Modell von F'; dann halte, sonst halte nicht.

akzeptiert die Menge der erfiillbaren Formeln in polynomieller Zeit. Dieser nichtdeterministische
Algorithmus lasst sich auch als nichtdeterministische Turingmaschine formulieren.

3.5 NP-Vollstandigkeit

Definition 129 Eine totale Funktion f: A* — A* heiflt polynomialzeitberechenbar, wenn es
eine (deterministische) Turingmaschine 7' und ein Polynom p gibt so, dass gilt

1. T berechnet f.

2. Wenn w € A* und |w| = n, dann hat die Berechnung durch T' bei Eingabe w hochstens
p(n) Schritte.

Definition 130 Eine Sprache L’ C A* ist auf eine Sprache L C A* polynomialzeitreduzierbar
(in Zeichen L’ <, L), wenn es eine polynomialzeitberechenbare Funktion f gibt so, dass fiir alle
w € A* gilt

we Ll < f(w) € L.

Satz 66 L, Sp Lo A Lo Sp L3 = Ly Sp Ls.
Satz 67 Lc PANL <,L=— L' € P.
Dasselbe gilt fiir NP.

Definition 131 FEine Sprache L ist N P-hart, wenn jede Sprache aus NP auf L polynomialzeit-
reduzierbar ist. L ist N P-vollstdndig, wenn L € NP ist und L N P-hart ist.

Satz 68 Wenn eine N P-vollstandige Sprache in P liegt, dann ist P = NP.

Beweis:  Sei L € P NP-vollstdndig und L’ € NP. Dann ist L’ <, L und daher nach dem
letzten Satz L' € P. q.e.d.
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3.6 N P-Vollstandigkeit von SAT

Definition 132
e Ein Literal ist eine Aussagenvariable U oder die Negation —U einer Aussagenvariablen.
e Eine Klausel ist eine Disjunktion L; V ---V Lj von Literalen.

o Eine konjunktive Normalform (KNF') ist eine Konjunktion von Klauseln:
(L1 V-V Lig ) A= A(Lj1 V-V Ljg,)
Definition 133 SAT ist die Menge der erfiillbaren KNFen.
Lemma 21 SAT € NP.

Lemma 22 SAT ist NP-hart.

Beweis:  (Nur Idee): Sei L € NP. Zu zeigen: L <, SAT.

Es gibt eine nichtdeterministische Turingmaschine 7', die L in polynomieller Zeit akzeptiert.
Jedes w € L wird in hochstens p(n) Schritten akzeptiert (n := |w]).
Wir repréasentieren eine Berechnung B durch T als Belegung 1.
Wir ordnen jeder moglichen Eingabe w eine aussagenlogische Formel F' = f(w) zu so, dass gilt

i ist Modell von f(w)
<= B ist Berechnung durch T fiir Eingabe w in hochstens p(n) Schritten

(wobei n := |w]|). Hierzu betrachten wir alle Zeitpunkte ¢, alle Felder f (Feld 0 ist das Feld, das
am Anfang der Berechnung das Arbeitsfeld war, links davon die Felder mit negativer Nummer
f und rechts die Felder mit positiver Nummer f), alle Zustidnde und alle Zeichen, die in einer
Berechnung mit Eingabe w eine Rolle spielen kénnen. Es sind dies

o tZeit (0 <t < p(n))

« fFeld (=p(n) < f < p(n))

o ¢ Zustand (alle Zustéande der Turinmaschine)
o 2z Zeichen (alle Zeichen des Bandalphabets)

Fiir jedes dieser t, f, ¢ und z fithren wir die folgenden Aussagenvariablen ein, denen wir uns, falls
eine Berechnung vorliegt, jeweils die hinter dem Doppelpunkt stehende Aussage als Bedeutung
zugeordnet denken.

o Quq: Zur Zeit t ist der Zustand g.

o Ayp: Zur Zeit ¢ ist Feld f das Arbeitsfeld.

o Zyipn: Lur Zeit t steht auf Feld f das Zeichen z.
Man kann dann die Aussage

Es liegt eine Berechnung vor, die w in hochstens p(n) Schritten akzeptiert
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als KNF F formulieren, die genau dann erfiillbar ist, wenn eine solche Berechnung existiert.
w € L < F € SAT.

Wenn zum Beispiel p a b g die einzige Zeile ist, die mit p a beginnt, dann kénnte man diese Zeile
durch die folgenden Implikationen ausdriicken.

Qip NAvy N Zya — Qisi1q
Qip NAvy N Zypq — Aryry
Qip NAtg NZipa = Zit1,fh
Qip NAgy NZyga NZipra = Zyg1, 1 0 (f' # 1)

Fiir jedes zulassige t, p, f, f' und z hat man eine solche Implikation. Jede dieser Implikationen
lasst sich wieder als Klausel schreiben, zum Beispiel die erste Implikation als

jCztp \4 “Atf \4 “tha \ Qt+1,q-

Entsprechend bekommt man auch Klauseln fiir alle anderen Zeilen der nichtdeterministischen
Turingmaschine T'. Zusétzlich zu den Klauseln, die den Zeilen der Turingmaschine entsprechen
und die die Abarbeitung durch die Turingmaschine beschreiben, muss man noch Klauseln ange-
ben, die ausdriicken, dass die Turingmaschine mit dem Wort w im Anfangszustand startet und
dass sie sich nach hochstens p(n) Schritten im Haltezustand befindet. Man muss auch explizit
angeben, dass eine Turingmaschine nicht gleichzeitig in zwei Zustédnden sein kann und dass nicht
auf einem Feld gleichzeitig zwei Zeichen stehen diirfen.

Die sich schliefllich ergebende Formel F' ist zwar recht kompliziert hinzuschreiben, aber ih-
re Lange ist hochstens ein Polynom von der Linge n der Eingabe w der Turingmaschine 7.
Dartiberhinaus lésst sie sich aus w in polynomieller Zeit berechnen (auch mit einer determinis-
tischen Turingmaschine, obwohl es sehr aufwendig wére diese Turingmaschine hinzuschreiben).

Es gilt also: f : w — F' ist polynomialzeitberechenbar. Also ist L <, SAT. Da dies fiir jede
Sprache L € NP gilt, ist SAT N P-hart. q.e.d.

Satz 69 SAT ist NP-vollstindig.

3.7 Nachweis der N P-Vollstandigkeit einer Sprache durch
Polynomialzeitreduktion

Wir haben gesehen, dass es recht aufwendig ist von einer Sprache nachzuweisen, dass sie N P-
vollstdndig ist. Wenn man aber bereits von einer Sprache L weif}, dass sie N P-vollstdndig ist,
dann kann man dieses Wissen dazu verwenden auch die N P-Vollstandigkeit anderer Sprachen
nachzuweisen. Hierzu verwendet man den folgenden Satz.

Satz 70 Sei L NP-volistindig, L' € NP und L <, L'. Dann ist L' NP-vollstandig.

Beweis: Da L’ € NP vorausgesetzt wurde, ist noch zu zeigen, dass L’ N P-hart ist, d.h. dass
jede Sprache L aus NP auf L' polynomialzeitreduzierbar ist. Hierzu nehmen wir an L” € NP.
Da L N P-vollstandig ist, gilt L” <,, L. Nach Voraussetzung ist L <, L’. Wegen der Transitivitéit
von <, ist daher L” <, L'. q.e.d.

Hieraus ergibt sich die folgende
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Methode zum Nachweis der N P-Vollstiandigkeit einer Sprache: Um zu zeigen, dass eine
Sprache L' N P-vollstandig ist, zeigt man, dass L’ € N P ist und dass irgendeine bekanntermaflen
N P-vollstandige Sprache L auf L’ polynomialzeitreduzierbar ist.

Beispiel 75 (Das Cliquenproblem)
Gegeben ein ungerichteter Graph G und n € N. Frage: Gibt es einen vollstdndigen Teilgraphen
(‘Clique’) von G mit n Ecken?

Man kann zu jeder KNF F' sehr leicht einen Graphen GG und eine natiirliche Zahl n angeben
so, dass F' genau dann erfiillbar ist, wenn es in G eine Clique aus n Ecken gibt (hier ohne Beweis).
Die Berechnung von G und n aus F' geht in Polynomialzeit.

SAT ist also polynomialzeitreduzierbar auf das Cliquenproblem. Daher ist auch das Cliquen-
problem N P-vollstandig.

Weitere NP-vollstdndige Probleme:

e Problem des Handelsreisenden

e Rucksackproblem

Wenn eines dieser Probleme in P ist, dann sind alle NP-vollstdndigen Probleme (und iiberhaupt
alle N P-Probleme) in P.

3.8 Kryptologie

Die Kryptologie ist die Theorie der Verschliisselung von Nachrichten. Es gibt verschiedene Ver-
fahren der Verschliisselung. Hier soll nur eine Klasse von Verfahren kurz erwéhnt werden.

Public Key-Systeme:

Dabei handelt es sich um ein Verfahren, bei dem zwei Schliissel verwendet werden. Es wird also
(im Gegensatz zu den symmetrischen Verschliisselungsverfahren) zur Entschliisselung ein ande-
rer Schliissel verwendet als zur Verschliisselung. Einer der beiden Schliissel ist 6ffentlich, d.h.
er wird offentlich bekanntgegeben. Der andere Schliissel ist privat und wird geheim gehalten.
Man kann ein Public-Key-System verwenden um eine Nachricht als Geheimnachricht zu ver-
schliisseln so, dass nur ein einziger Empféanger sie wieder entschliisseln kann. Man kann sie aber
auch verwenden um eine nicht geheime Nachricht zu autentifizieren, d.h. mit einer falschungs-
sicheren elektronischen Unterschrift zu versehen. Entsprechend des Verwendungszwecks werden
die Schliissel folgendermafien angewendet.

o oOffentlicher Schliissel des Empféngers zur Verschliisselung

o privater Schliissel des Empféngers zur Entschliisselung
(fiir Geheimnachricht) oder

o privater Schliissel des Absenders zur Verschliisselung

o Offentlicher Schliissel des Absenders zur Entschlisselung

(fiir autentifizierte Nachricht).

Damit die notwendige Sicherheit gewéhrleistet ist, muss die Berechnung des privaten Schliissels
aus dem oOffentlichen einen hohen Rechenaufwand erfordern.

Z.B.: Privater Schliissel: 2 Primzahlen, offentlicher Schliissel: Das Produkt dieser Primzahlen.
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Steganographie: Verstecken einer verschliisselten Nachricht in einer unverfinglichen Nach-
richt (z.B. Bilddatei oder Tondatei) so, dass nur mit hohem Rechenaufwand feststellbar ist, dass
eine Nachricht versteckt ist.

142



Kapitel 4
Formale Semantik

Die Semantik ist die Lehre von der Bedeutung. Bei der Semantik von Programmiersprachen
unterscheidet man zwischen deklarativer oder denotationeller Semantik und prozeduraler oder
operationaler Semantik. Erstere befasst sich mit der Wirkung eines Programms als Ganzes, letz-
tere mit der Art und Weise, wie ein Programm in einzelnen Schritten abgearbeitet wird.

4.1 Semantik in der logischen Programmierung

Deklarative Semantik wird in der logischen Programmierung durch den Begriff der korrekten
Antwortsubstitution und den Begriff des kleinsten Herbrandmodells gegeben.

Bei definiten Klauseln (=Hornklauseln) ist 8 eine korrekte Antwortsubstitution fiir ein Pro-
gramm P und eine Zielklausel < Aq, ..., A; genau dann, wenn

P EV[(AL A A Ag)b).

Eine Herbrandinterpretation ist eine Interpretation, deren Individuenbereich die Menge der
Grundterme ist und die jeden Grundterm durch sich selbst interpretiert. Eine Herbrandinterpre-
tation ist eindeutig bestimmt durch Angabe der Menge der in dieser Interpretation geltenden
Grundatomformeln. Es wird daher oft mit dieser Menge identifiziert. Insbesondere sagt man,
eine Herbrandinterpretation I sei kleiner als eine andere J, wenn jede in I geltende Grunda-
tomformel auch in J gilt. Ein Herbrandmodell einer Formel ist eine Herbrandinterpretation, die
Modell dieser Formel ist.

Kleinstes Herbrandmodell Mp von P ist die Menge der Grundatomformeln, die semantisch
aus P folgen.

Prozedurale Semantik: Fiir eine Herbrandinterpretation I sei Tp(I) die Menge der Grun-
datomformeln, die sich mit P in einem Schritt aus Formeln aus I ableiten lassen.

Aquivalenz von deklarativer und prozeduraler Semantik: Mp ist der kleinste Fixpunkt
von T'p.

Bei nichtdefiniten Klauseln
comp(P) = V[(A1 A -+ A Ag)O).

comp(P) ist die Clarksche Vervollstindigung von P.
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7Z.B. Programm P:

p(y) < q(y), ~r(a,y)
p(f(2)) < —q(2)
p(b) +

Dann ist comp(P) die Formel

VY (p(z) < 3y(z =y Aq(y) A—r(a,y))
V3z(z = f(2) A q(2))
V= b)
A Gleichheitstheorie.

4.2 Andere Programmiersprachen

Generell zeichnen sich deklarative Programmiersprachen durch eine klarere einfacher iiberschau-
bare Semantik aus als etwa prozedurale oder auf while-Schleifen oder gar auf goto-Anweisungen
aufgebaute Programmiersprachen. Deklarative Programmierung ist etwa logische Programmie-
rung oder funktionale Programmierung.

4.2.1 Funktionale Programmierung

Hier sind Programme aufgebaut aus Funktionen, die als mathematische Funktionen interpretiert
werden konnen.

Kombinatoren sind solche Funktionen. Meist wird der A-Kalkiil verwendet. A-Ausdriicke be-
zeichnen mathematische Funktionen.

4.2.2 While-Programme

Variablen konnen Werte haben. Zu jedem Zeitpunkt liegt eine Interpretation im Sinne der Préadi-
katenlogik erster Stufe vor. Sie wird hier ein Zustand z genannt.

z[a]z’ bedeutet, dass das Programm « den Zustand z in den Zustand 2’ iiberfiihrt.

t, sei der Wert eines Terms ¢ im Zustand z.

2(X/w) sei wie Zustand z, nur dass Variable X den Wert w hat.

€ sei das leere Programm

Denotationelle Semantik
o z[e]z —= z=27
o 2[X :=1t]7 = ' =z2(X/t,)

o z[if B then § else v end]z’ <= (B gilt in z und z[3]z’) oder (B gilt in z nicht und

1)
o z[while B do 8 end]z’ <= es gibt Zusténde zo, ..., 2z, mit
— Z =2

— Bgilt in z; und z;[8]zi41 flr i =0,...,n—1
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— B gilt nicht in z,
—zp =2
o 2[Ay... A ]Z < es gibt Zustinde 2, ..., z, mit

— Z =2
= zi[Air1]zit

— 2z, =2

Operationale Semantik ordnet einem Programm und einem Zustand den Rest des Pro-
gramms nach Abarbeitung eines Schrittes und den dann erreichten Zustand zu. Sie ist dquivalent
zur denotationalen Semantik.

Hoarscher Kalkiil Wenn ¢ und ¢ pradikatenlogische Formeln sind und « ein Programm ist,
dann bedeutet {¢}af{1}, dass, wenn vor Abarbeitung des Programms « die Formel ¢ gilt, dann
nach Abarbeitung des Programms « die Formel v gilt. Der Hoarsche Kalkiil gibt Regeln an um
Aussagen der Form {¢}a{1} abzuleiten.
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