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Aufgabe 2 Nach Voraussetzung gibt es eine bijektive Funktion f: {1,...,n+1} — A.
(a) Esist f(1) € A und daher A nicht leer.

(b) Sei z € A. Da f bijektiv ist, ist es insbesondere surjektiv. Also existiert ein k €
{1,...,n+ 1} mit f(k) = x. Definiere g : {1,...,n} — A\ {z} wie folgt.

L)) wenn j < k
ai) = {f(] +1) sonst.

Dann ist ¢ bijektiv. Also ist A\ {z} eine n-elementige Menge.

Aufgabe 3 A Menge von 6 Apfeln ay,...,aq, d.h. es gibt eine bijektive Funktion f :
{1,...,6} — A. Ein Apfel a; wird entfernt. Es bleiben 5 Apfel iibrig, d.h. es gibt eine
bijektive Funktion ¢ : {1,...,5} — A\ {ax}. Nach der Definition von Aufgabe 2 ist g
die Funktion 1 +— ay, ...,k —1— ax_1, kK — ary1, ..., D — ag.

Aufgabe 4 ¢(y) := f(y) fir y € A\ {=}.

Aufgabe 5 Aussageform P[n|, wobei n fiir eine nattirliche Zahl steht:

Fir alle natiirliche Zahlen m mit m < n und fiir alle n-elementigen Mengen
A und alle m-elementigen Mengen B gilt: Es gibt keine injektive Abbildung
f:A— B.

Induktionsanfang n = 0: P[0] ist trivial, da es keine natiirliche Zahl m mit m < n gibt.
Induktionsvoraussetzung Es gelte P[n].

Induktionsbehauptung Es gilt auch P[n + 1].
Beweis: Sei m < n + 1, sei A eine (n + 1)-elementige Menge und sei B eine m-
elementige Menge. Angenommen, es gabe eine injektive Abbildung f : A — B.
Nach Aufgabe 2a géibe es dann ein x € A und nach Aufgabe 2b wire B\{f(z)} eine
(m—1)-elmentige Menge. Sei g : A\{z} — B\{f(z)} definiert durch g(y) := f(y).
Dann ist g injektiv im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung.

Aufgabe 6
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Aufgabe 1 {0, {2},{3},{4},{2,3},{2,4},{3,4},{2,3,4}}
{0,{(2,3)},{(4,5)},{(2,3), (4,5)} }.
Aufgabe 2 Seien A, B, C' Mengen.

(a) Sei A = B. Fiir jede Menge M sei FM die Aussage Vr(z € A < x € M). Dann
gilt FA. Nach dem zweiten Gleichheitsaxiom gilt A = B = (FA = FB) und
daher auch F'B.

(b) Nach dem Paarmengenaxiom ist {A, A}, also {A} eine Menge.

(c) Nach dem Paarmengenaxiom ist {A, B} eine Menge. Daher ist nach dem Vereini-
gungsmengenaxiom | J{A, B} eine Menge. Es gilt

A, B ={z| \/ zeX}={z] \ re€X}={x|zeAvz e B} = AUB
Xe{A,B} Xe{Y|Y=AVY=B}

. Also ist AU B eine Menge.

(d) Nach (b) ist {A} eine Menge und nach dem Paarmengenaxiom ist {B,C} ei-
ne Menge. Daher ist nach dem Paarmengenaxiom auch {{A},{B,C}} eine Men-
ge und folglich nach dem Vereinigungsmengenaxiom auch (J{{A}, {B,C}}, also
{A,B,C}.

Aufgabe 3
(a) N
(b) Z
() Q
(d) Der abgeschlossene Vollwiirfel (Inneres+Rand).
)

(e) Rotationshyperboloid zur Rotation der Geraden h um die Gerade g.

Aufgabe 4 Die von diesem Erzeugungssystem erzeugte Menge (die Menge der herleit-
baren Objekte) ist die Menge

A={3,5,6}U{z|ze NAz>8}
Denn man beweist durch vollstandige Induktion nach n:
Wenn (z1,...,x,) eine Herleitung ist, dann gilt

T1,..., %, € A.

Andererseits sind 3, 5 und 6 herleitbar. Aulerdem sind 8, 9 und 10 herleitbar und jede
naturliche Zahl > 8 lasst sich aus einer dieser drei Zahlen durch wiederholte Addition
der Zahl 3 herleiten.



Aufgabe 5 Worter iiber {a, b}, die
L, mindestens ein b enthalten
L; U Ly nur a’s oder nur b’s enthalten
L; N Ly Das leere Wort ¢
L1\ Ly kein b enthalten und nicht leer sind
Ly Ly aus a’s gefolgt von b’s bestehen: a™b"
{a,b}* Alle
{ab}* €, ab,abab, ababab, ..., also alle (ab)"
L} nur aus a’s bestehen, also alle a”

LT nur aus a’s bestehen, also alle a™
Aufgabe 6 (a|b)*b(alb)*
Aufgabe 7 (¢|b)(ab)*(¢|a)

Aufgabe 8 Sei A ein reguldrer Ausdruck fir L und B ein reguldrer Ausdruck fiir L'.
Dann sind (A|B), AB bzw. A* reguldre Ausdriicke fir diese Sprachen.

Aufgabe 9 Beweis durch vollstandige Induktion nach n:
Wenn n = 0, dann ist [JL = @) und wird bezeichnet vom regularen Ausdruck O.

Nun sei | JL reguldr (Induktionsvoraussetzung) und L eine reguldre Sprache. Dann ist
UL U{L}) = UL UL ebenfalls reguldr (Induktionsbehauptung) nach Aufgabe 8.

Aufgabe 10 Nein. Jede Sprache L ist Vereinigung der reguldren Sprachen {w} mit
w € L, aber nicht jede Sprache ist regulér.

Aufgabe 11

b
()
start — a
W
a

b

Aufgabe 12  Alle Worter, die zwei b’s unmittelbar nacheinander enthalten. (a|b)*bb(a|b)*.



Aufgabe 13

start —>

Aufgabe 14 Fir m # n ist b € L[a™] und b™ ¢ L[a"], also L[a™] # L[a"]. Es gibt
also unendlich viele verschiedene L[u].

Aufgabe 15 Sei L := {a? | q ist eine Quadratzahl}. Angenommen, L werde von einem
deterministischen endlichen Automaten akzeptiert. Dann gébe es nach dem Pumping
Lemma eine natiirliche Zahl n so, dass sich jedes Wort w € L mit |w| > n als Konkate-
nation w = xyz schreiben lasst mit

c yFe

© lzyl<n

o Fiir alle k > 0 ist 2%z € L.
Sei nun m die kleinste Quadratzahl > n und sei w := a™. Dann ist w € L und |w| > n.
Nach dem Pumping Lemma ldsst sich w schreiben als xzyz wie oben. Sei i := |zz| und
j := |y|. Dann wére a't9* = xy*z € L fiir alle k € N. Also wiére i + jk eine Quadratzahl
fiir alle k € L. Wegen y # € ist aber j > 0. Dies kann nicht sein, da die Absténde zwischen
aufeinanderfolgenden Quadratzahlen beliebig grofl werden. Zum Beispiel konnen nicht
sowohl 7 + j7 als auch 7 + j(j + 1) Quadratzahlen sein.



Blatt 5

Aufgabe 1

a(elb)(ab)* (¢|a)
Bei den Aufgaben 2 bis 5 stellen wir die jeweilige Funktion h dar mit dem Ansatz
h = (Rfg). Dazu stellen wir im ersten Schritt Rekursionsgleichungen

h(xy,...,2,,0) = (rechte Seite 1)
h(z1,...,2,,y") = (rechte Seite 2)

auf, wobei in (rechte Seite 1) die Variablen z1,...,x, sowie in (rechte Seite 2) die Va-
riablen z1, ..., x, und y und der Ausdruck h(zy,...,z,,y) vorkommen diirfen. Es muss
also Funktionen f und g geben so, dass sich (rechte Seite 1) als f(z1,...,x,) schreiben

lasst und dass sich (rechte Seite 2) als g(h(x1,...,%n,Yy), 21, .., Ty, y) schreiben lasst.
Diese Ausdriicke fiigen wir im zweiten Schritt zu den Rekursionsgleichungen hinzu:

h(zy,...,x,,0) = (rechte Seite 1) = f(z1,...,2,)
h(xyi,...,x,,y") = (rechte Seite 2) =g(h(zy, ..., 20, Y), T1, .oy Tny YY)
Nach Definition von (Rfg) gilt dann h = (Rfg).

Aufgabe 2  Stelle die Rekursionsgleichungen fiir die Funktion add (oder +) auf: 240 =
zundz+y =z+(y+1)=(x+y)+1=(z+y) und fige im zweiten Schritt fir den
Ansatz add = (Rfg) die Ausdriicke f(z) und g(x + y, z,y) hinzu:

r+0=ux = f(z)
z+y =(x+y) =g(z+y,z,y),

wobei f(x) := z und g(u,z,y) := v’ sei, also f(z) =z = P!(x) und g(u,x,y) = v’ =
N(u) = N(P}(u,x,y)) = (NP?)(u,z,y). Somit ist f = P} und g = (NP}?) und daher
add = (Rfg) = (RP}(NP})). Die Funktion add ist also primitivrekursiv.



Bei dieser Argumentation wurde implizit die Tatsache verwendet, dass aus Satz 1
der Vorlesung folgt, dass die Rekursionsgleichungen die Funktion + eindeutig definie-
ren und daher add = (Rfg) ist. Alternativ kann man h := (Rfg) definieren, also
h = (RP}(NP})). Nach Definition von (Rfg) gelten dann fiir i die Rekusionsgleichun-
gen h(z,0) = f(z) = x und h(x,y’) = g(h(z,y),z,y) = h(z,y)". Aus den Rekursions-
gleichungen fiir + und fir A

r+0=uz h(z,0) ==x
r+y = (z+y) hz,y') = h(z,y)

kann man dann = + y = h(z,y) durch vollstandige Induktion nach y beweisen:
Induktionsanfang: © +0 = z = h(z,0).

Induktionsvoraussetzung (IV): Sei z +y = h(z,y).

Induktionsschritt:  + ¢’ = (z + y)' = h(z,y) = h(z,y').

Nach dem Extensionalitatsprinzip ist daher add = h. Also ist add primitivrekusiv.

Ahnlich konstruiert man sich die Darstellungen der Funktionen der folgenden Aufga-
ben mit primitiver Rekursion und Komposition (primitivrekursive Funktionale) aus den
Rekursionsgleichungen:

Aufgabe 3 Ansatz mul = (Rfg):

7-0=0 (z)
z-y =x-y+zx =g(z-y,x,y)

mit f(z) ;=0 und g(u,z,y) := u+x, also f = K} und g = (add P P3).
mul = (RK}(add P} P})) ist primitivrekursiv. Zu K} siehe Aufgabe 6.

Aufgabe 4 Ansatz pot = (Rfg):

mit f(z) =1 und g(u,z,y) :=u-x, also f = K} und g = (mul P} P}).
pot = (RK](mul P} PJ)) ist primitivrekursiv. Zu K| siehe Aufgabe 6.

Aufgabe 5 Ansatz V = (Rfg):

V(0)=0
V(y)=y =9(V(v),y)

mit f() := 0 und g(u,y) :=y, also f = O und g = P}.
V = (ROP?2) ist primitivrekursiv.



Aufgabe 6 K lisst sich durch Komposition darstellen, da K°() = N(N(...N(0)...))
ist und daher K0 = (N(N...(NO)...)). Also ist K? primitivrekursiv. Fiir K! machen
wir einen Ansatz K! = (Rfg):

K. (0) =c = f()
K. (y) = K:(y) =g

mit f() :=cund g(u,y) :=u, also f = K? und g = P}.
K! = (RK?P}) ist also ebenfalls primitivrekursiv. Fiir n > 1 lidsst sich K7 nun durch
Komposition darstellen: K" = (K1 Pp).

Aufgabe 7 Ansatz fak = (Rfg):

0l=1 = f()
y't=yl -y =9y, y)

mit f():=1 und g(u,y) :=u -9/, also f = K und g = (mul P?(N P%)).
fak = (RK?Y(mul PZ(N P3))) ist primitivrekursiv.

Aufgabe 8 Es gilt diff(x,0) = x — 0 = . Weiters diff(z, y') = V (diff(z, y)), weil
o Wenn z >y, dann diff(z,y") =2 — ¢y =2 —y —1 und diff(z,y) = =z — y.
e Wenn z =y, dann diff(z,y’) = 0 und diff(z,y) =2 —y = 0.
o Wenn z < y, dann diff(z,y') = 0 und diff(z,y) = 0.
Sei nun h := (RP}(VP}?)). Dann ist h(x,0) = P!(z) = 2 und
h(z,y') = (VP (h(x,y),z,y) = V(P(h(x,y),2,y)) = V(h(z,y)). Zusammengefasst:

diff(x,0) = h(z,0) =z
diff(z,y') = V(diff(z,y)) h(z,y") =V (h(z,y))

Wegen der Eindeutigkeit der Definition durch die Rekursionsgleichungen gilt diff = h.
Alternativ: Beweis von diff(z,y) = h(x,y) durch vollstandige Induktion nach y:

Induktionsanfang: diff(x,0) = = = h(z,0).

Induktionsvoraussetzung (IV): Sei diff(x,y) = h(x,y).

Induktionsschritt: diff(z,y’) = V(diff(x, y)) g V(h(z,y)) = h(x,y).
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Aufgabe 1 Petersche Funktion p

p(0,y) =1+y
p(liy) =2+y
p(2,y) =3+2y
p(3> y) - 3 + 23+y

2
p(4,y) = —3+2" (34 y mal die 2)

2

p(5,0) =p(4,1) = =3+ 2% = 3422 = 3+ 26 = 65533

2

p(6,0) = p(5,1) = p(4, p(5,0)) = p(4,65533) = =3+ 2" (65536 mal die 2)

Der Stapel wére weit grofler als das bekannte Universum selbst bei Ziffern in Atomgrofle.



