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Aussagenlogik Die Sprache der Aussagenlogik
Semantik

Grundzeichen

@ Aussagenvariablen P,Q R, ...

@ Junktoren

- nicht
A und
V  oder

@ Runde Klammern (, )
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Semantik

Formeln sind spezielle Zeichenreihen aus Grundzeichen, und zwar

© Jede Aussagenvariable ist eine Formel
@ Wenn F eine Formel ist, dann ist auch —F eine Formel.

© Wenn F und G Formeln sind, dann sind auch (F A G) und
(F Vv G) Formeln.
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Interpretationen

Die Zeichen w und f heiBen Wahrheitswerte. Sie stehen fiir ,, wahr"
bzw. , falsch”.

Definition

| A

Eine Interpretation ist eine Abbildung von der Menge der
Aussagenvariablen in die Menge der Wahrheitswerte.

A\
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Der Wahrheitswert einer Formel bei einer Interpretation

Der Wahrheitswert F' einer Formel F bei einer Interpretation / ist
induktiv definiert durch
@ P’ := I(P) fiir jede Aussagenvariable P.
w, wenn F/ =f
0 (-F) = {
f  sonst
@ (FAG) = {W, wenn F/ =wund G/ =w
f  sonst
0 (FVG) — {w, wenn F!' =w oder G/ =w
f  sonst
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Einige Begriffe der Semantik

Definition

Ein Modell einer Formel F ist eine Interpretation / so, dass Fl =w
ist.
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Einige Begriffe der Semantik

Definition

Ein Modell einer Formel F ist eine Interpretation / so, dass Fl =w
ist.

Definition
@ Eine Formel F heiBt allgemeingiiltig, wenn fiir jede
Interpretation / gilt F/ = w.

@ Eine Formel F heiBt erfiillbar, wenn es eine Interpretation /
gibt mit F/ = w.

@ Andernfalls heiBt sie unerfiillbar.
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Einige Begriffe der Semantik

Definition
@ G folgt semantisch aus F, in Zeichen F |= G, wenn jedes
Modell von F auch Modell von G ist.

@ F und G heiBen semantisch dquivalent, in Zeichen F ~ G,
wenn F! = G/ ist fiir alle Interpretationen /.

~ ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Formeln.
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Einige Begriffe der Semantik

Sei S eine Menge von Formeln und G eine Formel.
@ / heiBt Modell von S, wenn | Modell jeder Formel F € S ist.

@ G folgt semantisch aus S, in Zeichen S |= G, wenn jedes
Modell von S ein Modell von G ist.

@ S heiBt erfiillbar, wenn S ein Modell hat.

@ Andernfalls heit S unerfiillbar.
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Einige semantische Aquivalenzen

FAG~GAF Kommutativitat von A
FVG~GVF Kommutativitdt von V
-—F ~F
(FAG)ANH~FA(GAH) Assoziativitat von A
(FVG)VH~FV(GVH) Assoziativitat von V

FA(GVH)~(FAG)V(FAH) Distributivgesetz
FV(GAH)~(FVG)AN(FVH) Distributivgesetz

FAF~F

FVF~F
~(FAG)~—-FV-G DeMorgan’sche Regel
—(FVG)~—-FA-G DeMorgan'sche Regel
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Eigenschaften semantischer Begriffe

Sei F eine Formel. Dann gilt:
o F ist allgemeingiiltig <= —F ist unerfiillbar.
@ F ist unerfiillbar <= —F ist allgemeingiiltig.
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Semantik

Eigenschaften semantischer Begriffe

Sei F eine Formel. Dann gilt:
o F ist allgemeingiiltig <= —F ist unerfiillbar.
@ F ist unerfiillbar <= —F ist allgemeingiiltig.

Sei S eine Formelmenge und F eine Formel. Dann gilt:

SE F < SU{=F} ist unerfiillbar.
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Literal, Konjunktion, Disjunktion

Definition

Ein Literal ist eine Aussagenvariable P oder die Negation =P einer
Aussagenvariablen.
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Literal, Konjunktion, Disjunktion

Ein Literal ist eine Aussagenvariable P oder die Negation =P einer
Aussagenvariablen.

\

Definition ( von Formeln Fy,..., Fp,)

@ Die Konjunktion von Fj ist Fi.
@ FiN---ANFpia ZE(Fl/\"'/\Fn)/\F,H_l.

A\
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Literal, Konjunktion, Disjunktion

Ein Literal ist eine Aussagenvariable P oder die Negation =P einer
Aussagenvariablen.

Definition ( von Formeln Fy,..., Fp,)

@ Die Konjunktion von Fj ist Fi.
@ FiN---ANFpia ZE(Fl/\"'/\Fn)/\Fn+1.

Definition ( von Formeln F,..., F,)

@ Die Disjunktion von Fy ist Fj.
@ FV---VFy,1 :E(Fl\/"'\/Fn)\/Fn+1.
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Konjunktive und disjunktive Normalform

Definition

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie
eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist.




Aussagenlogik Die Sprache der Aussagenlogik
Semantik

Konjunktive und disjunktive Normalform

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn sie
eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist.

Definition

| \

Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine
Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist.

A\
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Verwandlung in Normalform

Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in KNF mit F ~ F'.
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Verwandlung in Normalform

Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in KNF mit F ~ F'.
Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in DNF mit F ~ F'.
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Verwandlung in Normalform

Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in KNF mit F ~ F'.
Zu jeder Formel F gibt es eine Formel F' in DNF mit F ~ F'.

Beweis mit

@ DeMorgan’'schen Regeln
@ Elimination doppelter Negationen

@ Ausmultiplizieren mit Distributivgesetz
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KNF in Prolog

p:-—q, r. (p\/—|q\/ﬂr)/\
q.
r. q/\
7- p- r/A\
—p
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Klauseln in der Logik

—
—

Definition

Eine Klausel in der Logik ist eine endliche Menge von Literalen.

Beispiel
{P,=Q, R} fiir die Formel PV =Q V =R

Logik
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Resolution

Die Resolutionsregel

c d
(c\{LHu(d\{L})

., wenn Lecund L ed.
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Hornklauseln

Definition

e Ein positives Literal ist eine Aussagenvariable (also ein Literal,
das kein Negationszeichen — enthilt).

@ Ein negatives Literal ist die Negation einer Aussagenvariablen
(also ein Literal, das das Negationszeichen — enthilt).
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Hornklauseln

e Ein positives Literal ist eine Aussagenvariable (also ein Literal,
das kein Negationszeichen — enthilt).

@ Ein negatives Literal ist die Negation einer Aussagenvariablen
(also ein Literal, das das Negationszeichen — enthilt).

@ Eine Hornklausel (oder definite Klausel) ist eine Klausel, die
hochstens ein positives Literal enthalt.

@ Eine Programmklausel ist eine Klausel, die genau ein positives
Literal enthalt.

@ Eine Anfrageklausel oder Zielklausel (engl. query clause oder
goal clause ist eine Klausel, die kein positives Literal enthalt.
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SLD-Resolution

Definition

SLD-Resolution (Selection rule driven Linear resolution for Definite
clauses) ist Resolution fiir Hornklauseln mit folgenden
Einschrankungen

o Klauselmenge S =P U{G}
@ P ist eine Menge von Programmklauseln.
@ G ist eine Zielklausel.

@ lineare Resolution:
In jedem Schritt wird eine Zielklausel mit einer Klausel des
Programms P resolviert.

@ In der beteiligten Zielklausel wird das wegzuresolvierende
Literal durch eine “selection function” ausgewahlt.
In Prolog standardmaBig das erste Literal der Zielklausel.
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SLD-Resolution

Eine SLD-Resolutionsableitung hat die Form

Go (&)

NS

Gy 1

NS

Gy (&)

N S
G3

AN
wobei Gg = G ist und ¢g, c1, ¢, -+ € P sind.
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SLD-Resolution

Dabei muB jeder Resolutionsschritt die Form haben.

7= A, L AL A Aj = By,..., B,
7= AL A 1,B1, B At A

Das Literal A; heiBt dabei das ausgewahlte Literal. Es wird dabei
angenommen, daB eine Auswahlfunktion (englisch: selection
funktion) gegeben sei, die zu einer Zielklausel das ausgewihlte
Literal findet.



Pradikatenlogik erster Stufe

Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe

Grundzeichen
@ Variable
e Konstanten (in Prolog: Atome und Zahlen)
@ Funktionszeichen (in Prolog: Funktoren Atome)

Pradikatszeichen (in Prolog: Pradikate Atome)

Quantoren V, 3

°

@ Junktoren —, A, V

°

@ Runde Klammern (, ) und Komma ,
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Sprache der Pradikatenlogik erster Stufe

Terme
@ Variable
@ Konstanten
o f(t1,...,tn)

Formeln
e P(ty,...,tn)
e -fF, FANG, FVG
o VxF,dxF
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe

Interpretation | gegeben durch
e Individuenbereich (engl. domain) D (nichtleere Menge)

e Funktion ordnet jeder/jedem

o Konstanten a ein a’ € D
o n-stelligen Funktionszeichen f eine Funktion f/: D" — D
o n-stelligen Pradikatszeichen P eine Relation P/ C D"

Zu.

Variablenbelegung V ordnet jeder Variablen x ein x¥ € D zu.
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe

Wert t/V eines Terms t bei | und V

o x!V := xV, wenn x Variable
e a'V:=a! wenn a Konstante

IV . fl(sIV %
o f(tr,....tn)" =1 (t;",...,t;7)

N £, wenn y = x
Vg (v) =
V(y) sonst
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe

Wahrheitswert F!V einer Formel F bei | und V

o P(tr, ... tn)V = w, wenn (t/V,... tV)e P!
f  sonst
o (ZF)V = w, wenn FIV =f
f  sonst
o (FAG)Y = {Wa wenn FV' =wund GV =w
f  sonst
o (FVG) = {Wv wenn FIV =w oder G = w
f  sonst
o (VXF)V := {W’ wenn 16 = w fir alle £ € D
f  sonst
o BXF)V = {w, wenn F'V¢ = w fiir mindestens ein £ € D
f  sonst
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe

Eine Formel heiBt geschlossen, wenn

@ jede Variable durch einen Quantor gebunden ist.

Dann ist F/Y unabhingig von V und wir schreiben einfach F/.

Eine geschlossene Formel F heiBt
o allgemeingiiltig, wenn F! = w fiir alle /.

e erfiillbar, wenn F! = w fiir mindestens ein /.
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Prologklauseln als Formeln

grossvater(X,Z) :-

vater (X,Y),
kind(Z,Y).

VXVYVZ(grossvater(X, Z) < vater(X,Y) A kind(Z, Y))

VXVYVZ(grossvater(X,Z) V —wvater(X, Y) V —kind(Z, Y))
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Prologklauseln als Formeln

A:-By,...,B,.

VAV =BV -V =By

A

V[A]

?-B1,...,B,.

V[-BL V-V —B,]
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Prologklauseln als Formeln

Beispiel
?7- grossvater(X,gabi) .

VX—grossvater(X, gabi)
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Prologklauseln als Formeln

kind (peter,hans) .

kind(gabi,peter).

maennlich(hans) .

vater(X,Y) :- kind(Y,X), maennlich(X).
grossvater(X,Z) :- vater(X,Y), kind(Z,Y).
?7- grossvater(X,gabi).




Pradikatenlogik erster Stufe

Prologklauseln als Formeln

kind(peter,hans

)A
)A
maennlich(hans)A
VXVY(vater(X,Y) V —kind(Y, X) V —maennlich(X))A
VXVYVZ(grossvater(X,z) V —vater(X, Y) V —kind(Z, Y)) A
VX—grossvater(X, gabi)

kind(gabi, peter
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