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Sprachen Woérter

Worter

Definition
@ Ein Alphabet ist eine endliche Menge 2 von Zeichen.
@ Ein Wort tber X ist eine endliche Folge von Zeichen aus .
@ 2 " ist die Menge der Worter liber 2.

Beispiele

Sei ¥ ={a, b, c}. Worter iiber ¥:
@ ababbc
@ bac
@ b

@ das leere Wort, bezeichnet mit ¢
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Sprachen Woérter

Worter

Frage
Warum verwendet man Worter?

@ Ausdrucksstarke

Alles, was im Computer dargestellt werden kann, kann als Wort
kodiert werden.

@ mathematische Einfachheit
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Sprachen Woérter

Operationen fur Worter

@ Einbettung L — 2"
t(a) auch kurz als a geschrieben
@ Konkatenation S L S
u - v auch kurz als uv geschrieben
@ Lange X = N
w|
@ n-tes Zeichen T D— X,
wobei D :={(n,w) |n e N\ {0} Aw e X*An<|wl|}
@ n-te Potenz pot : N x X* — 3"
pot(n, w) kurz als w” geschrieben
@ Spiegelung SAEED T
R
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Sprachen Sprachen

Sprachen

Eine Sprache tiber einem Alphabet XY ist eine Menge von Woértern liber .

Definition }

Beispiele
fir Sprachen tber dem Alphabet ¥ = {a, b, c}:
o ()
@ 2"
@ {a,abc,cbaa}
o {e}
o {a}

o {a" | ne N} = {¢, a, aa, aaa, ... }
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Sprachen Sprachen

Sprachen

Beispiele

o > :=1{0,1,+,%,(,)}.
Die Sprache L sei die Menge der arithmetischen Ausdriicke liber .

@ X sei die Menge der ASCII-Zeichen.
Die Sprache L sei die Menge aller syntaktisch korrekten C-Programme.
° Z .= {17X7.y7z7 —|_7 *7:7 (7 )}
Die Sprache L sei die Menge der arithmetischen Gleichungen tber X,
die eine Losung in IN besitzen.

o (1+1)x(14+14+1)=1+1+1+1+1+1 € L
@ X+ X=x%xx € L

o (x+1)*x(x+1)x(x+1)+(y+1)*x(y+1)x(y+1)=zxzxz ¢ L/
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Sprachen Sprachen

Verwendung von Sprachen

@ als Mittel, um Informationen auszudrucken:
Programmiersprachen, ...

@ Zur Formulierung von Entscheidungsproblemen:
Gibt es einen Algorithmus, der entscheiden kann,
ob ein gegebenes Wort in der Sprache liegt?
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Sprachen Sprachen

Operationen auf Sprachen

e Komplement L=3Y*\L

@ Vereinigung L1 ULy

@ Durchschnitt LN Ly

o Konkatenation L1l ={uv|u € L1 ANveE Ly}

@ Kleene-Stern L*={wy---wp |neENAwy,...,w, € L}

o LT ={wy---w, | ne N\ {0} Awy,...,w, € L}
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Reguldre Ausdriicke und reguldre Sprachen

Abschnitt 4

Regulare Ausdriicke und regulare Sprachen
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Reguldre Ausdriicke und reguldre Sprachen

Regulare Ausdriicke

Definition
Sei X ein Alphabet.
Ein regularer Ausdruck liber X ist ein spezielles Wort tiber dem Alphabet

> U{0,e,* [,(,)}

Induktive Definition:

O ist ein regularer Ausdruck.

e ist ein regularer Ausdruck.

Fir jedes Zeichen a € X ist das Wort a ein regularer Ausdruck.
Wenn A und B reguldre Ausdriicke sind, dann auch (A|B).
Wenn A und B reguldre Ausdriicke sind, dann auch (AB).

Wenn A ein regularer Ausdruck ist, dann auch A*.
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Reguldre Ausdriicke und reguldre Sprachen

Regulare Ausdriicke

Beispiele

(a%|b%)
(alb)*

Klammern werden oft weggelassen, wenn dies nicht zu Missverstandnissen
fuhrt.
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Reguldre Ausdriicke und reguldre Sprachen

Die durch einen regularen Ausdruck bezeichnete Sprache

Definition
Die durch einen reguldren Ausdruck A bezeichnete Sprache L, ist
folgendermaBen definiert.
o Lo — @
L. =A{e}
[,=A{a} firae X
L(A|B) =L,ULg
Liag)y = Lalp
Las = LA

Definition
Eine durch einen regularen Ausdruck bezeichnete Sprache heiBt regulare
Sprache.

y
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Reguldre Ausdriicke und reguldre Sprachen

Die durch einen regularen Ausdruck bezeichnete Sprache

Beispiele

® L(yp+y=1¢,b,bb,... a,ab,abb,...}
® L(ap)+ = {€,ab, abab, ...}

® Li+p)=1{¢€,a,aa,...,b,bb,...}

® Lyp)- =1{¢,a,b,aa,ab, ba, bb, ...}
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Reguldre Ausdriicke und reguldre Sprachen

Regulare Sprachen

Wenn L und L’ regulare Sprachen sind, so sind die folgenden Sprachen
auch regular.

o LUL'

o LI’

o L*

°o L (Beweis auf Umweg iiber endliche Automaten)
o LN (Beweis auf Umweg (iber endliche Automaten)
o L \ L’ (folgt aus den vorigen beiden Aussagen)
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Deterministische endliche Automaten

Definition
Ein deterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel (Q, X, d, qo, F),
das gegeben ist durch

@ eine endliche Menge () von Zustanden

@ ein Alphabet 2

@ eine Ubergangsfunktion : @ x X — @

@ einen Anfangszustand (Startzustand) qp € Q

@ eine Menge F C @ von Endzustanden
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Deterministische endliche Automaten

Beispiel
Ein deterministischer endlicher Automat (Q, X, 6, qo, F)
° Q=1{qo0,q1,92}
o Y ={a,b,c}
® 0(q0,a) =qo  I(qo,b) =q1  d(qo,¢) = qo
0(qi,a) =qo  0(q1,b) =q2  d(q1,¢) =
0(q2,a)=q1 (g2, b) =¢q2  (g2,¢) = qo
o F={q}

()
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Darstellung eines endlichen Automaten als Graph
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Die von einem Automaten akzeptierte Sprache

Definition
Ein deterministischer endlicher Automat tiber einem Alphabet X akzeptiert
ein Wort w = a3 ... a, aus L*, wenn es eine endliche Folge (qo, .- -, qn)

von Zustanden gibt, sodass gilt
@ qo ist der Anfangszustand des Automaten

@ g =90(qi—1,a;) furi=1,...,n

@ g, € F.
Definition
Die von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptierte Sprache
ist die Menge der von ihm akzeptierten Woérter.
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Konfigurationen

Definition
Eine Konfiguration eines deterministischen endlichen Automaten
(Q,X,0,qo, F) ist ein Paar (g, w), wobei g € Q und w € ¥* ist.

Gibt den momentanen Zustand und den noch zu lesenden Teil des
Eingabewortes an.
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Berechnungen

Definition

Ein deterministischer endlicher Automat (Q, X, 9, qo, F) flihrt eine
Konfiguration (g, w) in eine Konfiguration (q’, w’) (iber, wenn es ein
Zeichen a € 2 gibt mit

w=aw Aq =d(q,a).

() 116 / 296



Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Berechnungen

Definition

Eine Berechnung durch einen deterministischen endlichen Automaten
(Q,X, 9, qo, F) ist eine endliche Folge (ko, ..., kn) von Konfigurationen
derart, dass gilt:

@ Der Automat fiihrt die Konfiguration k;_1 in die Konfiguration k;
uber fir i =1,...,n.

@ ko hat die Form (qo, w).
@ k, hat die Form (q,¢).

Die Berechnung heiBBt akzeptierend, wenn g € F ist.
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Von DEA akzeptierte Sprachen

Frage

Fir welche Sprachen L gibt es einen deterministischen endlichen
Automaten, der L akzeptiert?

Sei 2 ein Alphabet.

Satz

Die Menge der Sprachen L iiber X, zu denen es einen deterministischen
endlichen Automaten gibt, der sie akzeptiert, ist abgeschlossen gegeniiber
Komplementbildung.

Definition
Llu] i ={w e X" |uw e L} fir u e X* J
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Von DEA akzeptierte Sprachen

Fir einen deterministischen endlichen Automaten:
Definition
@ g, sei der Zustand, der nach Lesen des Wortes u erreicht ist.

@ L, sei die Menge aller Worter, die den Automaten vom Zustand g aus
in einen Endzustand uberfuhren.

v

L emma

Wenn ein deterministischer endlicher Automat die Sprache L akzeptiert,
dann gilt fiir ihn L{u] = L, fiir alle u € X*.

Beweis.

w € L{u] <= uw € L <= Der Automat akzeptiert uw <= w €
L []
du

v
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Von DEA akzeptierte Sprachen

Llu] = Lg,. Also  Llu] € {Lq ]| g € Q}.

Satz

o Es gibt genau dann einen deterministischen endlichen Automaten, der
L akzeptiert, wenn es nur endlich viele verschiedene Sprachen L|u]
gibt.

@ In diesem Fall lasst sich ein solcher deterministischer endlicher
Automat mit einer minimalen Anzahl von Zustanden folgendermalen
konstruieren.

o Zu jedem L|u] gibt es einen Zustand q,.

e Ein Zeichen a fiihrt vom Zustand q, in den Zustand q,,.
o

Q

Anfangszustand ist q..
Endzustande sind alle g, mit € € L[u].

o Er hat so viele Zustinde, wie es Sprachen L|u| gibt.
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Endliche Automaten Deterministische endliche Automaten

Satz von Myhill-Nerode

Definition
Nerode-Relation ~; einer Sprache L C ¥ *:

unrypv: < /\ (uw e L <= vw € L)
wed*

unryp v < Llu]=L[v]

Satz (Myhill, Nerode)

@ Zu einer Sprache L existiert genau dann ein DEA, der sie akzeptiert,
wenn der Index |X*/ ~ | ihrer Nerode-Relation endlich ist.

@ In diesem Fall ist die Anzahl der Zustande eines minimalen
deterministischen endlichen Automaten, der L akzeptiert, gleich
diesem Index.

v
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Endliche Automaten Nichtdeterministische endliche Automaten

Nichtdeterministische endliche Automaten

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat ist ein Quintupel
(Q,X, A, qo, F), das gegeben ist durch

@ eine endliche Menge () von Zustanden

@ ein Alphabet X

@ eine Ubergangsrelation A C Q@ X £ X Q

@ einen Anfangszustand (Startzustand) qp € Q
@ eine Menge F C @ von Endzustanden
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Endliche Automaten Nichtdeterministische endliche Automaten

Die vom Automaten akzeptierte Sprache

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat iiber einem Alphabet X

akzeptiert ein Wort w = a7 ...a, aus ¥, wenn es eine endliche Folge
(qo, - --,qn) von Zustanden gibt, sodass gilt

@ qo ist der Anfangszustand des Automaten
Q (q,-_l,a,-,q,-) ceAfuri=1,...,n
@ g, € F.

Definition
Die von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten akzeptierte
Sprache ist die Menge der von ihm akzeptierten Worter.
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Endliche Automaten Nichtdeterministische endliche Automaten

Konfigurationen

Definition
Eine Konfiguration eines nichtdeterministischen endlichen Automaten
(Q,X, A, qo, F) ist ein Paar (g, w), wobei g € Q und w € ¥* ist.

Gibt den momentanen Zustand und den noch zu lesenden Teil des
Eingabewortes an.
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Endliche Automaten Nichtdeterministische endliche Automaten

Berechnungen

Definition

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat (Q, X, A, qo, F) fihrt eine
Konfiguration (g, w) in eine Konfiguration (q’, w’) (iber, wenn es ein
Zeichen a € 2 gibt mit

w=aw' A(q,a,q) € A.
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Endliche Automaten Nichtdeterministische endliche Automaten

Berechnungen

Definition

Eine Berechnung durch einen nichtdeterministischen endlichen Automaten
(Q, X, A, qo, F) ist eine endliche Folge (ko, ..., k) von Konfigurationen
derart, dass gilt:

@ Der Automat fiihrt die Konfiguration k;_1 in die Konfiguration k;
uber fir i =1,...,n.

@ ko hat die Form (qo, w).
@ k, hat die Form (q,¢).

Die Berechnung heiBBt akzeptierend, wenn g € F ist.
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Endliche Automaten Nichtdeterministische endliche Automaten

Simulation eines nichtdeterministischen endlichen
Automaten durch einen deterministischen

Gegeben ein nichtdeterministischer endlicher Automat (Q, X, A, qo, F).

Konstruktion eines deterministischen endlichen Automaten, der die
gleiche Sprache akzeptiert

Automat (Q', X, 4, g5, F'):

o Q'=P(Q)
o 0'(p'ya) ={q | Vpep(p;a,q) € A}
° g, = {qo}

o FF={RCQ|V,cpr€ F}
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Endliche Automaten Automaten mit Wort-Ubergingen

Nichtdeterministische endliche Automaten mit
Wortubergangen

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit Wortiibergangen ist ein
Quintupel (Q, X, A, qo, F), das gegeben ist durch
@ eine endliche Menge () von Zustanden
ein Alphabet 2
eine Ubergangsrelation A C Q@ x X* x Q

einen Anfangszustand (Startzustand) qp € Q

eine Menge F C Q von Endzustanden
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Endliche Automaten Automaten mit Wort-Ubergingen

Die vom Automaten akzeptierte Sprache

Definition
Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit Wortiibergangen liber

einem Alphabet X akzeptiert ein Wort w € L., wenn es Worter
Wi, ..., wy, € 27 und Zustande qq, ..., g, gibt, sodass gilt

@ qo ist der Anfangszustand des Automaten
@ (gi—1,w;,q;)) € Afuri=1,...,n
® gh€F
)

W= Wj...W,.

Definition
Die von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten mit

Wortiibergangen akzeptierte Sprache ist die Menge der von ihm
akzeptierten Worter.
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Endliche Automaten Automaten mit Wort-Ubergingen

Konfigurationen

Definition

Eine Konfiguration eines nichtdeterministischen endlichen Automaten mit
Wortlibergangen (Q, X, A, qo, F) ist ein Paar (g, w), wobei g € Q und

w € 2" ist.

Gibt den momentanen Zustand und den noch zu lesenden Teil des
Eingabewortes an.
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Endliche Automaten Automaten mit Wort-Ubergingen

Berechnungen

Definition

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit Wortiibergangen
(Q, X, A, qo, F) fiihrt eine Konfiguration (g, w) in eine Konfiguration
(¢', w') Uber, wenn es ein Wort v € ~* gibt mit

w=vw A(q,v,q) € A.
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Endliche Automaten Automaten mit Wort-Ubergingen

Berechnungen

Definition

Eine Berechnung durch einen nichtdeterministischen endlichen Automaten
mit Wortlbergangen (Q, 2, A, qo, F) ist eine endliche Folge (ko, ..., kp)
von Konfigurationen derart, dass gilt:

@ Der Automat fiihrt die Konfiguration k;_1 in die Konfiguration k;
uber fir i =1,...,n.

@ ko hat die Form (qo, w).
@ k, hat die Form (q,¢).

Die Berechnung heiBBt akzeptierend, wenn g € F ist.
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Endliche Automaten Automaten mit Wort-Ubergingen

Automaten mit epsilon-Ubergangen

Definition

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat mit Wortiibergangen
(Q, X, A, qo, F) heiBt nichtdeterministischer endlicher Automat mit
e-Ubergangen, wenn fiir alle (q,v,q’) € A gilt: |v| < 1.
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Unterabschnitt 4

Simulation eines Automaten mit Wortiibergangen durch einen
deterministischen Automaten

() 136 / 296



D = T« T

Endliche Automaten deterministischen Automaten

Simulation von Wortiibergangen durch Zeicheniibergange

Ein Ubergang (g, w, q’) € A mit |w| > 1 kann unter Verwendung von
/Zwischenzustanden durch mehrere Zeicheniibergange ersetzt werden.

Beispiel
(g,abb,q’) € A

(o) =
q 5

wird ersetzt durch

@@=
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Endliche Automaten deterministischen Automaten

Elimination von epsilon-Ubergangen

Epsilon-Ubergange kdnnen eliminiert werden, indem jede Folge von
e-Ubergangen gefolgt von einem Zeicheniibergang ersetzt wird durch einen
Zeichenubergang.

()=o) )=
wird ersetzt durch

d
@ ()

Die Menge der Endzustande muss dann noch angepasst werden.

Beispiel
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Endliche Automaten deterministischen Automaten

Konstruktion eines deterministischen Automaten

Der letzte Schritt ist die Simulation des so erhaltenen
nichtdeterministischen endlichen Automaten durch einen
deterministischen, die wir bereits kennen.
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Abschnitt 6

Aquivalenz von regularen Ausdriicken und endlichen
Automaten
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Aquivalenz von regularen Ausdriicken und endlichen Automaten regular

Unterabschnitt 1

Jede von einem endlichen Automaten akzeptierten Sprache ist
regular
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Aquivalenz von regularen Ausdriicken und endlichen Automaten regular

Jede von einem endlichen Automaten akzeptierten Sprache
ist regular

Satz

@ Sei L die von einem deterministischen oder nichtdeterministischen
endlichen Automaten

akzeptierte Sprache.

@ Dann ist L regular.

Beweis
@ Fir p,re Qund JC Q sei L[p,J, r| die Menge der Worter, die im
endlichen Automaten von p aus durch die Menge J nach r fiihren.

@ Dann ist

L= | Llqo, Q. q]

qeF
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Aquivalenz von regularen Ausdriicken und endlichen Automaten regular

Jede von einem endlichen Automaten akzeptierten Sprache
ist regular

Beweis (Fortsetzung)

@ L[p, D, r] ist endlich und daher regular.
@ Esgilt

Llp,JU{q}, rl = Llp,J,rlU L|p, J, qlL[q,J, q]"L[q, J, r].

@ Durch vollstandige Induktion nach der Anzahl der Elemente von J
folgt, dass L[p, J, r] regular ist.

@ Also ist die Sprache L regular. []
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Aquivalenz von reguldren Ausdriicken und endlichen Automaten akzeptiert

Unterabschnitt 2

Jede regulare Sprachen wird von einem endlichen Automaten
akzeptiert
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Aquivalenz von reguldren Ausdriicken und endlichen Automaten akzeptiert

Von endlichen Automaten akzeptierte Sprachen

Definition
@ Sei X ein Alphabet.

@ Dann bezeichnen wir mit L. g4 (%) die Menge der von endlichen
Automaten akzeptierten Sprachen tiber X_.
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Aquivalenz von regularen Ausdriicken und endlichen Automaten akzeptiert

Von endlichen Automaten akzeptierte Sprachen

Lemma
Sei X ein Alphabet. Dann gilt:

o () e ]LendA(Z)-

o {e} € Lgpaa(X).

o {1(a)} € Lenaa(X) fiir alle a € ¥

Wenn L, L" € Lenga(X), dann LU L" € Lepga(X).
Wenn L, L" € Lignaa(X), dann LL" € Lgpga(X).
Wenn L € Tuepga(X), dann L* € Lgpga(X).

Wenn L € Lenga(X), dann L € Lgpga(X).

Beweisidee

Setze die endlichen Automaten fiir L und L’ mithilfe von e-Ubergingen
geeignet zusammen!

4
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[ D =
Aquivalenz von regularen Ausdriicken und endlichen Automaten akzeptiert

Jede regulare Sprachen wird von einem endlichen
Automaten akzeptiert

Folgerung (1)

Lenaa(X) ist abgeschlossen nicht nur gegeniiber Konkatenation,
Mengenvereinigung, Kleene-Stern-Operation und Komplementbildung,
sondern auch gegeniiber Bildung von Mengendurchschnitt und
Mengendifferenz.

Folgerung (2)
Jede reguldre Sprache liber ¥ ist in Lgpga(X). J
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Aquivalenz von reguldren Ausdriicken und endlichen Automaten akzeptiert

Regulare Sprachen und endliche Automaten

Satz

Sei L eine Sprache. Dann sind die folgenden Aussagen zueinander
aquivalent:

o L ist regular.
@ L wird von einem deterministischen endlichen Automaten akzeptiert.

@ L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten
akzeptiert.

@ L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten mit
e-Ubergingen akzeptiert.

@ L wird von einem nichtdeterministischen endlichen Automaten mit
Wort-Ubergingen akzeptiert.
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