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Vorwort

: .. atLad]l] ist ein sehr leistungsfihi-
@‘% > 868 Softwaresystem fiir alle ATte“
(/(ZON., von Berechnungen. Der Numeriker
O'%w 70 CLEVE MoOLER hat die erste Version
von MarLaB in FORTRAN Ende der siebziger
Jahre geschrieben. Es wurde in Lehre und For-
schung beliebt und miindete in ein kommer-
zielles Softwaresystem. MarLaB wird nun in
Hochschulen und Industrie eingesetzt.

MarLas dient im Gegensatz zu Computeralge-
brasystemen (CAS) nicht primir der symboli-
schen, sondern der numerischen (zahlenmafi-
gen) Losung von Problemen.

Heutzutage werden viele physikalische, bio-
logische, technische, informationstechnische
und 6konomische Produkte am Computer ent-
wickelt. Hierbei ist eine Simulation ein we-
sentlicher Bestandteil. Mit Hilfe einer Simu-
lation kann ein Funktionsnachweis oft schnel-
ler erbracht werden. Auflerdem ist sie meist
schneller als ein Experiment, kann daher ein
Projekt zeitlich verkiirzen und so die Kosten
reduzieren. Durch Computeranimationen ent-
steht eine Anschaulichkeit und auBerdem ist
eine Simulation vollig ungefédhrlich. Mit dem
Softwaresystem MaTLAB lassen sich realitéts-
nahe Anwendungen rasch und unaufwendig
bereits mit wenigen Codezeilen programmie-
ren bzw. simulieren.

Diese FEinfiihrung soll ein Einstieg in MATLAB
sein. Ich habe nur die wichtigesten Eigenschaf-
ten von MatLaB behandelt. Dabei zeige ich, wie

'MarLaB ® ist eingetragenes Warenzeichen von The
MathWork Inc.

und wozu man Funktionen aus MATLAB nut-
zen kann, erklédre aber nicht die Mathematische
Theorie und die Algorithmen, die sich dahin-
ter verbergen. Auch gehe ich davon aus, dass
Sie grundlegende Kenntnisse im Programmie-
ren und mit dem Umgang wenigstens eines Be-
triebssystems haben.

Der Umfang von MarLaB ist in den letzten
Jahren stark angestiegen. An den Dokumen-
tationen konnen Sie dies gut erkennen, siehe
[14, (15, (16, [17]. Hier ein kleiner Abriss iiber
die verschiedenen Versionen:

1978: Klassisches MATLAB
FORTRAN-Version

1984: MarLAB 1
C-Version

1985: MATLAB 2
30% mehr Funktionen und Kommandos,
Dokumentation

1987: MATLAB 3
Schnellere Interpreter, Farbgrafik, hochauf-
losende Grafik als Hardkopie

1992: MartLAB 4
Sparsematrizen, Animation, Visualisie-
rung, User-Interface-Kontrolle, Debugger,
Handle-Grafik

1997: MATLAB 5
Profiler, objekt-orientierte Programmie-
rung, mehrdimensionale Arrays, Zellen-
arrays, Strukturen, mehr lineare Algebra
fiir Sparse-Probleme, neue DGL-Loser,
Browser-Hilfe

2000: MartLaB 6 (R12)
MarLas-Desktop mit Browser-Hilfe, Matri-
zenrechnungen basierend auf LAPACK mit
BLAS, Handle-Funktionen, eigs Schnitt-
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stelle zu ARPACK, Randwertproblemld-
ser, partieller Differenzialgleichungssystem-
Loser, JAVA Unterstiitzung

2002: MatLaB 6.5 (R13)
Performance-Beschleunigung,  schnellere
Geschwindigkeit der Kernfunktionen der
Linearen Algebra fiir den Pentium 4, mehr
Fehler- und Warnhinweise

2004: MartLaB 7 (R14)
Mathematik auch auf nicht double-
Datentypen (single precision,
integer); Anonymous Functions; Nested
Functions; m-Files konnen in HTML,
IXTEX, usw. publiziert werden; erweiterte
und verbesserte Plot-Moglichkeiten

Nicht ndher gehe ich auf die Themen: Objekt-
orientiertes Programmieren mit MATLAB, Java-
Schnittstellen, GUI (Graphical User Inter-
face) Werkzeuge und die Publikationstools wie
HTML, XML, EKTEX,usw. ein. Dafiir finden Sie
aber einen Zugang zum symbolischen Rechnen
mit MarLas, zu Optimierungs- und Statistik-
funktionen, sowie eine Einfithrung in SiMuLINK
(Symbolic-Toolbox, Optimization Toolbox, Sta-
tistics Toolbox, SiMULINK). Im Anhang finden
Sie ein kleines Glossar, sowie eine Auflistung
wichtiger MarLAB-Funktionen.

Den vorliegenden Text habe ich vollstindig in
ETEX erstellt. Die Literaturhinweise wurden
mit BiBTEX und der Index mit Makelndex er-
zeugt. Alle Bilder habe ich mit MarLaB erstellt.

Die Mathematik habe mit den dort iiblichen
Symbolen und der dort iiblichen Schreibwei-
se ausgedriickt. Vektoren sind kleine (a, b,
¢ usw.) und Matrizen sind grof3e lateinische
Buchstaben (A, B, C usw.). Funktionen, Kom-

mandos, Codes, usw. aus MarLaB habe ich in
die Schriftart Typwriter gesetzt. Das Ende
von Aufgaben habe ich wie folgt gekenntzeich-

Fiir jede Anregung, niitzlichen Hinweis oder
Verbesserungsvorschlag bin ich dankbar. Sie
erreichen mich am Besten {iber E-Mail:
gramlich@hs-ulm.de. Dank an MaRrkus
SomMmEREDER (Wien) fiir den ein oder anderen
Fehlerhinweis.

Nun viel Freude und Erfolg mit MaTLAB!

Ulm, 6. Mirz 2008 Giinter Gramlich
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1. Einfiihrung

It is probably fair to say that one of the three
or four most important developments in
numerical computation in the past decade has
been the emergence of MATLAB as the
preferred language of tens of thousands of
leading scientists and engineers.

Lroyp N. TREFETHEN, 1997.

,Der Fortschritt der Menschheit ist eng mit
der Verwendung von Werkzeugen verbunden.
Werkzeuge wie Hammer, Zange oder Baukran
verstiarken menschliche Fahigkeiten. Werkzeu-
ge wie Fernglas, Mikroskop oder Flugzeug
verleihen sogar neue Fihigkeiten. Auch Com-
puter und Computerprogramme sind Werkzeu-
ge. Sie ermoglichen es dem Menschen Berech-
nungen schneller durchzufiihren, auf Knopf-
druck Diagramme zu erzeugen und Daten
mit hoher Geschwindigkeit iiber das Internet
zu transportieren. Werkzeuge sind zum einen
das Ergebnis menschlichen Erfindungsgeistes,
zum anderen sind sie aber auch die Grundla-
ge fiir neue Erkenntnisse und neu Denk- und
Arbeitsweisen. So ermoglichte erst die Erfin-
dung des Rades den einfachen Transport gro-
Berer Giiter iiber weitere Entfernungen, mit
dem Fernrohr entdeckte Gavrier die Jupitermon-
de und mit dem Computer lassen sich Berech-
nungen durchfiihren, die jenseits der Moglich-
keiten von Papier und Beistift liegen. Werkzeu-
ge haben aber auch eine didaktische Dimen-
sion, da ihr Einsatz geplant und der Umgang
mit ihnen gelernt und gelehrt werden muss.
Dariiber hinaus ziehen neue Werkzeuge auch
neue Verfahren, Arbeits- und Denkweisen nach
sich®. ([27])

1.1. Erste Schritte

Um ihnen ein Gefiihl dafiir zu geben, wie MAT-
LAB arbeitet, starten wir gleich mit ein paar Bei-
spielen. Nédhere Erklarungen und weitere Infor-
mationen erhalten Sie dann in den folgenden
Abschnitten.

Variablen werden nach dem Prompt erzeugt
und miissen mit einem Buchstaben begin-
nen. MatLAB unterscheidet zwischen Grof3- und
Kleinbuchstaben. Die Anweisung

1 [>> X = 3;

erzeugt die Variable x und ordnet ihr den Wert
3 zu. Das Semikolon am Ende der Anweisung
unterdiirckt die Ausgabe im Command Win-
dow. Nach Voreinstellung ist x vom Datentyp
double und belegt acht Byte Speicherplatz.
Diese Informationen konnen mit dem Kom-
mando whos erfragen:

1 |>> whos

2 Name Size Bytes Class

3

4 X 1x1 8 double array
5

6

Grand total is 1 element ...

AuBerdem hat die Variable x die Size (GroBe,
Ordnung) 1x1 was bedeutet, dass sie ein Skalar
ist. Ein Skalar ist ein Array mit einer Zeile und
einer Spalte.

Zeichenketten (Strings) werden in Hochkom-
mas erzeugt.

1 |>> s = "Ich bin ein String’;

Ein Zeichen benotigt zwei Byte Speicherplatz.
Entsprechend ergeben sich bei 18 Zeichen 36
Bytes.
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Matrizen (zweidimensionale Arrays) werden
mit eckigen Klammern erzeugt.

> A =1[12 3; 45 6]
A =

1 2 3

4 5 6

T

Spalten werden durch Leerzeichen oder Kom-
mas getrennt, Zeilen durch Semikolons. Gibt
man A(1,2) ein, so spricht man das Matrixele-
ment 2 an, denn der erste Index bezieht sich auf
die Zeile wihrend der zweite Index sich auf die
Spalte bezieht. Dies entspricht ganz der ma-
thematischen Notation. Mit dem Doppelpunkt
kann man auch ganze Zeilen oder Spalten einer
Matrix ansprechen.

1 |>> A(CL,:), A(C:,2)
2 |ans =

3 1 2 3
4 |ans =

5 2

6 5

In diesem Beispiel die erste Zeile und die zwei-
te Spalte der Matrix A.

Es gibt in MarLaB eingebaute Funktionen, die
Ihnen viel Arbeit abnehmen. So gibt es zum
Beispiel Funktionen, um Matrizen aufzubau-
en, ohne sie mithsam eingeben zu miissen. Ein
Beispiel ist die Funktion rand. Diese Funktion
erzeugt eine Zufallsmatrix mit Elementen zwi-
schen 0 und 1. Die GroBe der Matrix bestim-
men Sie.

>> B = rand(3)

Mit dem Operator * konnen Sie die Matrizen
A und B nun im Sinne der Matrizenalgebra (Li-
neare Algebra) multiplizieren, wenn Sie wol-
len, denn die Mulitplikation ist definiert.

Neben Matrizen und mehrdimensionalen Ar-
rays (mehr als zwei Indizes) unterstiitzt
MatLaB Zellenvariablen und Strukturvariablen
(Abschnitt [74). In eine Zellenvariable kann
man Variablen mit verschiedenen Datentypen
zusammenpacken.

1 [>> Z = {x,s}
2 |Z =
3 [3]

"Ich bin ein String’

Die Zellenvariable Z besteht aus einem nume-
rischen Skalar und einem String. Zellenvaria-
blen konnen mit geschweiften Klammern er-
zeugt werden.

1.2. Magische Quadrate (magic)

Magische Quadrate sind interessante Matrizen.
Mit

1 |>> help magic

erhalten wir den folgenden Text:

MAGIC(N) is an N-by-N matrix
constructed from the integers
1 through N2 with equal row,
column, and diagonal sums.
Produces valid magic squares
for all N > 0 except N = 2.

L= Y N O N

Wir erzeugen das magische Quadrat der Ord-

1
2 |B = )
; 0.4447 0.9218 0.4057 nung drei.
s 0.6154 0.7382 0.9355 \ [>> A = magic(3)
5 0.7919 0.1763 0.9169 L la -
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3 8 1 6
4 3 5 7
5 4 9 2

Das Kommando sum(A) summiert die Ele-
mente jeder Spalte und erzeugt die Ausgabe

15

1 | ans

15 15

2

Das Kommando sum(A’) transponiert (Zei-
len und Spalten vertauschen) die Matrix A
zunidchst, berechnet dann die Spaltensummen
und bestitigt, dass auch die Zeilensummen
gleich 15 sind:

1 |ans

15

2 15 15

Funktionen diirfen geschachtelt werden! Auch
die Summe der Diagonalelemente ist 15:

>> sum(diag(A))
ans

1

2

15

3

Die Gegendiagonale hat auch die Summe 15.
Die Gegendiagonale ist fiir die Lineare Alge-
bra weniger interessant, deshalb ist deren Ans-
rechbarkeit auch trickreicher.

>> sum(diag(flipud(A)))
ans

1

2

15

3

Die Funktion flipud vertauscht die Zeilen
von oben nach unten. Warum ist die Summe
gleich 15?7 Die Anwort ist: Die Summe der
ersten neun ganzen Zahlen ist 45 und da jede
Spaltensumme gleich sein muss, gilt 45/3 =
15. Wieviele magische Quadatrate der Ord-
nung drei gibt es? Antwort: Acht! Es gibt acht

Drehungen und Spiegelungen der Matrix A.
Genauso viele Moglichkeiten, wie eine Folie
auf den Overhead Projektor zu legen. Hier sind
sie:

1| 8 1 6 8 3 4

2| 3 5 7 1 5 9

3|4 9 2 6 7 2

4

516 7 2 4 9 2

6| 1 5 9 3 5 7

718 3 4 8 1 6

8

91 2 9 4 2 7 6
0| 7 5 3 9 5 1
nm| 6 1 8 4 3 8
12

3] 4 3 8 6 1 8
4 [ 9 5 1 7 5 3
5| 2 7 6 2 9 4
Man kann sie wie folgt erzeugen.

1 | for k=0:3

2 rot90(A,k)

3 rot90(A’,k)

4 |end

Nun ein etwas Lineare Algebra. Es ist

>> det(A)
ans =
-360

und die Inverse ist

>> X = inv(A)

1

2 | X =

3 0.1472 -0.1444 0.0639
4 -0.0611 0.0222 0.1056
5 -0.0194 0.1889 -0.1028

Diese sieht vertrauter aus, wenn wir die Matri-
xelemente als Briiche schreiben:

11
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1 [>> format rat

2 |[>> X

3 | X =

4 53/360 -13/90 23/360
5 -11/180 1/45 19/180
6 -7/360 17/90 -37/360

Jetzt kann man die Determinante im Nenner er-
kennen. Mit format short konnen wir wie-
der auf die Defaultausgabe zuriickschalten.

Die Norm einer Matrix, die Eigenwerte und
die singudren Werte sind wichtige GroBen ei-
ner Matrix. Hier sind sie fiir das magische Qua-
drat der Ordnung drei:

1 |>> r = norm(A)
2 |r =

3 15.0000

4 [>> e = eig(A)
s |e =

6 15.0000

7 4.8990

8 -4.8990

9 |>> s = svd(A)
10 S =

1 15.0000

12 6.9282

13 3.4641

Wir sehen, dass der magische Summenwert 15
in allen drei Gré8en vorkommt.

Bis jetzt haben wir alle unsere Berechnun-
gen in Gleitpunktarithmetik durchgefiihrt. Die-
se Arithmetik wird im wissenschaftlichen und
ingenieurmiBigen Rechnen am meisten ver-
wendet, insbesondere fiir ,,grole’ Matrizen.
Fiir eine (3, 3)-Matrix konnen wir die Berech-
nungen leicht symbolisch wiederholen. Dabei
verwenden wir die Symbolic Toolbox, die auf

MaprLE basiert, siche Abschnitt[67} Die Anwei-
sung

>> A = sym(A)

1
2 |A =

s |[ 8, 1, 6]
« [ 3,5, 7]
s |[ 4, 9, 2]

konverteiert die Matrix A zu einer symboli-
schen Matrix. Die Kommandos

1 |sum(A), sum(A’), det(A), inv(A),
2 |eig(A), svd(A)

produzieren die entsprechenden symbolischen
Resultate.

Ein Beispiel eines magischen Quadrats der
Ordnung vier findet sich in der Renaissancera-
dierung Melancholie des deutschen Kiinsters
ALBRECHT DURER. Diese Radierung steht uns
in MarLaB elektronisch zur Vefiigung. Die An-
weisungen

1 |>> load durer

2 | >> whos
ergeben die Ausgabe
1 | Name Size Bytes Class
2
3| X 648x509 2638656 double
4 | caption 2x28 112 char
s | map 128x3 3072 double
6
7 |Grand total is 330272 elements ...

Hierbei ist X die Bildmatrix des Grauwertbil-
des und in der Variablen map ist die Graustu-
fenskalierung enthalten. Das Bild wird mit den
Anweisungen

12
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1 |>> image(X)
2 | >> colormap (map)
3 |>> axis image

erzeugt, siche Abbildung|[T] Betrachtet man das

B =
100 200 300 400 500

Abbildung 1: Radierung von A. DURER

Bild genauer, so stellt man fest, dass sich in
ihm tatséchlich ein magisches Quadrat befin-
det. Zoomen Sie mit der Lupe in den rechten
oberen Teil des Bildes und Sie konnen das ma-
gische Quadrat der Ordnung vier gut erkennen.
Mit den Anweisungen

>>
>>
>>
>>

T S

load detail
image (X)
colormap (map)
axis image

erhalten wir in einer hoheren Auflésung den
rechten oberen Teil des Bildes mit dem magi-
schen Quadrat, siche Abbildung[2] Die Anwei-
sung

1 |>> A = magic(4)

erzeugt das folgende magische Quadrat der
Ordnung vier

Abbildung 2: Ausschnitt der Radierung

1 |A =
2 16 2 3 13
3 5 11 10 8
4 9 7 6 12
5 4 14 15 1
Die Aufrufe sum(A),
sum(A’), sum(diag(A)) und
sum(diag(flipud(A))) liefern jeweils

den Wert 34 und zeigen somit, dass A ein
magisches Quadrat ist.

Dieses magische Quadrat ist aber nicht das
Gleiche wie in DUrers Radierung. Wir brau-
chen aber nur die zweite und dritte Spalte ver-
tauschen. Das geht so:

>> A = A(:,[1 3 2 4])

1

2 |A =

3 16 3 2 13
4 5 10 11 8
5 9 6 7 12
6 4 15 14 1

DuUrer hat wahrscheinlich dieses magische
Quadrat gewdhlt, weil es in der Mitte der letz-
ten Zeile die Zahl 1514 enthilt, was das Jahr
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ist, in dem er diese Zeichnung getan hat.

Es stellt sich heraus, dass es 880 magische
Quadrate der Ordnung vier und 275 305224
magische Quadrate der Ordnung fiinf gibt. Es
ist bisher ein ungelostes mathematische Pro-
blem, die Anzahl der verschiedenen magischen
Quadrate der Ordnung 6 oder grofer anzuge-
ben.

Die Determinante von A ist null. Deshalb hat
die Matrix A auch keine Inverse. Das heilit,
es gibt magische Quadrate, die singulér sind.
Welche? Der Rang einer quadratischen Matrix
ist die Anzhal der linear unabhingigen Spal-
ten (oder Zeilen). Eine (n, n)-Matrix ist genau
dann singulédr, wenn der Rang kleiner n ist. Die
Anweisungen

1 | for n=1:24

2 r(n) = rank(magic(n));
3 |end

4 |[(1:24)° r’]

erzeugen eine Tabelle in der man mit zuneh-
mender Ordnung den Rang ablesen kann.

1 1 1
2 2 2
3 3 3
4 4 3
5 5 5
6 6 5
7 7 7
8 8 3
9 9 9
10 10 7
1 11 11
12 12 3
13 13 13
14 14 9
15 15 15
16 16 3

17 17 17
18 18 11
19 19 19
20 20 3
21 21 21
2 22 13
23 23 23
24 24 3

Schauen Sie sorgfiltig auf die Tabelle. Ignorie-
ren Sie den Fall n = 2, denn dann liegt kein ma-
gisches Quadrat vor. Kénnen Sie Strukturen er-
kennen? Mit Hilfe eines Sdulendiagramms er-
kennt man die Strukturen besser. Die Anwei-
sungen

1 |>> bar(r)
2 |>> title(’Rang magischer Quadrate’

)

erzeugen das Bild in Abbildung 3] Die Beob-

Rang magischer Quadrate

Abbildung 3: Rang magischer Quadrate

achtungen sind folgende:

e Ist n = 3,5,7,..., so haben die Matrizen
vollen Rang. Sie sind also reguldr und be-
sitzen jeweils eine Inverse.

e Istn = 4,8,12,..., so hat die Matrix den
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Rang drei. Diese Matrizen sind also ,,stark*
singuldr.

e Istn = 6,10, 14, ..., so hat die Matrix den
Rang n/2 + 2. Auch diese Matrizen sind sin-
gulir, nicht aber so stark wie die vorherge-
hende Klasse.

Mit edit magic konnen Sie sich den
Function-File anschauen, der die magischen
Quadrate erzeugt. Dort konnen Sie auch die
obigen drei Fallunterscheidungen wieder
erkennen.

1.3. Grafik

MarLaB verfligt iiber michtige Grafikfiahigkei-
ten. Dieser Abschnitt zeigt erste Schritte, siehe
Abschnitt 40| fiir weitere Einzelheiten.

Die Funktion plot verfiigt iber viele grafi-
sche Moglichkeiten; sie eine der grundlegen-
den Grafikfunktionen in MarLag. Sind x und
y zwei Vektoren der gleichen Linge, so off-
net der Befehl plot(x,y) ein Grafikfenster
(Figure) und zeichnet die Elemente von x ge-
gen die Elemente von y, das heif3it er verbindet
die Punkte (x(i),y(i)) durch gerade Linien.
Es entsteht ein Polygonzug. Der erste Vektor
x bildet die Koordinaten entlang der x-Achse
und der zweite Vektor y die Koordinaten ent-
lang der y-Achse.

Die Anweisungen

1 (> k=1; r =0.6; y0 = 0.01;

2 |>> x = linspace(0,20);

3 [>> vy = k./(1+(k/y0-1)*exp(-r*x));
4 |>> plot(x,y), grid,

zeichnen den Graf der logistischen Wachtums-
tumsfunktion von 0 bis 20 mit den Parametern

k = 1 (Tragfahigkeit), r = 0.6 (Wachstumsra-
te) und der Anfangsbedingung yp = 0.01 (An-
fangsbestand), sieche Abbildung @] Die darin

1

0.8

0.6

0.4r

0.2

20

Abbildung 4: Logistisches Wachstum

vorkommenden Rechenoperationen ./, * und
/ werden in Abschnitt [36.3|erklirt.

2. Allgemeines

MartLaB ist ein sehr leistungsfihiges Software-
system fiir alle Arten von Berechnungen. Der
Name MarrLaB kommt von Marrix LaBoratory
und verweist auf die zwei Uberlegungen, die
bei der Entwicklung eine Rolle gespielt ha-
ben. Grundelemente sind Matrizen und ihre
Manipulation, die in numerischen Verfahren
optimal eingesetzt werden konnen, gleichzei-
tig verfolgt man iiber Laboratory den Gedan-
ken der Entwicklung und Erweiterung. MaTLAB
ist ein interaktives Matrix-orientiertes Softwa-
resystem, in dem sich Probleme und Ldsun-
gen in vertrauter mathematischer Schreibweise
darstellen lassen.

Mittlerweile gibt es auler Matrizen bzw. zwei-
dimensionalen Feldern (Arrays) weitaus kom-

15
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plexere Datenstrukturen. Alle Datenstrukturen
lassen sich unter dem Oberbegriff des mehrdi-
mensionalen Arrays einordnen. Aus MATLAB ist
sozusagen nun ein ARRLAB (ARRay LaBoratory)
geworden. Das numerische zweidimensionale
Array, also die klassische Matrix, ist in diesem
Konzept nur noch ein Spezialfall, aber natiir-
lich ein sehr wichtiger.

Typische Anwendungen sind:
e Numerische Berechnungen aller Art.
e Entwicklung von Algorithmen.

e Modellierung, Simulation und Entwicklung
von Prototypen technischer und wirtschaft-
licher Probleme.

e Analyse, Auswertung und grafische Darstel-
lung von Datenmengen; Visualisierungen.

e Wissenschaftliche und technische Darstel-
lungen.

o Applikationsentwicklung mit Aufbau einer
grafischen Benutzerschnittstelle.

In den siebziger Jahren wurde in den USA
eine intensive Aktivitdit zur Entwicklung
hochqualitativer ~ Software gestartet, das
NATS-Projekt. 1976 lag als Ergebnis dieser
Bemiihungen das Softwarepaket Eispack zur
Losung algebraischer Eigenwertprobleme vor
[26]. Im Jahr 1975 begannen die Arbeiten an
einem effizienten und portablen Softwarepaket
zur Losung linearer Gleichungssysteme. Das
Ergebnis war das Softwarepaket Limneack [2].
Linpack und Eispack gewihrleisteten lange
Zeit die zuverlédssige und portable Losung von
Problemen der Linearen Algebra. Um diese
beiden Pakete leichter handhabbar zu machen,
wurde MarLaB geschrieben. Damit bestand
auch die Moglichkeit, ausgereifte Software

effizient in der Lehre — zunéchst in der (Nume-
rischen) Linearen Algebra, spéter und jetzt in
vielen anderen Bereichen — einzusetzen. Zur
Geschichte von MarLaB siehe http://www.
mathworks.com/company/newsletters/
news_notes/clevescorner/dec®4.html.

Der Einsatz von MarLaB lohnt sich. Neben
den sonst iiblichen Lehrbuchbeispielen kon-
nen kompliziertere und praxisbezogene Auf-
gaben schon im Ausbildungsprozess bearbeitet
werden. MarLaB erhoht die Leistungsfahigkeit,
Probleme aus Wirtschaft, Technik und Natur
zu 16sen, und erhoht die Motivation sich mit
Mathematik zu beschéftigen.

Der Umfang von MATLAB ist in den letzten Jah-
ren stark angestiegen. Informationen iiber die
neuste Version und andere Hinweise finden Sie
unter http://www.mathworks.del

Die drei Hauptkomponenten von MATLAB sind:
e Berechnung

e Visualisierung

e Programmierung

Berechnung. MarLaB verfiigt iiber eine nume-
rische — qualitativ hochwertige — Programm-
sammlung. Dem Benutzer bleibt es dadurch
erspart, Standardalgorithmen neu programmie-
ren zu miissen. Er kann auf grundlegende,
gut ausgetestete Programme zuriickgreifen und
darauf aufbauend eigene Algorithmen realisie-
ren.

Visualisierung. MarLaB verfiigt iiber moderne
Visualisierungsmoglichkeiten. Dadurch ist der
Benutzer in der Lage, Daten auf verschiedene
Art und Weise darzustellen.
Programmierung. MarLaB verfiigt iiber eine
eigene hohere Programmiersprache. Der Be-
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Copyright © G. Gramlich


http://www.mathworks.com/company/newsletters/news_notes/clevescorner/dec04.html
http://www.mathworks.com/company/newsletters/news_notes/clevescorner/dec04.html
http://www.mathworks.com/company/newsletters/news_notes/clevescorner/dec04.html
http://www.mathworks.de

nutzer hat somit die Moglichkeit, die Funktio-
nalitdt von MarLaB durch eigene Programme
beliebig zu erweitern. Dies kann dadurch ge-
schehen, dass er MarLaB-Programme schreibt
— sogenannte m-Files — oder C/C++, FORTRAN
bzw. Java-Codes einbindet. Dadurch stellt Mat-
LAB ein offenes System dar.

Die grundlegenden Datenelemente von MAT-
LAB sind Matrizen bzw. mehrdimensionale Ar-
rays (Felder), die nicht dimensioniert wer-
den miissen. Dadurch lassen sich viele techni-
sche Aufgabenstellungen, vor allem wenn sie
mit Matrizen oder Vektoren dargestellt werden
konnen, mit einem Bruchteil des Zeitaufwan-
des 16sen, der fiir die Programmierung in einer
skalaren, nicht interaktiven Sprache wie Fort-
RAN oder C/C++ erforderlich wire.

Im Verlauf mehrerer Jahre und durch Beitra-
ge vieler Benutzer hat sich MATLAB zu sei-
nem heutigen Umfang entwickelt. In Hoch-
schulen ist MatLAB das bevorzugte Lehrmittel
fiir Grund- und Aufbaukurse in Mathematik,
Ingenieurswissenschaften, Naturwissenschaf-
ten und Wirtschaftswissenschaften. In der In-
dustrie findet MarLAB immer mehr Zuwachs
in Forschung, Entwicklung, Datenauswertung
und Visualisierungen aller Art. Folgende Punk-
te tragen auflerdem zum Erfolg von MATLAB
bei:

Syntax. MatLAB besitzt eine benutzerfreund-
liche, intuitive Syntax, die kurz und einfach
ist. Sie lehnt sich stark an die mathemati-
schen Schreibweisen an. Auch einen umge-
kehrten Prozess kann man beobachten. MATLAB
nimmt Einfluf auf mathematische Beschrei-
bungen, siche zum Beispiel [3]].

Toolboxen. In Form von sogenannten Toolbo-

xen ldsst sich der Funktionsumfang von Mat-
LAB auf vielen Gebieten erweitern. Unter an-
derem stehen folgende Toolboxen zur Verfii-
gung: Extended Symbolic Math Toolbox, Fi-
nancial Toolbox, Image Processing Toolbox,
Neural Network Toolbox, Optimization Tool-
box, Partial Differential Equation Toolbox, Si-
gnal Processing Toolbox, Spline Toolbox, Sta-
tistics Toolbox und Wavelet Toolbox. Dariiber
hinaus stellt MaTLAB eine Schnittstelle zur nu-
merischen Programmbibliothek Nac (http://
WWW.nag . com) bereit.

Matrizen. Grundlage von MarLas sind reel-
le und komplexe (einschlieBlich diinn besetz-
ter) Matrizen. Die Einfithrung einer Matrix
als grundlegendes Datenelement hat sich nicht
nur in der (numerischen) Mathematik, sondern
auch in vielen anderen rechnerorientierten Be-
reichen als sehr vorteilhaft herausgestellt.
Symbolisches Rechnen. Durch die (Exten-
ded) Symbolic Math Toolbox ist es innerhalb
der MarLaB-Umgebung moglich, symbolisch
zu rechnen. Dadurch kann der Benutzer sym-
bolische und numerische Berechnungen mit-
einander verkniipfen. In Abschnitt[67|wird die-
se Toolbox genauer beschrieben.
Prototyprealisierung. In der Praxis kommt
es vor, dass man — aus den verschiedensten
Griinden heraus — darauf angewiesen ist, Al-
gorithmen in anderen Programmiersprachen,
wie zum Beispiel C/C++, FORTRAN, PascAL
oder Java, zu implementieren. Aber auch dann
ist es vorteilhaft, einen Prototyp des Verfah-
rens in MATLAB zu realisieren, da dies meist
sehr schnell moglich ist, bevor man den Al-
gorithmus iibertrdgt bzw. automatisch iibertra-
gen lasst (Zum Beispiel mit Hilfe des MATLAB
C/C++ Compilers).
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Handle Graphics (Grafiken bearbeiten).
Das MarLaB-Grafiksystem umfasst Hochspra-
chenbefehle fiir die Darstellung von zwei- und
dreidimensionalen Datenstrukturen, fiir die
Bildverarbeitung, fiir Trickbewegungen und
Prisentationsgrafiken. Hierzu gehéren auch
einfache Befehle, mit denen sich Grafiken kun-
denspezifisch gestalten oder auch vollstindig
grafische Benutzerschnittstellen fiir eigene Ap-
plikationen aufbauen lassen.

Bibliothek von mathematischen Funktio-
nen. MarLaB verfiigt iiber eine umfangreiche
Sammlung von mathematischen Algorithmen
und Funktionen. Diese Funktionalitéit reicht
von elementaren Funktionen iiber Eigenwert-
berechnungen bis hin zur schnellen FOURIER-
Transformation.

Application Program Interface (API). Diese
Anwenderschnittstelle ermdglicht die Erstel-
lung von Programmen in C/C++ und FORTRAN,
um sie dann in MATLAB einzubinden.

SIMULINK. SIMULINK — ein Partnerprogramm zu
MatLAaB — ist ein blockorientiertes, interakti-
ves System zur Simulation linearer und nicht-
linearer dynamischer Systeme. Es handelt sich
um ein mausgesteuertes Grafikprogramm, das
ein Modell eines technischen, natiirlichen oder
wirtschaftlichen Systems, das als Blockdia-
gramm (Blockschaltbild) auf dem Bildschirm
darzustellen ist, unter dynamischen Einwir-
kungen nachbildet. Es kann fiir lineare, nicht-
lineare, zeitkontinuierliche oder zeitdiskrete
Prozesse eingesetzt werden. Grundlage sind
MarLaB-Funktionen zur Losung gewohnlicher
Differenzialgleichungen (DGL-Loser, ODE-
Loser).

Blocksets sind Ergiinzungen zu SiMuLINK, die
weitere Bausteinbibliotheken fiir Spezialan-

wendungen bereitstellen.

StaTEFLOW ist eine Erweiterung von SiMULINK
zur Simulation ereignisorientierter Model-
le (Endliche Zustandsautomaten, Finite State
Machines).

Real-time Workshop ist ein Programm, mit
dem sich aus den Blockdiagrammen ein C-
Code bilden lédsst, der von einer Vielzahl von
Echtzeitsystemen abgearbeitet werden kann.

Wir verwenden den Begriff Funkti-
on im Folgenden doppeldeutig. Zum
Einen sind mathematische Funktio-
nen gemeint und zum Anderen han-
delt es sich um MATLAB-Funktionen,
also um Unterprogramme. Aus dem
Zusammenhang sollte aber immer
klar sein, um welchen Typ Funktion
es sich handelt.

3. Was macht den Erfolg von
MATLAB aus?

MarLaB hat gegeniiber der traditionellen nu-
merischen Programmierung (wie zum Beispiel
mit FORTRAN, C/C++ oder dem Aufruf von
numerischen Bibliotheken) folgende Vorteile:

o MarLaB verfiigt iiber eine benutzerfreundli-
che und intuitive Syntax; die Syntax ist kurz
und einfach.

e Die numerischen Programme zeichnen sich
durch eine hohe Qualitét aus.

¢ In einer eingebauten hoheren Programmier-
sprache lassen sich Algorithmen schnell und
leicht realisieren.

e Datenstrukturen erfordern minimale Auf-
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merksamkeit; zum Beispiel miissen Arrays
nicht deklariert werrden, bevor man sie be-
nutzt.

e Ein interaktives Arbeiten erlaubt schnelles
experimentieren und leichte Fehlersuche.

e MarLAB verfiigt {iber machtige, benut-
zerfreundliche und qualitativ hochwiértige
Grafik- und Visualisierungsméoglichkeiten.

e MarLaB m-Files sind fiir eine groBe Klasse
von Plattformen kompatibel.

e Es bestehen Erweiterungsmoglichkeiten
durch  Toolboxen  (Signalverarbeitung,
symbolische Rechnungen usw.).

e Uber das Internet sind viele m-Files von an-
deren Benutzern zu bekommen.

Wir geben hier nur eine Einfithrung in die
Michtigkeit von MatiaB. Fiir ausfiihrliche-
re Darstellungen beziiglich MarLaB und Ma-
thematik (numerisch und symbolisch) ver-
weise ich Sie auf unser Buch [7] bzw. auf
[9] und [23] und natiirlich auf die MATLAB-
Dokumentationen [[14, 15,16, [17].

4. Starten und beenden

Bei vielen kommandoorientierten Rechnersys-
temen wird MarLaB durch das Kommando
matlab gestartet. Oder — bei grafischen Ober-
flichen — klickt man nach dem Start auf ein
entsprechendes MarLaB-Icon. Bei manchen In-
stallationen ist es auch moglich, dass Sie Mar-
LAB aus einem Menii heraus aufrufen konnen.
In jedem Fall sollten Sie den MATLAB-Prompt »
sehen (bzw. EDU»). Mit dem Kommando quit
(exit) verlassen Sie MarLAB. Weitere Hinwei-

se finden Sie in den MarLaB-Handbiichern. Ge-
gebenenfalls miissen Sie Ihren Systemmanager
nach lokalen Installationseigenschaften befra-
gen.

5. Die Arbeitsoberflache

Wir geben eine Ubersicht iiber die MATLAB Ar-
beitsoberfliche (Desktop) und ihrer einzelnen
Elemente: den Help Browser, Arrayeditor und
Editor/Debugger.

Nach dem Start 6ffnet sich die MarLaB Ar-
beitsoberfliche, die auch als Desktop be-
zeichnet wird, sieche Abbildung [5| Die Ar-

Abbildung 5: Die Arbeitsoberfliche

beitsoberfliche von MatLaB besteht aus dem
Command Window zur Befehlseingabe, dem
Current Directory mit dem Inhlatsverzeich-
nis, dem Workspace mit den Variablen des
Speicherbereiches des Command Windows,
der Command History, verschiedener Menii-
zeilen sowie dem Start Button. Die einzel-
nen Komponenten konnen in ihrer Positionie-
rung und Grofe mit der Maus veridndert und
durch Festhalten der Namensliste mit der lin-
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ken Maustaste umgruppiert werden. Mit der
Dock-Eigenschaft lassen sich die einzelnen
Komponenten abkoppeln und in unabhingi-
ge Fenster wandeln. Figure Windows, Editor/-
Debugger und Arrayeditor lassen sich an das
Command Window ankoppeln und so ein gro-
Beres Dokument erzeugen. Dabei bestehen un-
terschiedliche Moglichkeiten der Anordnung,
beispielsweise nebeneinander oder hinterein-
ander. Probieren Sie es aus! Fiir hiufig sich
wiederholende Aufgaben lassen sich eigene
Shortcuts definieren und in die Liste der Short-
cuts einfiigen.

Der Start Button erlaubt den direkten Zugrift
auf unterschiedliche Funktionalititen, nicht
nur unter MarLas, sondern auch auf Funk-
tionalititen von Toolboxen, SIMULINK, STATE-
rLow und Blocksets. Hier befindet sich auch
ein einfacher Zugang zu den erwéhnten Short-
cuts oder interessanten MatLAB Seiten, Hilfe-
seiten und Demos, um nur eine kleine Auswahl
Zu nennen.

5.1. Das Command Window

Das Command Window dient dem Aufruf von
MarLaB Befehlen, Erzeugen von Variablen und
dem Anzeigen von Ergebnissen. Die Eingabe
erfolgt hinter dem MarLAB Prompt

1| >>

Befehle konnen auch abgekiirzt werden und
mit der Tab-Taste ergéinzt werden. Zu fritheren
Eingaben kann mit den Kursortasten zuriickge-
blittert werden. Erzeugte Variablen werden im
Workspace Window aufgelistet, Befehle in der
Kommando History.

5.2. Command History

Im Command History werden die eingegebe-
ne Befehle zur Wiederverwendung nach dem
Datum geordnet abgespeichert. Durch Dop-
pelklick konnen diese Befehle direkt ausge-
fiihrt werden und mit der linken Maustaste in
das Command Window zur erneuten Bearbei-
tung verschoben wrden. Die linke Maustaste
geneinsam mit der Sift- oder Steuerungstaste
erlaubt die Auswahl von Gruppen der im His-
tory Window gespeicherten Kommandos. Mit
der rechten Maustaste 6ffnet sich ein Fenster,
das das Kopieren der ausgewihlten Befehle,
das direkte Erzeugen von m-Files und Short-
cuts oder das Loschen aus der Command His-
tory erlaubt.

5.3. Der Workspace Browser

Der Workspace Browser zeigt die aktuellen Va-
riablen des Base-Speicherbereichs (Command
Window) oder beim Debuggen die des zugehd-
rigen Funktionsspeicheraumes an. Die Varia-
blen sind alphabetisch geordnet, kdnnen aber
auch durch Anklicken der Spalteniiberschrif-
ten nach den damit verkiipften Eigenschaften
umgeordnet werden.

Die Meniileiste des Workspace Browser bie-
tet mit dem Plot-Zeichen einen bequemen Zu-
gang zu grafisch gesteuertem Plotten einer oder
mehrerer Variablen.

Ist der Workspace Browser im Vordergrund,
weist die Desktop-Meniileiste zusitzlich das
Menii Graphics auf. Wahlt man dort Plot
Tools, so dffnet sich die Figure-Umgebung mit
Figure Palette, Plot Browser, Property Editor
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und Figure Toolbar. Unter der Figure Palette
sind alle Variablen des Workspace aufgelistet
und konnen damit auch direkt geplottet wer-
den.

Der Workspace Browser stellt eine grafische
Darstellung des whos Kommandos dar. Mit
dem Befehl who kann man herausfinden, wel-
che Variablen momentan im Workspace ge-
speichert sind. Um Daten zu sichern kann man
die Funktion save verwenden. Mit 1oad kann
man gespeicherte Daten in den Workspace la-
den. Die Tabelle [I] zeigt weitere Funktionen
zum Verwalten des Workspace.

Funktion Beschreibung
clear Loscht Variablen
clear all Ldoschtalles
load Daten laden
save Daten speichern
who Zeigt Variablen
whos Zeigt mehr als who

Tabelle 1: Workspace verwalten

Aufgabe 1 (Workspace verwalten) Angenom-
men Sie mochten die Variablen a und b aus
dem Workspace loschen. Wie geht das?

Losung: Dies konnen Sie mit clear a und
clear b tun. Falls Sie sich Tipparbeit sparen
wollen, geben Sie clear a b ein. Hilfe erha-
len Sie mit doc clear (help clear). ©...©

Aufgabe 2 (Workspace verwalten) Schreiben
Sie einen Datenfile mit dem Namen data.in,
der die folgenden Daten enthélt:

1
2

w N =
N RS
(o) BN ) BNV, |
O w

3

4

v w
= O
O oo
= =

5

Erzeugen Sie im MarLaB Workspace eine Ma-
trix A mit diesen Daten. Andern Sie die zwei-
te Zeile von A zu 2.0 und 6.2 und schreiben
Sie die modifizierte Matrix A in einen ASCII-
Datenfile mit dem Namen data.out.
Losung: Das Einlesen erfolgt mittels

1 |>> A = load(’data.in’);

Die Manipulation der Matrix A erfolgt durch

1 [>> AC2,:) = [2.0 6.2];

und das Schreiben in eine Datei mit Namen
data.out erfolgt mit

1 |>> fprintf(’data.out’,’%1.1f %1.1f
\n’,A’)

oder alternativ mit

1 |>> save data.out A -ASCII

5.4. Current Directory

Der Current Directory Browser hat gegeniiber
den Vorgédngerversionen an Funktionalitit hin-
zugewonnen und geht weit tiber das reine Auf-
listen der Dateien des aktuellen Verzeichnisses
hinaus. Durch Anwihlen kann direkt in Unter-
verzeichnisse gesprungen werden.

Unter View kann eine Auswahl der aufgeliste-
ten Files nach ihrer Filekennung erfolgen. Files
werden durch Doppelklicken ausgefiihrt. Dah
hei3it beispielsweise zu m-Files oder Textfiles
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offnet sich der Editor, fig-Files werden darge-
stellt, bei mat-Files werden die Daten geladen
und HTML-Files im Web Browser dargestellt.

Das Menii Find Files (Fernglassymbol) 6ffnet
eine grafische Umgebung zum Suchen anch
Dateien oder Begriffen in Dateien.

Mit filebrowser wird der Current Directo-

ry Browser aus dem Command Window heraus
aktiviert.

6. Der Help Browser

MarLaB verfiigt iiber ein sehr umfangreiches
Hilfe- und Dokumentationsfenster, den Help
Browser, siche Abbildung [6] Der Help Brow-

*esc8 8
Tt s 4 s s s s

Begin Here

Abbildung 6: Der Help Browser

ser kann aus dem Desktop entweder unter dem
Meniipunkt Help oder iiber das ?-Symbol oder
mit dem Befehl doc gedffnet werden. Der Help
Browser besteht aus dem Navigator und auf der
rechten Seite aus dem eigentlichen Hilfetext.
Im Navigator stehen die Kartenreiter Contents,
Index, Search und Demos zur Auswahl. Das
Docksymbol erlaubt wieder das Anbinden an
das Desktop-Fenster.

Unter Contents verbirgt sich eine vollstindige
Dokumentation aller installierten Produkte be-
stehend aus den User Guides. Zu den User Gui-
des gehort auch eine vollstindige Funktions-
iibersicht der einzelnen MarLas Funktionen/-
Kommandos, die stets aus einer Ubersicht der
erlaubte Syntax, aus einer ausfiihrlichen Be-
schreibung, gegebenenfalls ergidnzenden Hin-
weisen, einem Beispielteil und einem Verweis
auf verwandte MarLAB Funktionen/Komman-
dos sowie in einigen Fillen erginzende Li-
teraturangaben besteht. Unter Contens findet
sich auch das Kapitel Printable Dokumentati-
on, das direkt auf die MathWorks Internetseite
mit den pdf-Dokumenten verweist.

Der Kartenreiter Index stellt ein alphabetisch
geordnetes Register zur Verfiigung und Search
ein Suchfenster. Die Treffer werden im Na-
vigatorteil aufgelistet und durch anklicken im
rechten Textfenster dargestellt. Dabei wird
unter allen installierten Produkten gesucht.
Soll die Suche auf betsimmte Toolboxen oder
Blocksets eingeschriankt werden, so kann unter
den Preferences im Menii File ein Produktfilter
genutzt werden.

Unter Demos werden Beispiele zu verschiede-
nen Funktionalititen bereit gehalten.

7. Der Array Editor

Der Array Editor dient dem Visualisieren
und interaktiven Editieren von Workspace-
Variablen und wird durch Klicken auf die
Variable im Workspace geoffnet, siche Ab-
bildung [/| Alternativ kann der Array Editor
mittels openvar(’VarName’) aus dem Com-
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Abbildung 7: Der Array Editor

mand Window geoffnet werden. VarName ist
der Name der Variablen. Im Gegensatz zu il-
teren Versionen lassen sich ab dem Relea-
se 7 auch Zellen- und Strukturvariablen (sie-
he Abschnitt [74) im Array Editor bearbeiten.
Der Array Editor ldsst sich wie bereits er-
wihnt am MarLaB Desktop andocken. Spalten
im Editor lassen sich kopieren, 16schen und tei-
len. ExceL-Daten lassen sich unter Windows-
Betriebssystemen mit Copy und Paste in den
Array Editor kopieren. Das Plot-Symbol er-
laubt grafisch unterstiitzt das Plotten von Da-
ten, dabei steht ein umfangreicher Auswahlka-
talog mit Linienplots, Histogrammen, Hohen-
linienplots, 3D-Grafiken usw. zur Verfiigung.
Neue Variablen lassen sich mausgesteuert aus
bestehenden Daten erzeigen.

8. Der Editor/Debugger

Der MarLaB Editor und Debugger, siehe Ab-
bildung [§] dient dem Schreiben von MarLAB
Scripts und Functions sowie dem grafische De-
buggen. Der Editor hebt dabei MatLAB Schliis-

Fie Edt Text Cel Tooks Debug Deskiop Window Help e

B Editor - C:\Programme\MATLAB71\toolbox\symbolic\rsums.m 3]
x
DSl | iBoa | & MhF 88 BRE D8 s H v

1 function rswms(f,a,b)

2 evaluacion of Riemann sums.

3 mates the integral of £ from O to 1 by Riemann sum
1 RSUMS (f,a, UNS (£, [a,b] ] approximates the integral from a to
5 % £ canbe astring, & Syn, an inline function, an anonpmous function
6

5

8

4RSUNS  Interacti:
% RSUNS (£] app

a function handle. RSUNS is often called with the command line fo

rsums exp(-57%°2)

9 % Copyright 1993-2004 The HathWorks, Inc.
:1.15.4.4 § $Dave: 2005/03/07 17:42:08 §

12 - if nargin ~= 0
13 = Initialization
14 % Nake sure £ can be evaluated.
isa(f, 'char')

torize (inline(f));
isa(s, sy')

18 - £ = vectorize(inline(char (£)));
19 - end

- e
R0 set (gef, 'userdata’' ,args, 'doublebuffer','on')

30 - Setigea, 'pesition',get(gea, 'pesition’)+[0 .05 0 -.05])

Ay~ wicontrol('units', 'normal','style', 'slider', 'pos',[.18 .03 .70 .04],
3z 'min',2, 'max', 128, 'value',10, 'callback','rsuns');

<. L
i< >

sssss Ln 20 ol 15

Abbildung 8: Der Editor/Debugger

selworter oder Kommentare in unterschiedli-
chen Farben hervor, erkennt aber auch andere
Formate wie beispielsweise HTML. Aufgeru-
fen wird der Editor entweder mit

1 |>> editor Fname

zum Editieren des Files Fname oder aus dem
Desktop unter File — New — m-file oder durch
Klicken auf eine Datei im Current Directory
Browser.

Unter dem Meniipunkt Edit des Editors befin-
det sich ein Search and Replace-Fenster, mit
dem Begriffe im lokalen File oder auch auf3er-
halb gesucht und gegebenenfalls durch einen
neuen Begriff ersetzt werden kénnen.

Bei der Entwicklung eines Programms treten
prinzipiell zwei Fehlerarten auf: Syntax- und
Laufzeitfehler. Syntaxfehler sind meist leicht
zu beheben. Laufzeitfehler treten bei einem
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syntaktisch korrekten Programm wéhrend der
Ausfithrung auf und zeigen sich entweder in
einem Programmabsturz oder in offensichtlich
falschen Resultaten. In solchen Fillen kann
es notwendig sein, sich den Ablauf des Pro-
gramms wihrend der Ausfithrung genauer an-
zusehen. Diese Aufgabe iibernimmt ein soge-
nannter Debugger, ein Programm, mit dem an-
dere Programme wihrend der Ausfithrung an
bestimmten Stellen, so genannte Breakpoints,
unterbrochen und untersucht werden kénnen.
Mit Hilfe der Meniieintrige unter Debug oder
durch Klick auf das Icon mit dem roten Punkt
konnen Breakpoints gesetzt oder geldscht wer-
den. Der Debugger kennt verschiedene Ar-
ten von Berakpoints, von denen wir auf den
Standard-Breakpoint kurz eingehen wollen.

Ein Standard-Breakpoint wird durch einen ro-
ten Punkt im Quelltext angezeigt. Er wird in
die Zeile gesetzt, in der der Cursor steht. Bei
der Ausfithrung des Programms erfolgt dann
ein automatischer Wechsel in den Editor und
das Programm wird an der Stelle des Break-
points angehalten. Die bis dahin belegten Va-
riablenwerte konnen anschlieBend bequem be-
trachtet werden, indem man mit dem Mauszei-
ger auf die jeweilige Variable zeigt. Die Wer-
te werden in einem automatisch ausgeklapp-
ten Fenster angezeigt (wenn in den Preferences
eingestellt). Alternativ konnen die Variablen
auch im Command Window oder mit Hilfe des
Kontext-Meniis der reechten Maustaste im Ar-
ray Editor angezeigt werden. Die Variablen-
werte konnen allerdings nicht nur angezeigt
werden. Dariliber hinaus ist es moglich, die
Werte zur Programmlaufzeit zu verdndern, was
zu Testzwecken sehr niitzlich ist.

Meine Empfehlung ist es, sich mit dem Debug-
ger vetraut zu machen, insbesondere wenn man
groflere Programme entwickeln will.

Neben dem Debugger gibt es noch weitere
Werkzeuge, die die Programmentwicklung un-
terstiitzen, den Code-Check mit M-Lint und
den Profiler. Mit dem Profiler sind umfang-
reiche Laufzeitanalysen moglich, die sicher-
lich nur dem fortgeschrittenen Anwender von
Nutzen sind. Mit dem M-Lint Programm (im
Menii Tools) kann ein Bericht erstellt werden,
in dem der Programmierer zum Beispiel iiber
nicht verwendete Variablen, syntaktische Feh-
ler oder sonstige Ungereimtheiten im Code in-
formiert wird. Dies ist auch fiir den Anfinger
niitzlich.

9. Plots

Bilder (Images) oder Abbildungen werden im
Figure Window dargestellt. Neben seiner Auf-
gabe, die Ebene fiir die grafische Darstellung
bereitzustellen, bietet das Figure Window noch
weitere Eigenschaften. Unter File besteht die
Moglichkeit mit Generate m-File das grafische
Layout in einem m-File abzuspeichern und
so bei zukiinftigen vergleichbaren Aufgaben
auf ein vorgefertigtes Plotlayout in Form ei-
ner MarLaB Funktion zuzugreifen. Unter View
wird als wichtigestes Instrument der Proper-
ty Editor aufgerufen, mit dem interaktiv Ei-
genschaften der Grafik verdndert und sdmtli-
che Eigenschaften mit dem Property Inspector
angesprochen werden konnen. Insert erlaubt
das interaktive Einfiigen von zum Beispiel Le-
gende und Farbbalken. Unter Tools finden sich
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Eigenschaften wie Pan zum interaktiven Ver-
schieben von Plotlinien und insbesondere auch
das Basic Fitting und Data Statistic Tool.

10. Der Import Wizard

Der Import Wizard (Zauberer) lasst sich iiber
den Befehl uiimport, durch Doppelklicken
auf einen Datenfile im Current Directory Win-
dow oder iiber File — Import Data 6ffnen.
In diesem Fall wird iiber einen File Browser
der entsprechende Datenfile ausgewéhlt. Der
Import Wizard erlaubt das interaktive Einle-
sen von Asci-Files, bindren mat-Dateien, Ex-
ceL-Files, wav-Dateien, Bilddateien oder Hpr-
Daten, um nur Einige zu nennen. Bei forma-
tierten Daten kann ein geeigneter Spaltensepa-
rator angeklickt werden, und, falls dies nicht
automatisch erkannt wird, die Zahl der Kopf-
zeilen vorgegeben werden. Numerische Da-
ten werden dann als Array, Textdaten wie bei-
spielsweise Spalteniiberschriften als Zellenva-
riablen abgespeichert.

11. MarLAB unterbrechen

Mit ctrl-c konnen Sie MarLAB jederzeit un-
terbrechen.

12. Lange Eingabezeilen

Ist Ihre Eingabezeile lang, so konnen Sie die-

1 |>> s =

1+1/2+1/3+1/4+1/5+1/6+1/7+1/8+1/9+1/10

2 |S =
3 2.9290

13. Eine Sitzung aufzeichnen

Das Kommando

1 [>> diary MeineSitzung

sorgt dafiir, dass der folgende Bildschirm-
text komplett in der Datei MeineSitzung
aufgezeichnet wird. Die Aufzeichung konnen
Sie anhalten, wenn Sie diary off einge-
ben. MeineSitzung ist nur eine Beispieldatei;
sie konnen selbstverstdndlich jeden zuldssigen
Dateinamen angeben.

14. Das help-Kommando

Das help-Kommando ist eine einfache Mog-
lichkeit, Hilfe iiber eine MarLAB-Funktion im
Command Window zu erhalten. Hierzu gibt
man help und den Funktionsnamen, das Kom-
mando oder das Symbol ein.

Das folgende Beispiel zeigt, wie man sich
Informationen iiber die eingebaute MATLAB-
Funktion sqrt verschafft.

>> help sqrt

SQRT Square root.
SQRT(X) is the square ...

S N

se mit drei Punkten beenden ... und in der
nichste Zeile fortfahren. Auffallend ist, dass in der Erkldrung der Name
x 1 der sqrt-Funktion grof3 geschrieben ist. Dies
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dient lediglich dazu, diesen Namen vom {ib-
rigen Text abzusetzen. Der richtige Name ist
sqrt, klein geschrieben. MaTLAB unterscheidet
zwischen GroB- und Kleinbuchstaben, deshalb
liefert die Eingabe help SQRT eine Fehlermel-
dung.

1 |SQRT.m not found.

MatLaB-eigene Funktionsnamen be-
stehen stets aus Kleinbuchstaben.
Nur im Hilfetext werden sie grofs ge-
schrieben.

Das help-Kommando ist nur geeignet, wenn
man den Namen der Funktion kennt, zu der
man Hilfe sucht. Was aber, wenn man ihn nicht
kennt?

Alle MartLaB-Funktionen sind in logische
Gruppen (Themen) eingeteilt, und die MATLAB-
Verzeichnisstruktur basiert auf dieser Eintei-
lung. Gibt man help alleine ein, so wird diese
Gruppierung angezeigt.

>> help
HELP topics

matlab\general - General ...

® N o\ A W N =

matlab\ops - Operators ...
matlab\lang - Programming ...
matlab\elmat - Elementary ...
usw.

Mit help elfun (doc elfun) zum Beispiel
erhalten Sie eine Liste aller elementarer mathe-
matische Funktionen in MATLAB.

15. Das doc-Kommando

Eine konfortablere Hilfe erhalten Sie mit dem
doc-Kommando. Beispielsweise erhalten Sie
mit doc sineine HTML-Dokumentation iiber
die sin-Funktion. Mit doc elfun bekommen
Sie eine Liste aller elementaren mathemati-
schen Funktionen, die in MarLAB realisiert
sind.

16. Demos

Durch den Aufruf

1 |>> demo

wird das Hilfe-Fenster geodffnet und Sie kon-
nen sich Demos iiber MarLaB und seine Tool-
boxen anschauen. Dort finden Sie in Form von
Video-Tutorials die neuen Features der neus-
ten MarLAB-Version. Weitere Info erhalten Sie
mit doc demo (help demo) oder doc demos
(help demos).

17. Das lookfor-Kommando

Basierend auf einem Schliisselwort konnen Sie
mit dem lookfor-Kommando nach Funktio-
nen suchen. Dabei wird die erste Zeile des
help-Textes jeder MarLaB-Funktion zuriick-
gegeben, die das entsprechende Schliisselwort
enthilt. Zum Beispiel gibt es in MarLAB keine
Funktion mit dem Namen inverse. Somit ist
die Antwort auf

1 |>> help inverse

folgende:
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1 |inverse.m not found.

Aber der Aufruf

1 |>> lookfor inverse

liefert — in Abhéngigkeit der installierten Tool-
boxen — folgendes:

INVHILB Inverse Hilbert matrix.
IPERMUTE Inverse permute array ...
ACOS Inverse cosine.
ACOSH Inverse hyperbolic
ACOT Inverse cotangent.
ACOTH Inverse hyperbolic ...
ACSC Inverse cosecant.
ACSCH Inverse hyperbolic
ASEC Inverse secant.

10 |ASECH Inverse hyperbolic
11 |ASIN Inverse sine.

12 |ASINH Inverse hyperbolic sine.

13 |ATAN Inverse tangent.

14 |ATAN2 Four quadrant inverse ...

15 | ATANH Inverse hyperbolic tangent.
16 | ERFCINV Inverse complementary ...
17 | ERFINV Inverse error function.

18 [INV  Matrix inverse.

19 |PINV Pseudoinverse.

20 | IFFT Inverse discrete Fourier

21 transform.

2 |USW...

cosine.

cosecant.

o = WY, T SO SV R S R

secant.

Will man, dass alle help-Zeilen durchsucht
werden, so muss man im Aufruf die Option
-all verwenden:

1 |>> lookfor inverse -all

Falls Sie Hilfe zu einem Begriff suchen und
den entsprechenden englischen Ausdruck nicht
kennen, verwenden Sie ein Worterbuch. Auf
meiner Homepage finden Sie einen Link zu

einem Mathematischen Worterbuch, das Ih-
nen weiterhelfen kann, siche http://www.
hs-ulm.de/gramlich.

Aufgabe 3 (lookfor-Kommando) Mit wel-
chem Befehl wird das Command Window
(Kommandofenster) geloscht?

Losung: Mit dem Aufruf

1 |>> lookfor command

finden Sie das Kommando clc. Damit wird das
Kommandofenster geloscht, nicht jedoch der
Workspace. ©. ... ©

18. Alle Funktionen?

Alle MarLaB-Funktionen finden Sie im Help
Browser. Geben Sie doc ein, dann finden
Sie unter Help Navigator Contents MATLAB in
Function — Alphabetical List eine alphabeti-
sche Auflistung aller MarLaB-Funktionen und
in Functions — Categorial List alle Funktionen
in Gruppen eingeteilt.

19. Wichtige Funktionen?

Wichtige und haufig vorkommende Funktio-
nen habe ich Thnen im Anhang[B|abgedruckt.

20. Der Path Browser

MatLaB ermittelt die Art, in der die aufgerufe-
nen Funktionen auszufiihren sind, iiber einen
Suchpfad, das ist eine geordnete Liste von Ver-
zeichnissen. Mit dem Kommando path erhilt
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man die aktuelle Liste von Verzeichnissen, in
denen MatLAB sucht. Dieser Befehl kann auch
dazu verwendet werden, um Verzeichnisse aus
dem Suchpfad zu loschen oder anzuhingen.
Mit dem Path Browser (siche Abbildung [9)
kann der Pfad bequem geindert oder ausgege-

Abbildung 9: Der PathBrowser

ben werden. Falls Sie ein Windows Betriebs-
system verwenden, so konnen Sie den Path
Browser tiber die Schaltfliche des Command
Windows, iiber Set Path im Meniu File oder
iiber das Kommando pathtool 6ffnen.

21. Den Datentrdager verwalten

Die Funktionen aus der Tabelle 2] zeigen Mog-
lichkeiten, wie man den Datentréiger verwalten
kann.

22. Wie man weitere
Systeminformationen erhalt

Die Tabelle 3] zeigt MarLas-Funktionen, die

Kommando Beschreibung
cd Verzeichnis wechseln
cd oder pwd  Zeigt Verzeichnispfad
delete Loscht Filename
dir oder 1s  Zeigt Files
exist Uberpriift Existenz
matlabroot Zeigt MarLaB-Wurzel
type Type
what M, mat und mex-Files
which Lokalisiert Funktionen

Tabelle 2: Den Datentriager verwalten

Funktion Beschreibung
computer Typ des Rechners
hostid Identifikationsnummer
license  Lizenznummer

Tabelle 3: Systeminformationen

man verwenden kann, um Informationen tiber
den eigenen Computer zu erhalten.

23. Neuigkeiten und Versionen

Weitere Informationen und Demonstrationen
zu MartLaB finden Sie in Tabelle 4l

Funktion Beschreibung
bench Benchmarks
ver Versionen
version  Versionsnummer
whatsnew Release Notes

Tabelle 4: Weitere Infos
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24. Voreinstellungen

Es gibt mehrere m-Files, die die Voreinstel-
lungen von MartLAB festlegen und beim Start
ausgefiihrt werden. Diese Files befinden sich
im Unterverzeichnis local im Verzeichnis
toolbox. Der File Contents enthilt eine
Ubersicht.

Zur Startzeit fithrt MarLAB automatisch den Fi-
le matlabrc aus. Dieser File setzt die MATLAB
Pfade, legt die Default-Grofe der Figures fest
und setzt einige weitere Standardeinstellungen.
Verdnderungen sollten bei Bedarf nicht in die-
ser Datei, sondern im startup File durchge-
fiihrt werden. Dieser ist dafiir gedacht, dass Sie
dort eigene Funktionen und Kommandos defi-
nieren, die zur Startzeit ausgefiihrt werden sol-
len.

25. Einfaches Rechnen

Addition +, Subtraktion -, Multiplikation *,
Division / und Potenzieren " sind grundlegen-
de Rechenoperationen. Hier ein paar Beispiele:

>> 3+4
ans =

7
>> 9/3
ans =

3
>> 248
ans =

[ T N S S

256

MatLaB nennt das Ergebnis ans (kurz fiir ans-
wer).

Geben Sie dem Ergebnis keinen Va-

riablennamen (siehe Abschnitt [28)),
so wdhlt MatLaB standardmdf3ig
(default) den Variablennamen ans.

SchlieBen Sie die FEingabezeile mit einem
Strichpunkt (Semikolon) ab, so rechnet Mar-
LAB zwar, unterdriickt aber die Ausgabe:

1 |[>> 1+42;

Im Workspace kénnen Sie erkennen, dass MaT-
LAB die Variable ans angelegt hat, den Wert der
Variablen ans jedoch nicht ausgibt.

Ein Semikolon am Ende der Eingabe
unterdriickt die Bildschirmausgabe!

Aufgabe 4 (Einfaches Rechnen) Was ist 0° in
MaTLAB?
Losung: Esist0° = 1in MATLAB. © . ... ... ©

26. Welche arithmetische
Operation hat Vorang?

Die arithmetischen Operationen von MATLAB
geniigen den gleichen Vorrangsregeln wie in
vielen Computersprachen und Taschenrech-
nern. Grob gesprochen gelten die iiblichen
Rechenregeln ,,Punktrechnung vor Strichrech-
nung”“. Die Regeln sind in Tabelle [5] aufge-
zeigt (Eine komplette Tabelle fiir alle MATLAB-
Operationen zeigt die Tabelle[6)). Fiir Operato-
ren, die auf einer Ebene stehen, ist der Vorrang
von links nach rechts geregelt. Klammern kon-
nen immer verwendet werden, um den Vorrang
entsprechend abzuindern.

>> 2710/10
2 |ans =
3 102.4000

29

Copyright © G. Gramlich



>> 2+43%4

4
5 |ans =

6 14

7 |>> -2-3%4

8§ |ans =

9 -14

0 |>> 1+2/3%4
11 [ans =

12 3.6667

13 [>> 1+2/(3%4)
14 |ans =

15 1.1667

Aufgabe 5 (Rechnen) Ermitteln Sie das Ergeb-
nis von

1 |>> 3+4/5%6

zunéchst mit Bleistift und Papier und iiberprii-
fen Sie es dann mit MATLAB.

Losung: Mitden Vorrang-Regeln gilt: 3+4/5-
6=3+(4/5-6=3+(0.8-6)=3+48="7.8.
Hier die Bestitigung in MATLAB:

1 |>> 3+4/5%6
2 |ans =
3 7.8000
O ©

Aufgabe 6 (Rechnen) Ermitteln Sie das Ergeb-
nis von

1| >> 48/3-3A2

zundchst mit Bleistift und Papier und iiberprii-
fen Sie es dann mit MATLAB.

3 7
O AN ©
Prioritdt Operator

1 (hochste) Potenzieren (7)

2 Unires Plus (+)
unires Minus (-)

3 Multiplikation (*)
Division (/)

4 (niedrigste) Addition (+)

Subtraktion (-)

Tabelle 5: Vorrang-Tabelle

27. Zahlen und Formate

MatLAB verarbeitet Zahlen in der iiblichen De-
zimalschreibweise, wobei wahlweise ein Dezi-
malpunkt und ein positives oder negatives Vor-
zeichen verwendet werden konnen. In der wis-
senschaftlichen Notation bezeichnet der Buch-
stabe e eine Skalierung um Zehnerpotenzen.
Zuldssige Zahlen sind zum Beispiel:

L] 4 101  0.0001
2| 9.84757 1.5e-12 8.997
5| 3i -3.4j 4e3i

Alle Zahlen werden intern im double-Format
(Langformat) gemdB der Spezifikation durch
die Gleitpunktnorm der Ieee abgespeichert.
MarLaBs Zahlenausgabe folgt mehreren Re-

Losung: Mit  den  Vorrang-Regeln  gilt: geln. Ist das Ergebnis ganzzahlig, so wird ei-
48/3) = (3% = 16 =9 = 7. Hier die pe ganze Zahl ausgegeben. Wenn das Ergebnis
Bestitigung in MATLAB: eine reelle Zahl ist, dann gibt MarLaB das Re-
| >> 48/3-342 sultat standardméfig auf 4 Dezimalen gerun-
2 |ans = det aus. Ist das Matrixelement groBer als 103
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Prioritdt Operator

1 (hochste) Transponieren (. ")
Potenzieren (. ")
kongugiert complex ()
Matrix-Potenzieren(")

2 Unéres Plus (+)
unares Minus (-)
logische Negation (7)

3 Multiplikation (. *)
rechte Division (. /)
linke Division (.\)
Matrix-Multiplikation (*)
rechte Matrix-Division (/)
linke Matrix-Division (\)

4 Addition (+)
Subtraktion (-)
5 Doppelpunktoperator (:)
6 Kleiner (<)
kleiner oder gleich (<=)
groBler (>)
groBler oder gleich (>=)
gleich (==)
nicht gleich (=)
7 Logisches unp (&)

8 (niedrigste) Logisches oper (|)

Tabelle 6: Vorrang-Tabelle

oder kleiner als 1073, so wird es in exponenti-
eller Form auf dem Bildschirm dargestellt. Sol-
len Zahlen in einem anderen Format ausgege-
ben werden, so hilft das MarLaB-Kommando
format, siche doc format (help format).
Die Tabelle [7] gibt mogliche numerische Zah-
lenformate an.

Kommando Beispiel: pi
format short 3.1416
format long 3.14159265358979
format bank 3.14

Tabelle 7: Zahlenausgabe in MATLAB

28. Variablen und Konstanten

Ein Variablenamen muss mit einem Buch-
staben beginnen und darf aus maximal 63
Buchstaben, Zahlen und Unterstrichen beste-
hen (Bis Release 6.1 lag der Wert noch bei 31).
namelengthmax liefert die maximale Linge
(63 Zeichen), die zur Unterscheidung eines
Namens (Variablen, Dateien, usw.) erlaubt ist,
zuriick.

1 [>> namelengthmax
2 |ans =
3 63

Umlaute sind nicht erlaubt! Erlaubt sind zum
Beispiel

1 |MeineVariable Anna x1 X3
2 |z23cl My_Var

Nicht erlaubt sind

1 |Meine-Variable 2Var \$2 &x
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Mit der Funktion isvarname konnen Sie die
Giiltigkeit eines Variablenamens iiberpriifen.

>> isvarname(’My_Var’)
ans =

1
>> isvarname(’2Var’)
ans =

0

[ Y N T N

1 (wahr) wird zuriickgegeben, falls ein giiltiger
Variablenname vorliegt, ansonsten O (falsch).
Fiir weitere Infos, siehe auch Abschnitt[46]

Aufgabe 7 (Variablennamen) Wieviel ver-
schiedene MarLAB Variablenamen stehen in
folgender Zeile?

1 |anna ANNA anNa aNna_anna

Losung: Vier verschiedene Variablennamen.

Achten Sie in MATLAB unbedingt auf
Grof3-und Kleinschreibung!

Dariiber hinaus gibt es vordefinierte (vorbeleg-
te) Variablen, siehe Tabelle [§] Achtung! Sie

ben; vermeiden Sie dies aber, wenn immer
moglich.

Vermeiden Sie das Uberschreiben
spezieller Variablen!

Weitere Infos unter doc elmat (help elmat)
bzw. doc lang (help lang).

29. Komplexe Zahlen

Komplexe Zahlen konnen wie folgt eingege-
ben werden:

>> z1 = 3+4%j, z2 = 1-3i
z1l =

3.0000 + 4.0000i
z2 =

1.0000 - 3.0000i

LS N N

Wie Sie sehen kann die imagindre Zahl i mit
i = —1 als 1 oder j eingegeben werden, wobei
das Multiplikationszeichen * wahlweise ver-
wendet werden kann. Die Operatoren +, -, *
und / sind bei Verwendung komplexer Zahlen
die komplexe Addition, komplexe Subtraktion,

komplexe Multiplikation und die komplexe Di-

Spezielle Variable Bedeutung vision. Hier zwei Beispiele:

ans Resultat (Default) Ll s> z14z2

computer Identifiziert » |ans =

eps Maschinengenauigkeit 3 4.0000 + 1.00001

i Imaginiire Einheit 4 |>> z1%z2

Inf, inf Infinity 5 |ans = ]

j Imaginére Einheit 6| 15.0000 - 5.00001

NéN Not.—a—Number Die Wurzel der komplexen Zahl 1 + 2i berech-
pi Kreiszahl © ~ 3.14

Tabelle 8: Spezielle Variablen

konnen diese spezielle Variablen iiberschrei-

net man mit der Funktion sqrt

1 |[>> sqrt(1+2i)
2 |ans =
3 1.2720 + 0.78621

32
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Die konjugiert komplexe Zahl zu 1 + 3i ist

1 [>> conj(1+31i)
2 |ans =
3 1.0000 - 3.0000i

Den Absolutbetrag und Phasenwinkel einer
komplexen Zahl z kann mit abs bzw angle be-
rechnet werden. Weitere Funktionen, die beim
Rechnen mit komplexen Zahlen von Bedeu-
tung sein konnen, sieche doc el fun.

Aufgabe 8 (Komplexe Zahlen) Gegeben ist die
komplexe Zahl z = 4i/(1 + i). Wie lautet die
zu z konjugiert komplexe Zahl? Wie grof} sind
Absolutbetrag und Phasenwinkel von z?
Losung:

>> z = 4i/(1+1);
>> conj(z)
ans =
2.0000 - 2.0000i
>> phi = angle(z)*180/pi
phi =
45
>> a = abs(z)
a =
2.8284

© N o ;AW N =

S

O e ©

Aufgabe 9 (Komplexe Zahlen) Finden Sie her-
aus, wie man den Real- und Imaginarteil ei-
ner komplexen Zahl berechnet. Berechnen Sie
dann den Real- und Imaginirteil von z = (3 +
20)/(1 =i).

Losung: Mit lookfor complex findet man
die Funktionen real und imag. Damit gilt

1 [>> z = (3+2i)/(1-1);
2 |>> real(z), imag(z)
3 |ans =

4 0.5000

5 |ans =
6 2.5000

30. Ieee-Arithmetik und double

StandardmiBig ist in MarLas ist der IEEE-
Standard 754 mit doppelt genauer Gleitpunkta-
rithmetik realisiert. So wird jede Zahl default-
miBig in den Datentyp double konvertiert. Je-
de Zahl vom Datentyp double belegt einen
Speicherplatz von 64 Bits. Von Null verschie-
dene positive Zahlen liegen daher ungefihr
zwischen 10739 und 1073%8 und die relative
Rechengenauigkeit (unit roundoff) ist 273 =~
1.11 - 107!, Das wesentliche Merkmal der re-
lativen Rechengenauigkeit ist, dass sie eine re-
lative Fehlerschranke fiir das Konvertieren ei-
ner reellen Zahl in eine Gleitpunktdarstellung
und auch eine Schranke fiir den relativen Feh-
ler darstellt, der entsteht, wenn man zwei Gleit-
punktzahlen addiert, subtrahiert, multipliziert
oder dividiert, oder die Quadratwurzel aus ei-
ner Gleitpunktzahl zieht. Grob gesagt: MATLAB
speichert und fiihrt elementare Rechenopera-
tionen mit einer Genauigkeit von ungefihr 16
Dezimalstellen durch.

Die Funktion eps (machine precision) gibt den
Abstand von 1.0 zur ndchst groBeren Gleit-
punktzahl zuriick.

1 [>> eps
2 |ans =
3 2.2204e-016

Dieser Abstand ist 272, also zweimal der re-
lativen Rechengenauigkeit. Da MarLaB den Ig-

33
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ee-Standard realisiert, erzeugt jede Rechnung
eine Gleitpunktzahl, womdglich aber in einem
besonderen Format. Ist das Ergebnis einer Be-
rechnung grofer als realmax, dann tritt ein
Overflow ein und das Resultat ist Inf, was fiir
unendlich (infinity) steht. Ist das Resultat klei-
ner als -realmin, so kommt -inf heraus.

>> realmax
ans =
1.7977e+308
>> -1.1*realmax
ans =
-Inf
>> 1.2*realmax
ans =
Inf

© o N o ;AW N =

Ist eine Rechnung mathematisch nicht defi-
niert, so ist das Resultat NaN, was fiir Not a
Number steht. Die Ausdriicke 0/0, inf/inf
und 0*inf sind von dieser Art.

>> 0/0
Warning: Divide by zero.
ans =
NaN
>> inf/inf
ans =
NaN
>> 0*inf
ans =
NaN

o - NV S SO SU R R

1S

Hat man einmal ein NaN erzeugt, so pflanzt sich
dies im Laufe der Rechnung fort.

NaN
>> 0*NaN
ans =
NaN

o % 9 o

Die Funktion realmin gibt die kleinste posi-
tive normalisierte Gleitpunktzahl zuriick. Jede
Rechnung, deren Ergebnis kleiner als realmin
ist, erzeugt einen Underflow und wird auf Null
gesetzt, wenn sie kleiner als eps*realmin ist
oder erzeugt eine nichtnormale Zahl (subnor-
mal number) mit fiihrendem Bit 0 in der Man-
tisse.

>> realmin
ans =
2.2251e-308
>> realmin*eps
ans =
4.9407e-324
>> realmin®eps/2
ans =
0

© N ;R W N =

Die Funktion computer gibt den Computer-
Typ zuriick, auf dem MatraB lduft. Der Rech-
ner auf dem diese Zeilen und die matLAB-Codes
geschrieben werden, produziert folgende Aus-
gabe

1 | >> computer
2 |ans =
3 | PCWIN

Aufgabe 10 (Arithmetik) Berechnen Sie:

(a) 6700

1| >> 3tNaN (b) /710

2 |ans =

3 NaN Beschreiben Sie die Resultate.

4 [>> NaN-NaN Losung:

5 |ans = (a): \
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1 |[>> exp(700)
2 |ans =
3 1.0142e+304

1 |[>> exp(710)
2 |ans =
3 Inf

In (b) wird als Inf ausgegeben, da das Er-
gebnis die grofte positive Gleitkommazahl in
Matlab iibersteigt. Diese Zahl ist

1 |>> realmax
2 |ans =
3 1.7977e+308

der im Speicher acht Bits benétigt, um Zah-
len im Bereich von 0 bis 255 zu spreichern;
28 = 256. Die Tabelle @ zeigt die ganzzahli-
gen Datentypen mit Speicherbedarf und Wer-
tebereich. Die folgende Anweisung erzeugt die

Klasse  Speicherbedarf  Wertebereich
uint8 8 Bit 0bis 28 — 1
int8 8 Bit —27bis 27 - 1
uint16 16 Bit 0bis 210 — 1
int16 16 Bit 2B pis 2 -1
int32 32 Bit —231pjs 231 — |
uint32 32 Bit Obis 232 -1

Tabelle 9: Ganzzahlige Datentypen

Variable x vom Datentyp uint8 und ordnet ihr
die Zahl 7 zu.

. >> x = uint8(7
31. Nicht double-Datentypen e &
3 7
AuBler double werden in MarLaB auch noch
andere Datentypen zur Verfiigung gestellt, um Hier ein paar Rechnungen:
Za.lhlen zu speichern und mitdiesen zurechnen. [0, /4
Diese sind 5 lans =
(b9 single 3 11
e int8 und uint8 i til
5 |ans =
e intl6 und uintl6 6 10
e int32 und uint32 7 |>> x+253
8 |ans =
Diese Datentypen sind insbesondere dann vor- 255
teilhaft, wenn Speicherplatz gespart werden 1o |>> x+254
soll, also zum Beispiel wenn Bilder gespei- 1 |ans =
chert und verarbeitet werden sollen (Bildver- 12 | 255
arbeitung). 13 |>> X-8
. 14 |ans =
Ganzzahlige Datentypen konnen ganze Zahlen 0
in einem bestimmten Bereich speichern. Zum 4 |>> x-9
Beispiel ist uint8 ein ganzzahliger Datentyp 17 |ans =
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Die Rechnungen zeigen mehrere Eigenschaf-
ten. Das Ergebnis ist stets vom Datentyp
uint8 auch dann, wenn eine double-Zahl hin-
zuaddiert wird. Diese wird zuvor gerundet.
Wird die groBte Zahl 255 iberschritten, so
wird das Ergebnis gleich dieser grofiten Zahl
gesetzt. Analog verhilt es sich, wenn das Er-
gebnis kleiner als Null ist.

Aufgabe 11 (int8-Rechnungen) Finden Sie
heraus, wie eine double-Zahl auf den Daten-
typ int8 gerundet wird.

Losung: Die Rechnungen

1 |>> int8(3.6)
2 |ans =

3 4

4 |>> int8(3.5)
5 |ans =

6 4

7 |>> int8(3.4)
8 |ans =

9 3

10 [>> int8(-3.5)
11 [ans =

12 -4

zeigen die Antwort. MarLAB rundet auf die
nichste ganze Zahl. Liegt die Zahl in der Mitte,
so wird aufgerundet, falls die Zahl positiv und
abgerundet, falls die Zahl negativ ist. ©. . ... ©

Mit den Funktionen intmax und intmin kon-
nen Sie die groBte bzw. kleinste Zahl des je-
weiligen Datentyps ermitteln.

1 |>> intmax(’int32’)
2 |ans =

3 2147483647

Um eine Zahl mit dem Datentyp single zu
speichern, braucht man nur halb so viel Spei-
cher wie mit dem Datentyp double. Dies zei-
gen die folgenden Zeilen.

1 |>> a = single(5);

2 |>> Db =5;

3 | >> whos

4 |Name Size Bytes Class

5

6 |a 1x1 4 single array
7 |b 1x1 8 double array

single-Zahlen konnen mit double-Zahlen
verkniipft werden. Das Ergebnis ist single.

>> single(4.1)+double(3)
ans =
7.1000
>> whos
Name Size Bytes Class

B T Y N T

ans 1x1 4 single array

Ganzahlige und single-Datentypen
konnen nicht verkniipft werden.

Siehe doc datatypes, [16], [19] und Ab-
schnitt [74] fiir weitere Informationen.

32. Merkmale von MATLAB

MarLaB verfiigt tiber drei wesentliche Merk-
male, die das System von anderen modernen
Programmierumgebungen unterscheidet. Wir
fiihren sie in diesem Anschnitt ein und erkldren
sie in den folgenden Abschnitten ausfiihrlicher.

36
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32.1. Keine Deklaration notwendig

Variablen miissen in MarLaB nicht deklariert
werden, bevor sie verwendet werdn. Dies gilt
sowohl fiir Arrays als auch fiir Skalare. Dar-
tiberhinaus werden die Dimensionen der Ar-
rays bei Bedarf automatisch vergroflert. Durch

1> x3) =0
2 | X =
3 0 0 0

wird ein Zeilenvektor x mit drei Nullkoordina-
ten angelegt und durch

1 [>> x(5) =0
2 | X =
3 0 0 0 0 0

zu einem Vektor der Lange 5 erweitert. An jetzt
gibt es einen Zeilnvektor x der Linge 5.

32.2. Variable Argumentenliste

MartLaB verfiigt iiber eine grofe Sammlung
von Funktionen. Diese konnen kein Eingabe-
argument oder mehrere Eingabeargumente und
kein Ausgabeargument oder mehrere Ausgabe-
argumente haben. Zwsichen Ein- und Ausga-
beargument wird deutlich unterschieden. Die
Eingabeargumente stehen rechts vom Funkti-
onsnamen in runden Klammern und die Aus-
gabeargumente stehen links vom Funktionsna-
men in eckigen Klammern.

1 | [a,b] = Funktionsname(x,y,z)

In diesem Beispiel sind a und b sind Ausgabe-
und x, y, z die Eingabeargumente. Sowohl die
Eingabe- als auch die Ausgabeargumente sind

variabel, so dass unter Umstidnden nur ein Teil
der Argumente spezifiziert werden muss. Wir
zeigen dies an ein paar Beispielen.

Die Funktion norm berechnet die EukLipische
Norm (gewohnliche Linge, 2-Norm) eines
Vektors:

1> x = [3 4];
2 | >> norm(x)

3 |ans =

4 5

Eine andere Norm, die sogenannte 1-Norm
(Summe der Betridge der Koordinaten), kann
ebenfalls mit der Funktion norm berechnet
werden, indem 1 als zweites Eingabeargument
angegeben wird.

1 |>> norm(x,1)
2 |ans =
3 7

Wir sehen. Wird kein zweites Eingabeargu-
ment angegeben, so wird standardmifig die 2-
Norm verwendet. Die Funktion max hat meh-
rere Ausgabeargumente. Mit einem Eingabe-
und einem Ausgabeargument gibt max die
groBBte Koordinate eines Vektors zuriick.

1 |>> max(x)
2 |ans =
3 4

Gibt man ein zweites Ausgabeargument an,
so wird zusitzlich der Koordinatenindex der
grofBte Koordinate mit ausgegeben.

1 |>> [m,k] = max(x)
2 |m =

3 4

4 |k =

5 2
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32.3. Komplexe Arrays und Arithmetik

Der fundamentale Datentyp ist in MATLAB ein
mehrdimensionales Array bestehend aus kom-
plexen Zahlen, wobei Real- und Imaginir-
teil Gleitpunktzahlen sind, die doppelt genau
gespeichert sind. Wichtige Spezialfille sind
Matrizen (zweidimensionale Arrays), Vekto-
ren und Skalare. Die meisten Berechnungen
werden in Gleitpunktarithmetik durchgefiihrt
und das in komplexer Arithmetik, wenn Daten
komplex auftreten. Dies steht im Unterschied
zu C/C++ und Java, wo nur reelle Zahlen und
reelle Arithmetik unterstiitzt werden.

MarLaB verfiigt jedoch auch iiber ganzzahlige
Datentypen (siche Abschnitte [31] und [74)), die
jedoch hauptsichlich aus Speicherplatzeffizi-
enzgriinden anstatt zu Berechnungen verwen-
det werden.

33. Mathematische Funktionen

MarraB verfiigt iiber viele mathematische
Funktionen, siche doc elfun (help elfun)
fiir grundlegende Funktionen und doc
specfun (help specfun) fiir spezielle Funk-
tionen. Zu den grundlegenden Funktionen
gehoren die

e trigonometrische Funktionen,
o Exponentialfunktionen,

o Logarithmusfunktionen,

e hyperbolische Funktionen,

e Potenzfunktionen,

e Waurzelfunktionen,

e Restbildungsfunktionen,

e Vorzeichenfunktionen,
e Rundungsfunktionen.

Unter den speziellen Funktionen findet man
zum Beispiel die

e BgesserLfunktionen,

e HankeLfunktionen,

o Fehlerintegrafunktion,

e Exponentialintegralfunktion,
e Gammafunktion.

Die Tabelle [10] zeigt trigonometrische Funk-

Funktion Beschreibung
acos Inverser Kosinus
asec Inverser Sekans
acsc inverser Kosekans
asin Inverser Sinus
atan Inverser Tangens
cos Kosinus

cot Kotangens

csc Kosekans

sec Sekans

sin Sinus

tan Tangens

Tabelle 10: Trigonometrische Funktionen

tionen. Alle trigonometrische Funktionen (mit
der Ausnahme atan2) akzeptieren als Argu-
mente komplexe Arrays, die punktweise aus-
gewertet werden. Die Arumente werden im
BogenmalB3 (Radiant, rad) erwartet. Fiir Be-
rechnungen in Grad (GradmaB, °) dienen die
mit einem d am Ende des Namens erginzten
trigonometrischen Funktionen: acosd, cosd,
asind, sind, usw.
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Die folgenden Zeilen bestitigen die Ergebnisse Aufgabe 13 (Logarithmen) Finden Sie heraus,

cos(rr/2) = 0 und cos(90°) = 0 in MATLAB.

welche Logarithmusfunktionen Thnen in MaT-

>> cos(pi/2)
ans =
6.1232e-017
>> cosd(90)
ans =
0

[ Y T N

Aufgabe 12 (Trigonometrische F.) Bestitigen

Sie die Tabelle
x |12n =& 3/2n 2=
cosx| 0 -1 0 1
und die Tabelle
¢ (in Grad) | 90 180 270 360
cos¢ |0 -1 0 1

Losung: Hier die Bestétigung:

LAB zur Verfiigung stehen?

Losung: Die Tabelle [T1] zeigt die Logarith-
musfunktionen. © ............ ..o L ©
Mathematisches Symbol ~MATLAB
In = log, log
Ib = log, log2
lg = log;, log10®

Tabelle 11: Logarithmusfunktionen

33.1. Rundungsfunktionen

In MarLaB gibt es die folgenden Rundungs-
funktionen:

ceil(x) Rundet x zur nédchsten ganzen Zahl

>> x = pi*[1/2 1 3/2 2];

auf (Runden nach Unendlich).

1

> |>> cos(x) fix(x) Wihlt von x den ganzzahligen Anteil
do|ans = Runden nach Null)

4 |0.0000 -1.0000 -0.0000 1.0000 (Run ’

5 [>> phi = 180*[1/2 1 3/2 2]; floor(x) Rundet x zur nichsten ganzen
6 |>> cosd(phi) Zahl ab (Runden nach minus Unendlich).
; ans :® _1 0 1 round(x) Rundet x zur nichsten ganzen

Zahl.
O e e ©

Andere Funktionen sind zum Beispiel sqrt,
exp oder log.

Aufgabe 14 (Rundungsfunktionen) Berechnen
Sie die folgenden Ausdriicke per Hand und
iiberpriifen Sie Ihre Ergebnisse mit MATLAB.

>> sqrt(4), exp(4), log(x*2+1)
ans =
2

ans

54.5982
ans =

2.8332

B T Y T N

(a) round(-2.6)

(b) fix(-2.6)

(c) floor(-2.6)

(d) ceil(-2.6)

(e) floor(ceil(-2.6))

Zeichnen Sie die Funktionen im Intervall
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[-3,3]!
Losung:
1 |>> round(-2.6), fix(-2.6),
2 |ans =
3 -3
4 |ans =
5 -2
6 |>> floor(-2.6), ceil(-2.6),
7 |ans =
8 -3
9 |ans =
10 -2
11 |>> floor(ceil(-2.6))
12 |ans =
13 -2

Wir zeichnen die Funktion round.

1 |[>> x = linspace(-3,3,1000);
2 |>> y = round(x);
3 |>> plot(x,y)

33.2. Verwendung mathematischer
Funktionen in MATLAB

Liegt Thnen der Funktionsterm einer mathe-
matischen Funktion vor, so konnen Sie diesen
MarLaB auf zwei Arten bekannt machen:

e Sie definieren den Funktionsterm in der
Kommandozeile durch einen String und
Vorstellung eines @-Zeichens, siche Ab-
schnitt [39] Zum Beispiel definiert man die
quadratische Funktion f(x) = x%, x € R
durch

1> £ = @(x) x.72;

Achten Sie darauf, Funktionsterme gleich in
vektorieller Form zu definieren, da diese meist
vektoriell ausgewertet werden bzw. weil Funk-
tionen wie zum Beispiel quad (eine Funk-
tion zur numerischen Integration, sieche Ab-
schnitt[61)) dies auch so verlangen. Funktionen
mit mehreren Variablen konnen ebenso erklirt
werden.

Weitere Informationen finden Sie mit doc

function und doc function_handle
(help function bzw. help
function_handle). Fiir symbolische

Funktionen, siehe Abschnitt[67]

Aufgabe 15 (Funktionen) Definieren Sie in
MartLaB die Funktion f(x,y) = —xye‘z(xzﬂ'z),
(x,y) € R? und werten Sie diese an den Stellen
(0,0) und (1, 1) aus.

Losung: Dies kann man zum Beispiel wie
folgt erreichen:

e Sie definieren den Funktionsterm in einer 1 |>> f = @(x,y) -X.*y.*exp(-2%*(x.A2+
function als m-File, siche Abschnitt [44] y-"2));
Zum Beispiel erklirt man die quadratische > |>~ fE®’®)’ £,
Funktion f(x) = x?, x € R durch folgenden z ans °
function-File f.m: s |ans =
| | function y = £(x) 6 -0.0183
2 |y = X.A2;
O e ©
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34. Vektoren

Vektoren (Zeilen- oder Spaltenvektoren) sind
spezielle Matrizen. Zeilenvektoren sind (1, n)-
Matrizen und Spaltenvektoren sind (m, 1)-
Matrizen. Aussagen iiber Matrizen sind dem-
nach auch fiir Vektoren interessant. Wir ver-
weisen auf Abschnitt 36} dort werden Matri-
zen und somit auch Vektoren ausfiihrlich be-
handelt. Matrizen (und somit Vektoren) sind
grundlegende Bausteine von MATLAB.

Nehmen wir an, es sollen die Quadratwurzeln
der Zahlen 0,2,4,6,8,10 berechnet werden.
Hier kommt uns MarLaB sehr entgegen. Wir
fassen die x-Werte zu einem Zeilenvektor (ein-
dimesionales Array, Liste) zusammen:

1 |>> X =
2 | X =
3 0 2 4 6 8

[0 246 8]

Vektoren werden in eckigen Klammern
(brackets) eingegeben. Die einzelenen Ele-
mente (Koordinaten) des Vektors sind dabei
durch Leerzeichen oder Kommas zu trennen.
Die Funktionswerte fiir die einzelnen Werte
von x miissen nun nicht einzeln berechnet
werden, sondern konnen alle auf einmal mit

>> y = sqrt(x)

1

2 |y =

3 |0 1.4142 2.0000 2.4495
4 |2.8284

erhalten werden. Die MarLaB-Funktion sqrt
angewendet auf einen Vektor x gibt ndmlich
die Anweisung: Nimm von jedem Element von
x die Wurzel und schreib das Ergebnis als ent-
sprechendes Element eines neuen Vektors (hier

y genannt). Man spricht von vektorielle Aus-
wertung oder allgemein: In MarLaB kann man
vektoriell programmieren! Diese einfache Art,
einen Befehl (hier das Wurzelziehen) element-
weise anzuwenden, ist eine grofle Stirke von
MarLas. Sie ermoglicht eine rasche Verarbei-
tung von groBen Datenmengen. Der Vektor x
kann kiirzer eingegeben werden: x = 0:2:8.
Die Schreibweise bedeutet: Beginne mit O und
zdhle 2 dazu, dann zihle wieder 2 dazu, usw.
bis die Grenze 8 erreicht ist. Diese Anweisung
ist bei der Eingabe von Vektoren mit vielen
Elementen sehr niitzlich.

Aufgabe 16 (Vektoren erzeugen) Erzeugen Sie
einen Zeilenvektor mit der ersten Koordinate
29 und der letzten 1, wobei sich die Koodinaten
absteigend um 2 unterscheiden sollen.
Losung: Dies kann man wie folgt erreichen:

>> x = 29:-2:0
X =
Columns 1 through 11
29 27 25 usw.
Columns 12 through 15
7 5 3 1

I Y T N T

Ist die Schrittweite gleich 1, so kann man die
Angabe der Schrittweite weglassen. Fiir wei-
ter Informationen zu diesem Doppelpunktope-
rator, siche doc colon (help colon). Siche
auch doc ops (help ops).

Aufgabe 17 (Vektoren erzeugen) Geben Sie
die Vektoren a und b mit den Elementen
-10,-8,...,10 und 10,9,8,... mit kurzen
Anweisungen ein.

Losung: Das geht wie folgt:

T 1
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Aufgabe 18 (Vektoren erzeugen) Erzeugen Sie
einen Vektor y, der die Funktionswerte des na-
tiirlichen Logarithmus an den Stellen 1,3,5,7
enthilt. Was ist y(1)?

Losung: Das geht wie folgt:

1> x =1:2:7;

2 |>> y = log(x)

3|y =

4 0 1.0986 1.6094 1.9459

y (1) ist die erste Koordinate des Vektors y, al-
SOY()=0. 0. ... . ©

Mit der Funktion linspace konnen Vekto-
ren erzeugt werden, indem man den Wert der
ersten, letzten, sowie die Anzahl der Kompo-
nenten (drittes Argument im Aufruf) vorgibt.
Mit dem Doppelpunktoperator : ist es dage-
gen moglich, die Schrittweite direkt anzuge-
ben, nicht aber die Anzahl der Koordinaten.
Sind a und b reelle Zahlen, dann erzeugt x =
linspace(a,b,n) einen Zeilenvektor x der

Mit der Funktion logspace ist es moglich,
einen Vektor zu erzeugen, dessen Komponen-
ten logarithmischen Abstand haben. Allgemein
istx = logspace(a,b,n) dquivalent zu x; =
10“+(b_“)’%, wobei k =1,...,nund a, b reelle

Zahlen sind.

>> x = logspace(-2,2,4)

1

2 [X =

3 [0.0100 0.2154 4.6416 100.0000
4 |>> x = logspace(1,3,3)

5 |x =

6 |10 100 1000

Zusammenfassend gilt: Vektoren konnen auf
drei Arten erzeugt werden:

e Wir geben die Koordinaten explizit ein.

e Wir verwenden eingebaute MATLAB-
Operatoren oder Funktionen, wie zum
Beispiel: : oder linspace.

e Wir lesen einen entsprechenden Datenfile
ein, sieche Abschnitt[38.3]

35. Vektorenoperationen

Lan%?ln mit ‘.le“ Koordlnat.en X =a+ - Vektoren sind spezielle Matrizen. Fiir Vekto-
@) oy Wobeik =1, nist renoperationen siehe die Abschnitte [36.3] und
1 [>> x = linspace(1,2,3) 48l

2 [x =

3 1.0000 1.5000 2.0000

4 |>> X = linspace(1®,4®,4) 36. Matrizen

5 /X =

: o> Xl ®: 1i2n®spa cig(l,lfg 3) Ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen
¢ |x = und n Spalten heiBit (m,n)-Matrix. Vektoren
9 1.0000 1.1000 1.2000 sind spezielle Matrizen. Ist n = 1, so liegt ein
10 |>> x = linspace(9,1,3) Spaltenvektor vor und ist m = 1, so handelt es
X = sich um einen Zeilenvektor. Skalare sind (1, 1)-
12 0 0.5000 1.0000 Matrizen. Es ist iiblich, eine Matrix in eckige
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oder runde Klammern zu setzen; wir wihlen
die eckige Schreibweise.

Matrizen sind in MarLaB (und dariiberhinaus)
fundamental. In der Version 3 von MarLAB und
in fritheren Versionen war die (komplexe) Ma-
trix Uiberhaupt der einzige Datentyp. Nun gibt
es in MarLaB aber mehrere Datentypen, sie-
he Abschnitt und Matrizen sind speziel-
le mehrdimensionale numerische Arrays, sie-
he Abschnitt Liegt eine Matrix vor und
stehen nicht mathematische Operationen im
Vordergrund, so nennt man eine Matrix ein
zweidimensionales Array. Dann steht das da-
tentechnische, effiziente Arbeiten im Vorder-
grund. Steht die Mathematik im Vordergrund,
dann siehe auch die Abschnitte zur Linearen

Algebra 48 und 50

Mit doc elmat (help elmat) erhalten Sie
viele Infos rund um Matrizen; unter doc ops
(help ops) sind die Operatoren zu finden.

36.1. Matrizen erzeugen

Es gibt mehrere Moglichkeiten, Matrizen in
MATLAB Zu erzeugen.

Ist m = 2 und n = 3, so liegt eine (2, 3)-Matrix
vor, zum Beispiel

NIEE!

Die Matrix A konnen wir nun Zeile fiir Zeile
wie folgt in MATLAB eingeben

>> A = [1 sqrt(2) -2; 7 -3 pi]
A =
1.0000
7.0000

1.4142
-3.0000

-2.0000
3.1416

T

Die Zeilen werden durch ein Semikolon und
die Spalten durch ein Leerzeichen getrennt.
Spalten konnen auch durch ein Komma ge-
trennt werden. Besteht eine Matrix nur aus ei-
ner Zeile, so liegt eine Zeilenmatrix bzw. ein
Zeilenvektor vor. Analog spricht man von ei-
ner Spaltenmatrix bzw. von einem Spaltenvek-
tor, wenn die Matrix nur eine Spalte hat. Ei-
ne Zeilenmatrix hat die GroBe (1,7) und eine
Spaltenmatrix (m, 1).

Will man nun einzelne Elemente der Matrix A
dndern, so kann dies auf zwei Arten gesche-
hen. Die Anweisung A(1,3) = 5 dndert zum
Beispiel das Elemente a;3 = —2 der Matrix A
zu a;3 = 5 ab. Eine zweite Moglichkeit dies
zu tun besteht darin, den Workspace Browser
zu verwenden und das Symbol fiir die Matrix
A anzuklicken. Der Array-Editor wird gedffnet
und Sie konnen die Elemente interaktiv dndern.

Besteht eine Matrix nur aus einer Zeile, so liegt
eine Zeilenmatrix bzw. ein Zeilenvektor vor.
Einen Zeilenvektor mit Zahlen gleichen Ab-
stands kann man zum Beispiel wie folgt erzeu-
gen

1 |>> X = 2:6
2 |X =
3 2 3 4 5 6

Die Schrittweite muss nicht notwendigerweise
Eins sein. Im folgenden Beispiel ist die Schritt-
weite 0.2:

1> x =1.3:0.2:1.8

2 | X =
3 1.3000

1.5000 1.7000

Mit der Funktion size konnen Sie stets die
GroBe einer Matrix bestimmen.
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1 |>> size(A)
2 |ans =
3 2 3

Macht man bei einer Matrix A aus den Zei-
len Spalten und aus den Spalten Zeile, so ent-
steht die transponierte Matrix AT. In MaTLAB
erreicht man dies mit dem ’-Operator.

> A =1[123; 456], A’
A =
3
5 6
ans

oo ~ (=)} W - w [\*] —_
w R s e
(o) BV, YN

Niitzliche und hiufig verwendete Matrizen
stellt MarLaB als eingebaute Funktionen zur
Verfiigung, siche Tabelle [I2] Um sie zu erzeu-

Funktion Bedeutung
Zeros Nullmatrix
ones Einsmatrix
eye Einheitsmatrix
rand Zufallsmatrix
randn Zufallsmatrix

Tabelle 12: Elementare Matrizen

gen, muss man nur die GroBe angeben. Die
Funktion ones erzeugt eine Matrix mit lauter
Einsen.

Die Nullmatrix wird mit der Funktion zeros
erzeugt.

1 |[>> Z1 = zeros(3,2)

2 |Z1 =

3 0 0

4 0 0

5 0 0

6 |>> Z2 = zeros(size(A))
7 |22 =

8 0 0 0

9 0 0 0

Eine (n,n)-Matrix heiflit quadratische Matrix;
dann geniigt ein Argument, um zum Beispiel
die (3, 3)-Einheitsmatrix mit der Funktion eye
Zu erzeugen.

1 |>> eye(3)

2 |ans =

3 1 0 0
4 0 1 0
5 0 1

Aufgabe 19 (Symmetrische Matrizen) Erzeu-
gen Sie eine 10 X 10 symmetrische Matrix §
mit Zufallswerten zwischen O und 8!

Losung:

1 |>> A = 4*rand(10);
2 |[>> A+A’;

Diagonalmatrizen werden mit der Funktion
diag erzeugt.

1 |>> D = diag([1 2 3D
1 |>> ones(2,3) » |D =
2 |ans = 3 1 0 0
3 1 1 1 . 2 0
4 1 1 1 5 0 0 3
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Aufgabe 20 (Diagonalmatrizen) Erzeugen Sie
eine Diagonalmatrix mit 1, 2, 3, 4 und 5 auf der

Diagonalen!

Losung:

| |>> diag([1 2 3 4 51)

2 |ans =

3 1 0 0 0 0
4 0 2 0 0 0
5 0 0 3 0 0
6 0 0 0 4 0
7 0 0 0 0 5

Aufgabe 21 (Matrizen) Wir betrachten die fol-
gende Matrix A:

55 04 3.1
94 55 33
A=| -03 46 -43
04 -46 90
50 55 7.7

Wie kann man in MarLaB die Grof3e von A be-
stimmen? Geben Sie die Ordnung (Grofe) die-
ser Matrix an!

Losung: Die Ordnung der Matrix A ist (5, 3).
Mit der Funktion size kann man die Ordnung
in MarLaB bestimmen. Die Indizes sind: 1,1,
2,2und 5,2. 0. . @)

AuBler den elementaren Matrizen stellt Mar-
LAB weitere spezielle Matrizen zur Verfiigung,
siehe Tabelle [[3l Diese Matrizen haben inter-
essante Eigenschaften und werden hiufig ver-
wendet, um Algorithmen zu testen. Eine be-
sonders interessante Matrix ist die HILBERT-
Matrix, deren (i, j)-tes Element 1/(i+ j—1) ist.
Diese Matrix kann durch hilb erzeugt werden;
ihre Inverse mit invhilb. Die Funktion magic
erzeugt magische Quadrate.

Funktion Bedeutung
compan Begleitmatrix
gallery Hicaams-Testmatrizen
hadamard  Hapamarp-Matrix
hankel HANKEL-Matrix
hilb HriLBerT-Matrix
invhilb Inverse HiLBERT-Matrix
magic Magische Quadrate
pascal PascaL-Matrix
rosser Symmetrische Testmatrizen
toeplitz ToprLITZ-Matrix
vander 'VANDERMONDE-Matrix
wilkinson WIiLKINSON-Matrix

Tabelle 13: Spezielle Matrizen

Mit der load Funktion besteht eine weitere
Moglichkeit, Matrizen zu erzeugen.

36.2. Der Doppelpunkt

Um effizient mit Matrizen arbeiten zu kon-
nen, steht der Doppelpunkt : zur Vefiigung.
Mit ihm lassen sich Vektoren effizient erzeu-
gen. Sind i und j zwei ganze Zahlen, so wird
mit i: j ein Zeilenvektor bestehend aus ganzen
Zahlen von i nach j mit Schrittweite 1 erzeugt.
Soll die Schrittweite s sein, so ist die Syntax:
i:s:j. Diese Konstruktion funktioniert auch,
wenn die Zahlen nicht notwendig ganz sind.
Wir geben Beispiele.

1 |>> 1:5

2 |ans =

3 1 2 3 4 5

4 |[>> 3:-1:-2

5 |ans =

6 3 2 1 0 -1 -2
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7 > 0:0.7:2.5
8 |ans =

9 0 0.7000 1.4000 2.1000

Die folgenden Beispiele zeigen, wie man aus
einer gegebenen Matrix, einzelne Elemente,
ganze Zeilen oder Spalten sowie Untermatri-
zen anspricht. Zunichst wird von der Matrix

1 2
A=|3 4
56

das Element a3; in der dritten Zeile und ers-
ten Spalte zuriickgegeben, dann die zweite Zei-
le, danach die erste Spalte und schlieBlich eine
(2, 2)-Untermatrix.

1 |[>> A(3,1)

2 |ans =

3 5

4 |>> AC2,:)

5 |ans =

6 3 4
7 [>> AC:, 1)

8§ |ans =

9 1

10 3

11 5

12 |>> AC[1 21,:)
13 |ans =

14 1 2
15 3 4

Mit dem Doppelpunkt kann man eine Matrix
in einen ,Jangen* Vektor umwandeln. Die Ele-
mente werden spaltenweise aneinandergefiigt.

1| >> AC)?
2 |ans =
3 1 3 5 2 4 6

Aus einem Vektor ldsst sich ebenfalls eine Ma-
trix mit spezieller Struktur konstruieren.

L[> x = [1 2 3]

2 | X =

3 1 2 3

4 |> B ==x(C[1111],:)
s |IB =

6 1 2 3

7 1 2 3

8 1 2 3

9 1 2 3

Die folgenden Anweisungen zeigen, wie man
aus einer Matrix die zweite Spalte streicht.
Hierzu benutzt man die leere Matrix []. Voll-
kommen analog kann man Zeilen streichen.

1 |> C=1[12 3;45 6]
2 |C =

3 1 2 3

4 4 5 6

5 [>> C(:,2) =[]

6 |C =

7 1 3

8 6

Wir fassen zusammen:

e A(z,s): Adressiert eine (Unter-) Matrix
von A, die durch den Indexvektor z fiir die
Zeilen und durch den Indexvektor s fiir die
Spalten bestimmt ist.

e A(z,:): Adressiert eine (Unter-) Matrix
von A, die durch den Indexvektor z fiir die
Zeilen und durch alle Spalten bestimmt ist.

e A(:,s): Adressiert eine (Unter-) Matrix
von A, die durch alle Zeilen und durch den
Indexvektor s fiir die Spalten bestimmt ist.

e A(:): Adressiert alle Matrixelemente von A
als einen (langen) Spaltenvektor, indem alle
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Spalten aneinandergefiigt werden.

e A(i): Adressiert eine (Unter-) Matrix von
A, die durch den einzigen Indexvektor i be-
stimmt ist, indem A als (langer) Spaltenvek-
tor interpretiert wird.

Aufgabe 22 (Doppelpunkt) Gegeben sei die
folgende Matrix A:

55 04 31
94 55 33
A=|-03 46 -43
04 -46 90
50 55 77

Was ist A(:,2),A(3,:),A(4:5,2:3)? Uber-
priifen Sie Ihr Resultat in MATLAB.

Losung: A(:,2) ist die zweite Spalte und
A(3, ) ist die dritte Zeile von A. A(4:5,2:3)
ist die Untermatrix

-4.6 9.0
55 7.7 |

O e ©

Aufgabe 23 (Doppelpunkt) Erzeugen Sie mit
der MarLaB-Funktion rand eine 5 X 5-
Zufallsmatrix A. Welches sind die Werte der
folgenden Ausdriicke? Uberlegen Sie sich die
Resultate, bevor Sie die Rechnung am Compu-
ter durchfiihren.

1 |AC2,:)  A(:,1)

2 |AC:,5) A(1,1:2:5)

3 |AC[1,5]) A(4:-1:1,5:-1:1)

Aufgabe 24 (Zeile 16schen) Loschen Sie von
der Matrix

~N B~ =
oo W N

O O\ W
[—

die zweite Zeile.
Losung:

> A=1[123; 456; 7 8 9];

1
2 |>> AC2,:) = []
3 |A =
4 1 2 3
5 7 8 9
O e ©

36.3. Matrizen- und Arrayoperationen

Die Tabelle [14] zeigt Matrizenoperationen in

Symbol Bedeutung
+ Addition
- Subtraktion
Multiplikation
- Potenzieren

Tabelle 14: Matrizenoperationen

MarLaB. Es handelt sich hierbei um Opera-
tionen der Matrizenalgebra (Lineare Algebra).
Die Operatoren + und - konnen eingesetzt
werden, um Matrizen miteinander zu addieren
bzw. zu subtrahieren. Der Operator * mulit-
pliziert zwei Matrizen miteinander, wenn die
Multiplikation definiert ist, das heiflit wenn die
Matrizen die entsprechenden Gréen haben.

> A =1[124; 2 6 0];
B=[4114 3; 0 -131; 275 2];
A*B
ans =

12 27 30 13

8 -4 26 12

o L A W N -
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Ist A eine (m,n)-Matrix und x ein n-

Spaltenvektor, so ist das Matrix-Vektor-
Produkt Ax definiert.

1> A =1[1-2; 32]; x=1[3; 1];

2 | >> A*X

3 |ans =

4 1

5 11

Aufgabe 25 (Matrizenoperationen) Es seien A,
B, C und D die folgenden definierten Matri-

zen.
1 3 -1 2
A=|2 B = 4 -2
31 7 -1
1 5
c=| 5 3]
und
4 3 =2
D=1 0O 5
2 -1 6

Berechnen Sie zunidchst per Hand folgende
Matrizenalgebra. Geben Sie die Matrizen dann
in MartLAB ein und vergleichen Sie die jeweili-
gen Resultate.

(a) A+ B

(b) B+C

(c) DA

(d) 2A-3B

(e) AT

(f) C?

Losung:
(a)x 1
1 |[>> A+B
2 |ans =

3 0 5
4 6
5 10 0

(b) B + C ist nicht definiert.

(C) T 1
1 [>> D*A

2 |ans =

3 4 22

4 16 8

5 18 8

1 |>> 2%A-3*B

2 |ans =

3 5 0

4 -8 14

5 -15 5
@) \
1 |>> A’

2 |ans =

3 1 2 3

4 3 4 1

1 [>> CA2

2 |ans =

3 -24 20

4 -20 -16

O i e e e ©

Sind a und b Skalare, so ist a+b die gewohn-
liche Addition, a-b die gewohnliche Subtrak-
tion, a*b die gewohnliche Multiplikation und
a"b die gewohnliche Potenzierung. a/b ist die
gewohnliche Division: a + b. Sie wird auch
als rechte Division bezeichnet, weil es auch ei-
ne linke Division a\b gibt mit der Bedeutung
b + a. Die Operatoren " und \ haben fiir Ma-
trizen A und B folgende Bedeutung: A\B ist
eine Losung X der Matrizengleichung A*X=B
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und A/B ist eine Losung X der Matrizenglei-
chung X*B=A. Fiir weiter Einzelheiten siehe
Abschnitt 48]

Matrizenaddition und -subtraktion sind ele-
mentweise definiert (im Sinne einer Arrayope-
ration). Die Multiplikation (Potenzierung) ist
jedoch nicht elementweise definiert, also nicht
im Sinne einer Arrayoperation. In vielen An-
wendungen (siche zum Beispiel Abschnitt [40)
ist es jedoch notwendig, Matrizen elementwei-
se zu verkniipfen. Daher sind in MarLAB die
Operatoren *, ", \ und / auch elementwei-
se definiert. Damit eine Operation elementwei-
se durchgefiihrt werden kann, muss ein Punkt
davorgesetzt werden, also .*, .”, .\ und ./.
Die Tabelle[I5]fasst die Arrayoperationen (ele-

Symbol Bedeutung
+ Addition
- Subtraktion
F Multiplikation
./ rechte Division
A\ linke Division

Potenzieren

Tabelle 15: Elementweise Operationen

mentweise Operationen) zusammen.

(f) Unterscheiden Sie zwischen
Matrizen- und  Arrayoperatio-
nen. Die Matrizenoperationen sind
im Sinne der Matrizenalgebra
(Lineare Algebra), wdhrend die
Arrayoperationen elementweise zu
verstehen sind.

Das folgende Beispiel zeigt eine Arraymulti-
plikation:

T 1

1 |> A=1[12; 34; 5 6];
2 |>> B = [7 8; 9 10; 11 12];
3 [>> A.*B

4 |ans =

5 7 16

6 27 40

7 55 72

Aufgabe 26 (Operationen) Berechnen Sie A" 2
und A. "2 von der Matrix

1 [>> A= [12; 3 4];
Losung: Esist
1 |>> AAr2, A.A2
2 |ans =
3 7 10
4 15 22
5 |ans =
6 1 4
7 9 16
O it e e e ©

Aufgabe 27 (Arrayoperationen) Geben Sie je-
weils den Vektor c an, nachdem Sie die folgen-
den Operationen ausgefiihrt haben. Uberpriifen
Sie Ihre Ergebnisse in MATLAB.

1 |la=1[2-15 0];
2 |b=1[32 -14];
(a) ¢ = b+a-3;

(b) c = a./b;

(c) ¢ = 2*%a+a. b;
(d) ¢ = 2."b+a;
(e) ¢ = 2*b/3.%a;

Analog fiir die anderen Operationen. Manch-
mal ist es notwendig, Matrizen elementweise
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zu multiplizieren (HapamarD-Produkt), dann
hilft der . *-Operator.

1 [>> C=[12; 3 4];
2 [> D = [56; 7 8];
3 |[>> C.*D

4 |ans =

5 5 12

6 21 32

Aufgabe 28 (Matrizenoperationen) Warum
gibt es in MaTLAB keinen . +-Operator?

Losung: Die Matrizenaddition ist bereits
elementweise definiert. © ................. ©

Die konjugiert Transponierte der Matrix A er-
hélt man durch A’. Ist A eine reelle Matrix, so
ist A’ einfach die Transponierte. Die Transpo-
nierte ohne Konjugation erhélt man mit A. ’.

Im Spezialfall, wenn x und y Spaltenvektoren
sind, ist x’*y das Skalarprodukt. Dies ldsst
sich auch mit dot(x,y) berechnen. Mit der
Funktion cross kann man das Kreuzprodukt
ausrechnen. Fiir weiter Einzelheiten siehe Ab-
schnitt 48]

Aufgabe 29 (Matrizenoperationen) Es seien
zwei Vektoren a und b wie folgt definiert:

!\b!

)

SO R <P O B DR
BT O R
.:E-:P
o T T T

~

Die Funktion kron berechnet das KRONECKER-
Produkt (direktes Produkt) zweier Matrizen,
siehe auch [5]].

Aufgabe 30 (Direktes Produkt) Berechnen Sie
in MartLaB das direkte Produkt von

1 2 3
A=1]3 1 -2
5 -1 O
und
1 3
B=| -1 5
2 =2

Losung: Das direkte Produkt ist auch unter
dem Namen KroNecker-Produkt bekannt und
kann mit der Funktion kron berechnet werden.

> A=10[123;31-2;5-10];

1
2 |>> B =1[13; -15; 2 -2];
' |a=r2,4,61 b =[1,2,31 3 |>> kron(A,B)
4 |ans =
.. . 5 1 3 2 6 3 9
Fiihren Sie die folgenden MarLaB-Operationen Z 1 5 5 10 3 15
durch. Welche sind definiert und welche nicht? : 2 -2 4 4 6 -6
Erkldaren Sie! Was sind die Resultate? g 3 9 1 3 ) -6
1 a + b a! + b 9 —3 15 —1 5 2 —1®
) a + b! a! + bl 10 6 _6 2 _2 _4 4
3 la - b al _ b 11 5 15 -1 -3 0 0
4 a - b! al _ b! 12 —5 25 ]. —5 0 0
sla*b a’ *b 13 10 -10 -2 2 0 0
6 |a * b’ a’ * b’
71a\b a’ \b O e ©
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Aufgabe 31 (Vektoren, Signale) Gegeben ist
das kontinuierliche Signal (die kontinuierliche
Funktion)

s(f) = sin(2nr)e 3.

Erzeugen Sie fir t = 0,0.1,0.2,. .., 10 das da-
zugehorige diskrete Signal (Vektor). Wieviel
Werte hat das Signal?

Losung:

1>t = 0:0.1:10;
2 |>> sd = sin(2*pi*t).*exp(-0.3*1);

Das Signal hat 101 Werte. ©............... ©

Wird ein Skalar in MATLAB zu einer Matrix ad-
diert oder Subtrahiert, so wird die Zahl zu je-
dem Matrixelement addiert bzw. subtrahiert.
Das Gleiche gilt auch bei Mulitplikation und
Division mit einer Zahl. Beispiel:

> [12 3; 45 6]/2

ans =
0.5000
2.0000

1.5000
3.0000

1.0000
2.5000

E N

Die meisten mathematischen Funktionen, sie-
he Abschnitt [33] akzeptieren als Eingabear-
gument eine Matrix. Dann wird diese Funk-
tion elementweise ausgefiihrt. Funktionen ei-
ner Matrix im Sinne der Linearen Algebra, wie

7 1.4142 0.3536
8 0 1.4142
9 |>> ans*ans

10 [ans =

1 2.0000 1.0000
12 0 2.0000

36.4. Matrizenmanipulationen

Die Tabelle[16]zeigt Funktionen mit denen man

Funktion Bedeutung
reshape Andert Ordnung

diag Diagonalmatrix
blkdiag Blockdiagonalmatrix
tril Untere Dreiecksmatrix
triu Obere Dreiecksmatrix
fliplr  Vertauscht

flipud  Vertauscht

rot90 Drehung um 90°

Tabelle 16: Matrizenmanipulationen

Matrizen manipulieren kann.

Die Funktion reshape &ndert die Ordnung
einer Matrix: reshape(A,m,n) erzeugt eine
(m, n)-Matrix aus der Matrix A, wobei die Ele-
mente spaltenweise extrahiert werden.

zum Beispiel die Exponentialfunktion, tragen ' |>> A = [1 2 3; 45 6]
am Ende des Namens ein m: expm, funm, logm, > |* = ) ) ]
sqrtm. Fiir die Matrix A = [2 1; 0 2] gilt: j 4 5 6
1 |>> sqrt(A) s |>> B = reshape(A,3,2)
2 |ans = 6 |B =
3 1.4142 1.0000 7 1 5
4 0 1.4142 8 3
5 | >> sqrtm(A) 9 2 6
6 |ans =
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Die Funktionen tril und triu extrahieren ei- um eine Zeile nach unten und die letzte in die
ne Dreiecksmatrix aus einer gegebenen Matrix. erste Zeile.

Aufgabe 32 (Dreiecksmatrizen) Erzeugen Sie Losung:
eine 6 X 6 obere (untere) Dreiecksmatrix mit 1+ |>> A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9];
Zufallszahlen zwischen 0 und 1! 2 |>> circshift(A, 1D
Losung: 3 |ans =
4 7 8 9
1 |>> triu(rand(6)) 5 1 3
6 4 5 6
O i ©
O e ©
Aufgabe 33 (Matrizenmanipulationen) Gege- _ ' ‘
ben seien die folgenden Matrizen: Aufgabe 35 (fliplr) Spiegeln Sie von der
Matrix
0 -1 0 3 123
A=|4 3 50 A=14 56
1 230 789
die Spalten.
und Losung:
B35 0 A [123; 456; 7 8 9]
L[> A= ; ; ;
B = 369 12 2 |>> fliplr(A)
4 3 2 1 _
3 |ans =
1 23 4 . 3 1
Bestimmen Sie die Riickgabewerte und iiber- ° 6 > 4
" T . 6 9 7
priifen Sie diese dann in MATLAB.
(a) rot90(B) O e ©
(b) rot90(A,3)
(c) fliplr(a) 36.5. Datenanalye

(d) reshape(A,4,3) . . .

. Die Tabelle zeigt grundlegende Funktio-
() triu(B) nen zur Analyse von Daten. Der einfachste Ge-
(f) diag(rot90(B)) brauch dieser Funktionen ist, wenn die Daten

Aufgabe 34 (circshift) Verschieben Sie je- 10 Vektoren gegeben sind. Zum Beispiel:

de Zeile der Matrix 1 [> x=[3 -7 -110]
2 | X =
1 2 3 3 3 -7 -1 1 0
A=14 5 6 4 |>> [min(x) max(x)]
7 8 9 5 |ans =
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Funktion Bedeutung SO ist
max Maximales Element
. .. 1 | >> max(A)
min Minimales Element , lans =
mean Arithmetischer Mittelwert 3 5 2 2
median  Zentralwert (Median)
std Stapdardabwelchung Aufgabe 36 (Datenanalye) Gegeben seien die
var Varlgnz Vektoren
sort Sortiert
sum Berechnet Summenwert X = [2 . 1_§ ;]’
prod Berechnet Produktwert 2y =108 - 1
cunsum Sumr.mf‘:rt‘ und die Matrix
cumprod Multipliziert
diff Bildet Differenz 1 |A=1[137;284; 6-1-2];

Bestimmen Sie folgende Ausdriicke, zunéchst
mit Bleistift und Papier, danach mit MATLAB.

Tabelle 17: Datenanalye

6 -7 3 1 |max(x); min(A);
7 |>> sort(x) 2> |min(x,y); mean(A);
s |ans = 3 |median(x); cumprod(A);
0 7 -1 0 1 3 4 | sort(2*x+y); sort(A);
10 [>> sum(x)
1 |ans = Losung: Esist
"2 4 1 |>> max(x)
. . Lo _ 2 |ans =
Die Funktion sort sortiert in aufsteigender | 7
Ordnung; absteigende Ordnung erhdlt man , |55 min(A)
durch das Extraargument descent’. Sinddie s |ans =
Vektoren komplex, so wird nach dem Absolut- ¢ 1 -1 -2
wert geordnet. NaNs werden von dem Funktio- 7 [>> min(x,y)
nen min und max ignoriert und sort setzt sie ° |30 =
9 0 -1 -2 7
an das Ende.
10 |>> mean(A)
Sind die Eingabeargumente Matrizen, so arbei- |, |ans =
ten die Funktionen zur Datenanalyse spalten- 1 3.0000 3.3333 3.0000
weise. Ist zum Beispiel 13 |>> median(x)
14 |ans =
;= 15 1.5000
2 0 -1 2 16 |>> cumprod(A)
3 1 2 -4 17 |ans =
4 > = U 18 1 3 7
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19 2 24 28

20 12 -24 -56

21 | >> sort(2*x+y)

2 |ans =

23 1 3 5 21
u |>> sort(A)

25 |ans =

26 1 -1 -2

27 2 3 4

28 6 8 7

O it e e ©

Aufgabe 37 (Datenanalye) Bestimmen Sie die
Werte der folgenden Ausdriicke. Uberpriifen
Sie Thre Ergebnisse dann in MATLAB.

B=(0 0 3

8 7 0

104‘

(a) any(B)

(b) find(B)

(c) all(any(B))

(d) any(all(B))

(e) finite(B(:,3))
) any(B(1:2,1:3))

Losung:

>> any(B)
ans =
1 1 1
>> find(B)
ans =
1

© ® N o U R W N =

N O w

10 8
1 |>> allCany(B))
12 |ans =

13 1

14 [>> any(all(B))

15 [ans =

16 0

17 |>> finite(B(:,3))
18 |ans =

19 1

20 1

21 1

2 |[>> any(B(1:2,1:3))
23 |ans =

24 1 0 1
AN ©

Aufgabe 38 (GroBtes Element) Bestimmen Sie
von der Matrix

1 2
A=145
7 8

O O\ W

das grofite Element.
Losung: Dies kann man wie folgt erreichen:

> A=1[123; 456; 7 8 9];

1
2 [>> max(max(A))
3 |ans =
4 9
& I ©

37. Vektorielle Programmierung

Eine der groflen Vorziige von MarLaB besteht
darin, dass man Ausdriicke vektoriell program-
mieren und so auf Schleifen weitgehend ver-
zichten kann. Was ist damit gemeint? Wir zei-
gen die Idee am Besten an einem einfachen
Beispiel. Will man zum Beispiel den Funkti-
onsterm y = x> im Punkt x = 1.4 auswerten, so
geht das wie folgt
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1> X
2 [>> y =

1.4;
XA2;

und in der Variablen y ist der Wert 1.96 ge-
speichert. Will man nun aber zum Beispiel in
hundert verschiedenen x-Werten die entspre-
chenden y-Werte (ein Vektor mit 100 Koor-
dinaten) berechnen, so braucht man in Mar-
LAB keine Schleife, sondern kann gleichzeitig
alle hundert y-Werte ausrechnen, indem man
den " .-Operator verwendet, der die Potenzie-
rung zweier Matrizen (Vektoren) elementweise
durchfiihrt. Hier ein Beispiel mit der gleichen

Funktionsgleichung y = x?> wie oben:
1 [>> x = linspace(0,3,100);
2 [>> y = X.A2;

In der ersten Anweisung werden hundert x-
Werte (ein Vektor mit hundert Koordinaten)
erzeugt (hundert dquidistante Punkte im In-
tervall [0,3]) und in der zweiten Anweisung
wird der Vektor y mit hundert Koordina-
ten generiert, der die entsprechenden Funk-
tionswerte enthilt. Diese Vorgehensweise hat
den Vorteil, dass man auf Schleifen verzich-
ten kann und aulerdem einen iibersichtliche-
ren Programmcode erhilt. Eingebaute MATLAB-
Funktionen erlauben als Eingabeparameter fast
immer Vektoren. Daher gilt:

Programmieren Sie vektoriell, wenn
immer dies moglich ist!

Der Befehl vectorize kann in der ein oder
anderen Situation hilfreich sein, sieche doc
vectorize (help vectorize). In Abschnitt
gehen wir auf diese Thematik nochmals
ausfiihrlicher ein.

Aufgabe 39 (Vektorielle Prog.) Berechnen Sie
e in 200 dquidistanten Punkten zwischen -3
und 3 und speichern Sie die Werte in der Varia-
bleny.

Losung: Hier ein moglicher Losungsweg:

1 |>> x = linspace(-3,3,200);

2 |>> y = exp(-x.42);

O e ©

38. Ein- und Ausgabe

In diesem Abschnitt diskutieren wir, wie durch
einen Benutzer Daten eingelesen werden kon-
nen, wie man Informationen auf dem Bild-
schirm ausgeben und Dateien lesen und schrei-
ben kann. Wie man eine ganze Sitzung in ei-
ner Datei auszeichnen kann, wissen wir be-
reits aus Abschnitt [[3] Wie Grafiken gespei-
chert und gedruckt werden konnen, steht in
Abschnitt 40.13] Zur Dateneingabe siehe auch
Abschnitt[T0l

38.1. Benutzereingabe

Mit der Funktion input kann der Benutzer in-
teraktiv Daten eingeben.

>> x = input(’Startwert: ’)
Startwert: 1.5
X =

1.5000

AW N =

In diesem Beispiel wartet MarLaB auf die Ein-
gabe eines Wertes durch den Benutzer. Ich ha-
be 1.5 eingegeben und dieser Wert wird dann
der Variablen x zugewiesen. Die Eingabe wird
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als String interpretiert, wenn ein zweites Argu-
ment ’s’ angehéngt wird:

1 [>> MeinTitel = input(’Titel: ’,’s
)

2 |Titel: Versuch 5

3 |MeinTitel =

4 |Versuch 5

38.2. Bildschirmausgabe

Wir wissen bereits, dass MATLAB immer dann
eine Ausgabe am Bildschirm macht, wenn auf
das Semikolon verzichtet wird, siehe Abschnitt
AuBerdem kann mit den Funktion format
die Ausgabe kontrolliert werden. Eine noch
bessere Kontrolle iiber die Ausgabe erhilt man
aber durch die Verwendung weiterer Funktio-
nen.

gestellte Gesamtbreite) 6, 3 Nachkommastel-
len und in FlieBpunktdarstellung ausgegeben
wird. Das Zeichen \n gibt einen Zeilenvor-
schub an, ohne dieses die folgende Ausgabe
in die aktuelle Zeile geschrieben werden wiir-
de. Siehe doc fprintf (help fprintf) fiir
weitere Informationen und Beispiele.

Die Funktion sprintf ist analog zur Funk-
tion fprintf, aber die Ausgabe geschieht
als Zeichenkette, siche doc sprintf (help
sprintf) fiir weitere Einzelheiten.

Aufgabe 40 (Tabellen) Schreiben Sie einen
Script-File ExpTabelle und erzeugen Sie auf
dem Bildschirm die folgende Ausgabe der Ex-
ponentialfunktion ¢*. Wihlen Sie 21 dquidi-
stante Punkte im Intervall [0, 1]. Verwenden
Sie dazu die Funktionen disp und sprintf
oder fprintf.

Als erste Funktion ist disp zu nennen. Ohne | |Werte der exp-Funktion
Namen und Gleichheitszeichen gibt diese den ,
Wert einer Variablen am Bildschirm an. Hier 5 | k exp(x(k))
ein Beispiel: 4 | mmmmmmmm e
- - - - s 11 1.0000
1 |>> disp(’Die (2,2)-Hilbert-Matrix’ o | 2 1.0513
o) _ . 7|3 1.1052
2 |Die (2,2)-Hilbert-Matrix o | 4 1.1618
3 |>> disp(hilb(2)) s | 5 1.2214
4 1.0@@0 0-5®®® 10 6 1.2840
5 0.5000 0.3333 0|7 1.3499
2| 8 1.4191
Mehr Ausgabemoglichkeiten hat man mit der 5 | 9 1.4918
Funktion fprintf. In dem Beispiel 14 |10 1.5683
1 |>> fprintf(’%6.3f\n’,pi) s (11 1.6487
3.142 16 |12 1.7333
22 17 |13 1.8221
_ . o 18 |14 1.9155
ist das Zeichen % der Beginn einer Formatbe- | | 15 2.0138
zeichnung. 6.3f bedeutet, dass der Wert der 5 |16 2.1170
Variablen mit der FeldgroBe (zur Verfiigung 21 |17 2.2255
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2 |18 2.3396
23 |19 2.4596
21 |20 2.5857
25 |21 2.7183

Losung: Der Inhalt des Script-Files konnte et-
wa wie folgt lauten:

1 |x = linspace(0,1,21);

2 |y = [1:21; exp(x)];

3 |disp(’Werte der exp-Funktion’)

4 |disp(C’ )

s |disp(’ k exp(x(k)) ™)

6 |disp(’ ----------——m - ’
)

7 |disp(sprintf(’%6.0f %15.4f\n’,y))

38.3. Dateien lesen und schreiben

Eine grofe Anzahl von Funktionen stehen zur
Verfiigung, um formatierte Textdateien aus ei-
ner Datei zu lesen oder in eine Datei zu schrei-
ben. Hierbei konnen Sie zwischen bindrem und
lesbarem Ascu-Format wihlen. Bindrdateien
haben gegeniiber Ascn-Dateien die Vorteile,
dass sie weniger Speicherplatz benétigen und
schneller gelesen und beschrieben werden kon-
nen. Ihr Nachteil ist, dass sie nicht einfach mit
einem Editor gelesen werden konnen. Die Ta-
belle [18] zeigt vier Funktionen. Eine komplet-
te Funktionsliste erhalten Sie mit doc iofun
(help iofun).

Wir zeigen nun an einem Beispiel, wie man
Daten in einen File schreibt und lesen sie an-
schliefend wieder heraus. Bevor man mit ei-
ner Datei arbeiten kann, muss man sie mit der
Funktion fopen 6ffnen. Das erste Argument ist

Funktion Ascin  bindr
fscanf X

fprintf X

fread X
fwrite X

Tabelle 18: Dateien lesen und schreiben

der Dateiname und fiir das zweite Argument
hat man mehrere Moglichkeiten unter ande-
rem die Zeichen ’r’ fiir Lesen (read) und ’w’
fiir Schreiben (write). Durch den Aufruf von
fopen wird eine Fileidentifizierung zuriickge-
geben, die in den folgenden Anweisungen ver-
wendet werden kann, um den File zu spezi-
fizieren. Die Daten werden mit der Funktion
fprintf geschrieben, wobei als erstes Argu-
ment die Fileidentifizierung anzugeben ist. Das
Script

1 |>> a = [30 40 50];

2 |>> fid = fopen(’MeinOutput’,’w’);

3 |>> fprintf(fid,’%g m/h = %g km/h\n
", [a;8%a/51);

4 |>> fclose(fid);

erzeugt im File MeinOutput die Zeilen

1 |30 m/h = 48 km/h
2 |40 m/h = 64 km/h
3 |50 m/h = 80 km/h

die fiir drei Geschwindigkeiten eines Fahr-
zeugs in Meilen pro Stunde die entsprechenden
Werte in Kilometer pro Stunde angeben.

Der File kann wie folgt zuriickgelesen werden.

1 [>> fid = fopen(’MeinOutput’,’r’);
2 |>> x = fscanf(fid,’%g m/h = %g km/
h’)
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30
48
40
64
50
80
10 |>> fclose(fid);

© ® N o w»n AW

Hierbei liest die Funktion fscanf die Daten
in dem angegebenen Format (hier %g, gene-
ral floating point number), wobei die Strings
'm/h =" und g km/h’ {ibergangen werden.
Dies wiederholt sich so lange, bis der gesamte
File gelesen wurde und die Zahlen im Vektor x
gespeichert wurden.

39. Function Functions

In MatLaB hat sich der Begrift function func-
tion eingebiirgert. Damit ist eine MATLAB-
Function gemeint, die ihrerseits als Einga-
beargument eine Function benétigt. (MATLAB-
Functions werden wir noch ausfriihrlich be-
handeln). Ein Beispiel einer Function Functi-
on ist fplot, mit der man Graphen von ma-
thematischen Funktionen zeichnen kann. Diese
Function benétigt als erstes Eingabeargument
eine Function. Wir zeigen die Arbeitsweise an
einem Beispiel.

Geplottet werden soll die Funktion f(x) = x2,
x € Rim Intervalle [-2, 2]. Diese kann in MaT-
LAB durch

1> £ = @(x) x.42;

definiert werden. Der Aufruf

1 |>> fplot(f,[-2,2])

zeichnet dann die Funktion im Intervalle von
-2 bis 2. Man sieht, dass das erste Argu-
ment von fplot selbst eine Funktion ist, ndim-
lich in diesem Fall die selbstdefinierte Funkti-
on f(x) = x%, x € R. Fiir eingebaute Funk-
tionen entfillt natiirlich deren Definition. Hier
ein Beispiel mit der eingebauten Sinusfunktion
sin. Die folgende Zeile plottet die Sinusfunk-
tion im Intervall von —3 bis 3:

1 |>> fplot(@sin,[-3,3])

Andere Function Functions sind zum Bei-
spiel fzero, quad, ode45, usw. Wir wer-
den diese und andere Funktionen in den spi-
teren Abschnitten ausfiihrlicher besprechen.
Alle Function Functions sind im Verzeich-
nis funfun untergebracht, sieche doc funfun
(help funfun).

40. Grafik

Twenty years ago, we did not interact with
computers graphically; now, everything is
graphical. In the next twenty years an equally
great change will occur as we begin to
communicate with machines by speech.
Lroyp N. TREFETHEN

MarLaB verfligt iiber moderne und méchti-
ge Visualisierungsmoglichkeiten. Dies ist ei-
ner der Griinde fiir den Erfolg von MartLAB.
Das Visualisieren von Daten ist typisch im
praktischen Einsatz von MatLAB, wihrend das
Zeichnen von explizit bekannten Funktionen
sehr von Nutzen in der Lehre ist. Eine Viel-
zahl von Gestaltungsmoglichkeiten statistische
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Daten darzustellen stehen bereit. Auf der Ho-
mepage von The Mathworks steht ein Online-
Grafikhandbuch zur Verfiigung, siehe [[15]].

Wenn wir nun grafische Fihigkeiten von MaT-
LAB zeigen, so handelt es sich um die Beschrei-
bung grafischer Funktionen, die man zur Vi-
sualisierung von Daten im Command Window
eingibt. Fast alle hier aufgezeigten Merkma-
le konnen Sie nach Offnen einer Figur durch
Mausklick iiber den Plot Browser, Figure Pa-
lette, Property Editor, usw. beeinflussen (siche
Menii-Item Show Plot Tools in der gedftneten
Figur).

40.1. 2D-Grafik

Wir beginnen die grafischen Moglichkeiten
von MarLaB mit 2D-Grafiken (zweidimensio-
nalen Grafiken). Eine hiufig verwendete Funk-
tion ist die plot-Funktion (doc plot). Dieser
werden im einfachsten Fall Koordinaten von
Punkten aus der Ebene iibergeben, die dann
von plot durch gerade Linien verbunden wer-
den. Ein einfaches Beispiel soll dies erldutern.

Hierzu nehmen wir an, dass die Messung des
zeitlichen Verlaufs der Abkiihlung einer Fliis-
sigkeit die Werte aus der Tabelle [19|ergab. Wir
wollen dieses Messergebnis nun grafisch dar-
stellen. Hierzu speichern wir die Zeitpunkte im
Vektor x und die Temperaturwerte in y, also

1 |x=[0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4];
2 |y = [62 55 48 46 42 39 37 36 35];
Der Befehl

1 [>> plot(x,y)

Zeitpunkt in min ~ Temperatur in °C

0.0 62
0.5 55
1.0 48
1.5 46
2.0 42
2.5 39
3.0 37
3.5 36
4.0 35

Tabelle 19: Abkiihlung einer Fliissigkeit

erzeugt ein Grafikfenster und zeichnet die Ele-
mente von x gegen die Elemente von y und ver-
bindet diese Punkte geradlinig. Die Abbildung
[10] zeigt das Ergebnis.
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Abbildung 10: Abkiihlung einer Fliissigkeit

Wir zeichnen nun den Graph der explizit gege-
benen Funktion f(x) = sin(x) auf dem Intervall
[0, 27r]. Dazu miissen drei Dinge getan werden:

1. Einen Vektor x erzeugen, der das Intervall
[0, 27] diskretisiert:

O=xi<xp<---<x,=21
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2. Die Funktion muss an jedem Diskretisie-
rungspunkt ausgewertet werden:

Yk = f(xk) k=1:n

3. Ein Streckenzug muss gezeichnet werden,
der dle Punkte (x19y1)7 (x2’ )72), . 7(xn’ )’n)
verbindet.

Das folgende Script zeigt die Realisierung:

>> n = 20;

>> x = linspace(0,2*pi,n);
>> y = sin(x);

>> plot(x,y)

T S

Hierzu haben wir das Intervall [0, 27] in 20
dquidistante Punkte eingeteilt und die Wer-
te dem Vektor x zugeordnet. Die Sinusfunk-
tion ist eine eingebaute MarLaB-Funktion, die
Vektoren als Argumente verarbeiten kann. Da-
durch wird der Vektor y erzeugt. Mit grid
zeichnen wir noch ein Gitter und geben mit
title der Abbildung noch eine Uberschrift.

1 |[>> grid
2 [>> title(’Die Sinusfunktion im
Intervall [0,2\pi]l’)

Die Abbildung[TT|zeigt das Ergebnis.

Aufgabe 41 (2D-Grafik) Erzeugen Sie mit ei-
nem einzigen plot-Befehl die Graphen der
Funktionsterme sin(kx) iiber dem Intervall
[0,27] fiirk =1:5.

Losung: Dies kann man zum Beispiel mit den
beiden folgenden Methoden erreichen.

1 |%-Methode 1:

2 |x = linspace(0,2*pi);

3 |plot(x,sin(x),x,sin(2*x),x,sin(3*x
),X,sin(4*x),x,sin(5*x))

4 |%-Methode 2:

Die Sinusfunktion im Intervall [0,21

0.5p

Abbildung 11: Ein einfacher Plot

linspace(0,2*pi);
[sin(x);sin(2*x);sin(3*x);sin
(4*x) ;sin(5*x)];

7 |plot(x,Y)

s |%-Methode 3:

9 |x = linspace(®,2*pi);

10 |plot(x,sin(x)), hold on,

51X
6 |Y

1 | for k=2:5

12 plot(x,sin(k*x),’-")

13 |end

14 |hold off
L ©

Aufgabe 42 (2D-Grafik) Zeichnen Sie den
Graph der Funktion

1 |x<0.5
0 sonst

rect(x) = {

iiber dem Intervall [-3, 3].

Losung: Wir definieren zunichst die Funkti-
on rect in einem Function-File und zeichnen
dann mit plot den Graph der Funktion.

1 | function y = rect(x)
2 |n = length(x);
3 |y = zeros(n,1);
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iy = (x<0.5)-(x<-0.5);

Die folgenden Befehle zeichnen den Graph.

x = linspace(-3,3,1000);
y = rect(x);
plot(x,y)

T N

axis([-3 3 -0.5 1.5])

O e ©

Aufgabe 43 (2D-Grafik) Geben Sie folgende
Befehle in MATLAB ein.

[ X =
2|y

linspace(0,1,200);
sqrt(1-x.42);

Stellen Sie nun den Kreis x> + y> = 1 grafisch
dar ohne dabei zusitzliche Berechnungen an-
zustellen.

Losung: Die Eingabe lautete
1 |x = linspace(0,1,200);
2 |y = sqrt(1-x.42);

Dabei sei zu bemerken, das x.42 und nicht
x*2 verwendet wurde. Hierbei wird durch
den Punkt sichergestellt, dass das Quadrieren
Komponentenweise erfolgt und nicht die Vek-
toroperation x-x ausgefiirt wird. Man will nun
den Kreis in R? zeichnen.

plot(x,y) liefert nur den Graphen im ersten
Quadranten. Also kann man durch geeignete
Spiegelung den Graph auch in den anderen drei
Quadranten zeichnen. Der Kreis kann in MaATt-
LAB etwa wie folgt gezeichnet werden:

>> plot(x,y)
>> hold on

>> plot(-x,y)
>> plot(x,-y)
>> plot(-x,-y)

LS N I

‘ 6 |>> axis equal

7 |>> hold off

Der Befehl hold on sorgt dafiir, dass die Re-
sultate aller plot-Befehle erhalten bleiben.
Um die Bedeutung des Befehls axis equal
zu verstehen konnen Sie help axis verwen-

Mit der Funktion subplot besteht die Mog-
lichkeit, mehrere Bilder untereinander und/o-
der nebeneinander in einer Figur zusetzen, sie-
he doc subplot (help subplot).

40.2. 3D-Grafik

Die zur plot-Funktion analoge Funktion fiir
die 3D-Welt ist die plot3-Funktion. Die Ver-
wendung von plot3 ist dhnlich wie die von
plot, wobei statt Paare nun Tripel von Daten
einzugeben sind. Das folgende Beispiel zeigt
den einfachsten Gebrauch: plot3(x,y,z)
zeichnet eine Kurve im Raum, indem die Punk-
te x(1),y(i),z(i) in der vorgegebenen Rei-
henfolge verbunden werden. Das Ergebnis ist
in Abbildung[12]zu sehen.

-5:0.005:5;

(1+t.A2).*sin(20%t);

(1-t.A2).*cos(20%t);

= t;

plot3(x,y,z), grid on

xlabel(’x(t)’), ylabel(C’y(t)’),
zlabel('z(t)’)

7 |title(C’\it{plot3-Beispiel}’,’

FontSize’,14)

=)} w S w (%] —_
N < X
I

In diesem Beispiel haben wir die Funktio-
nen xlabel, ylabel, title und entspre-
chend zlabel zur Beschriftung der Abbil-
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plot3-Beispiel

y() —50 -50 (1)

Abbildung 12: 3D-Plot mit plot3

dung verwendet. Die Notation \it im title-
Kommando stammt aus TgX, um Italic-Text zu
erzeugen. Farben, Marken und Linienstile kon-
nen in der gleichen Weise wie bei der plot-
Funktion beeinflusst werden. So erzeugt zum
Beispiel plot3(x,y,z, ’r-") eine rot gestri-
chelte Linie. Beachten Sie, dass fiir 3D-Plots
box off gesetzt ist. Mit box on konnen Sie
Ihrem Plot eine Box hinzufiigen.

Will man den Graph eines Funktionsterms
f(x,y) mit den beiden unabhéngigen Variablen
X, ¥ zeichnen, so muss man die Funktionswer-
te auf einem zweidimensionalen Gitter in der
x, y-Ebene auswerten. Das Gitter kann mit der
Funktion meshgrid erzeugt werden; anschlie-
end kann man den Graph mit mesh, surf
usw. zeichnen.

Als Beispiel soll der Graph der Funktion
flx,y) = —xye‘z(x2+y2) iiber dem Bereich
[-2,2] x [-2,2] gezeichnet werden.

1 [>> [X,Y] = meshgrid
(-2:0.1:2,-2:0.1:2);

2 |>> £ = -X.*Y.%exp(-2*(X.A2+Y.42));

3 [>> mesh(X,Y,f)

4 |>> xlabel(’x’), ylabel(C’y’),
zlabel (’ f(x,y)’)

Die Abbildung|13|zeigt das Ergebnis.

Abbildung 13: f(x,y) = — xye—Z(x2+y2)

Aufgabe 44 (3D-Grafik) Zeichnen Sie den
Graph der Funktion

—1x+2 fiirx;,xn >0

S, x2) = { 2 sonst.

im Bereich (x1, x2) € [-2,2]>.
Losung: Den Graph kann man wie folgt plot-
ten.

1 [>> [X,Y] = meshgrid
(-2:0.1:2,-2:0.1:2);

>> 7Z = 2*ones(size(X));

>> 7Z = -0.5*Y.*(X>=0 & Y>=0)+2;
>> mesh(X,Y,Z)

>> axis([-2,2,-2,2,1,3])

>> xlabel(’x_1"), ylabel('x_2")

1= KV R O FUR Y

Mehr Informationen iiber Visualisierungsmog-
lichkeiten findet man mit doc graph2d (help
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graph2d), doc graph3d (help graph3d)
und doc specgraph (help specgraph).

Aufgabe 45 (3D-Grafik) Zeichnen Sie den
Graph des Funktionterms

fx,y) = é cos(x) +yexp(—x* —y?)

mit den Funktionen mesh und ezmesh iiber
dem Quadrat -3 < x<3,-3<y<3.
Losung:

1 | [X,Y] = meshgrid(-3:0.1:3);
2 |Z = 1/5%cos(X)+Y.*exp(-X.A2-Y.A2);
3 {mesh(X,Y,Z)

oder als Einzeiler mit ezmesh.

1 [>> £ = @(x,y) 1/5%cos(x)+y.*exp(-x
A2-y.A2);
2 [ >> ezmesh(f,[-3,3])

40.3. Funktionsdarstellungen

Kennt man den Funktionsterm einer reellwer-
tigen Funktion einer reellen Variablen, so kann
man mit den Funktionen fplot und ezplot
(easy plotting) den Graph einfacher darstel-
len als mit plot. Die Funktion fplot ver-
langt den Funktionsterm in einem m-File (Ab-
schnitt [44) oder als Function Handle (doc
function_handle). Die Funktion ezplot er-
wartet den Funktionsterm in Hochkomma oder
als symbolisches Objekt, siehe Abschnitt [67]

Der Aufruf

1 |>> fplot(@(x)exp(-x+2),[-3,3])

plottet die Funktion

f(x)=e™, xeR

im Intervall [-3, 3]. Mit
1 [>> fplot(@humps,[-2,2])

plottet man im Intervall [-2, 2] die eingebaute
humps-Funktion

1

(x—0.3)2+0.01
1

+ —_
(x=0.9?2+0.04

f(x) =

6, xeR.

Die Abbildung|14|zeigt den Graph von humps

100

801

60

401

20r

2 -1 0 1 2

Abbildung 14: Graph der humps-Funktion

im Intervall [-2, 2].
Aufgabe 46 (Funktionsdarstellungen) Zeich-
nen Sie den Graph des Funktionsterms

F(x) = sin(x?) — 2 cos(x)

iiber dem Intervall (0,5) mit den Funktionen
plot, fplot und ezplot.
Losung: Dies erreicht man wie folgt:
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x = linspace(0,5);

f = sin(x.22)-2%cos(x);
plot(x,f)

%-oder:
fplot(’sin(x*2)-2%cos(x)’,[0,5])
%-bzw.

f = @(x) sin(x.42)-2*%cos(x);
fplot (£, [0,5])

%-oder:

10 |ezplot(’sin(x*2)-2*cos(x)’,[0,5])
1 |%-bzw.

2 |[f = @) sin(x.42)-2%cos(x);

© o N L AW N -

13 | ezplot(£,[0,5])

Der Graph ist in Abbildung[T5|dargestellt. © ©

sin(x.z)—z cos(x)

Abbildung 15: Graph

Die Abbildung|[I6|zeigt vier verschiedene Dar-
stellungen einer Funktion mit zwei Variablen.
Es handelt sich hier um die sogenannte peaks-
Funktion, die in MATLAB bereits vordefiniert ist.
Es ist die Funktion

S, y) =3(1 = x)%e 0D
—10(x/5 — x> = yS)e ™
—1/3e O (x ) e R?

2

Lo
L thor N

der

Abbildung 16: Darstellungen
Funktion

peaks-

Die peaks-Funktion geht durch Translationen
und Skalierungen aus der Gaussschen Nor-
malverteilungsfunktion hervor. Das Bild links
oben in Abbildung [16] zeigt den Graph, rechts
oben Kurven gleicher Hohe (Hohenschittbil-
der), links unten ein paar Hohenlinien und
rechts daneben farbig ausgefiillte Hohenlinien
der peaks-Funktion. Die Figur wurde mit den
folgenden Anweisungen erzeugt:

[X,Y,Z] = peaks(30);
subplot(2,2,1), surf(X,Y,Z),
subplot(2,2,2), contour3(X,Y,Z),
subplot(2,2,3), contour(X,Y,Z),
subplot(2,2,4), contourf(X,Y,Z),

[ N T

Die Abbildung|l17|zeigt den Graph der Funkti-
on f(x,y) = xe 2 (x,y) € R?, wobei hier die
Funktion colormap zum Einsatz kommt und
dafiir sorgt, dass der Graph (das Netz) blau ist.
Die Funktion colormap erlaubt es, Daten mit
Farbtabellen (color map) zu visualisieren. Mit
der Funktion colorbar konnen Sie sich die
aktuelle Farbtabelle in der entsprechenden Fi-
gur anzeigen lassen. Die Figur wurde mit Hilfe
der Anweisungen erzeugt:

T 1
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X. exp(-x. 2—y. 2)

Abbildung 17: Graph

1 [fh = @(x,y) X.%exp(-x.42-y.A2);
2 | ezmesh(fh,40)
3 |colormap([® 0 1])

Die Abbildung [I§] zeigt Hohenlinien der

700} 2
6
600} 4
0 \; Q/D Ay
500} e
A\ Q
400}
4
300} v Y
25 S
200t 0 NN
(204
100} = i 4
200 200 500
Abbildung 18: Geglittete Hohenlinien der

peaks-Funktion

peaks-Funktion, wobei die Hohenlinien nun
mit der Funktion interp2 geglittet sind. Au-
Berdem bekommen die Hohenzahl einen leicht
gelblichen Hintergrund mit einem leicht grau-
en Rahmen. Die Figure wurde mit Hilfe der
Anweisungen erzeugt:

T 1

Z = peaks;

[C,h] = contour(interp2(Z,4));

text_h = clabel(C,h);

set(text_h, ’BackgroundColor’,[1 1
.6], Edgecolor’,[.7 .7 .7])

w0 =

40.4. Parametrisierte Kurven

Mit Hilfe der Funktionen ezplot und
ezplot3 lassen sich Kurven in Parameter-
darstellung in zwei und drei Dimensionen
darstellen. Als Beispiel einer ebenen Kurve
betrachten wir eine dreiblittrige Bliitenblatt-
kurve (Trochoide) Sie hat die Parameterform
x = cos(3r)cos(t), y = cos(3¢)sin(z),
t € [0, 2x]. Mit Hilfe der Anweisung

1 |rl @(t) cos(3*t).*cos(t);
2 |r2 = @(t) cos(3*t).*sin(t);
3 |ezplot(rl,r2,[0,2%pi]), grid;

erzeugt man die Abbildung[I9]

X= cos(3 t) cos(t),y= cos(3 t) sin (t)
08 [ ‘ : :
0.6
0.4
0.2 +

-0.2
-0.4 r
-0.6
-08 |

Abbildung 19: Bliitenblattkurve

Die Anweisungen

1 |rl
2 | r2

@(t) exp(-0.2*t).*cos(t);
@a(t) exp(-0.2*t).*sin(t);
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3 |r3 = @(t) t;
4 |ezplot3(rl,r2,r3,[0,20], animate’)

erzeugen die rdumliche Kurve in Abbildung
20l Durch das zusitzlich Argument animate

exp(-0.2 t) cos(t),y= exp(=0.2 t) sin (t), z

20
15

~ 10

=il =il

oo | Y
Abbildung 20: Rdumliche Kurve

im Funktionsaufruf erhilt man eine Animati-
on der raumlichen Kurven in dem Sinn, dass
ein roter Punkte vom Anfagang- zum Endpunt
lauft.

Aufgabe 47 (Raumliche Kurve) Plotten Sie die
ridumliche Kurve

x(7) = (1 + ) sin(207)

y(@) = (1 + %) cos(201)

() =t
fir r € [-5,5].

Losung: Die Kurve kann zum Beispiel wie
folgt geplottet werden.

-5:0.005:5;

(1+t.22).*sin(20%t);
(1+t.22).%cos(20%t);
zZ = t;
plot3(x,vy,z),

< XNt
1l

[ Y N N

grid on, xlabel(’x(t)’),

7 ‘ylabel(’y(t)’), zlabel('z(t)’)

Aufgabe 48 (Ebene Kurve) Plotten Sie die Zy-
kloide (Rollkurve)

x(f) =t —sint

y() =1-cost
fiir ¢ € [0, 4r].

Losung: Die Kurve kann zum Beispiel wie
folgt geplottet werden.

1 |ezplot(’t-sin(t)’, 1-cos(t)’,[0,4*
pil)

2 | grid on, xlabel(’x(t)’),

3 |ylabel(Cy(t)’)

®)
&)

Aufgabe 49 (Ebene Kurve) Zeichnen Sie die
Kurve

sin(—1) + ¢
1 — cos(-t1)

X

y

in der x, y-Ebene fiir 0 < ¢ < 4.
Losung: Es handelt sich um eine Zykloide.

1 |ezplot(’sin(-t)+t’,’ 1-cos(-t)’
,[0,4%pil)

Aufgabe 50 (Ebene Kurve) Zeichnen Sie die
Kurve

X sin(—1)

y = 1--cos(-1)

in der x, y-Ebene fiir 0 < 7 < 7.

Losung: Es handelt sich um einen Kreisbo-
gen.
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1 |ezplot('sin(-t)’,  1-cos(-t)’,[0,pi
D

P
©

Aufgabe 51 (Riaumliche Kurve) Zeichnen Sie
die Schraubenlinie (Helix, zylindrische Spira-
le)

cos(?)
sin(?)

= ¢

im x,y,z-Raum fiir 0 < ¢t < 2071. Animieren
Sie!

Losung: Die Schraubenlinie mit Animation
erhilt man wie folgt:

1 [>> ezplot3('cos(t)’,’sin(t)’,’t’
,[0,20%pi], ’animate’)

Aufgabe 52 (Riumliche Kurve) Zeichnen Sie
die konische Spirale

x = (1=1cos(t)
y = (1-1)sin(?)
z =1

im x,y,z-Raum fiir 0 < ¢ < 207. Animieren
Sie!

Losung: Die konische Spirale mit Animation
erhilt man wie folgt:

1 [>> ezplot3(’(1-t)*cos(t)’, ’(1-t)*
sin(t)’, ’'t’, [0,20%pi], ~’
animate’)

5 ©

40.5. Parametrisierte Flachen

Mit den MarLaB-Funktion ezmesh und
ezsurf konnen parametrisierte Flichen im R
dargestellt werden.

Ein Torus entsteht, wenn ein Kreis um eine
Achse rotiert, die in der Ebene des Kreises,
aber aullerhalb des Kreises verlauft. Eine Pa-
rameterdarstellung eines Torus ist:

x = (a+ bcosb)cos ¢
y=(a+bcosb)sing
z=">bsiné

Der folgende Script zeichnet einen Torus fiir
a = 10 und b = 4, siche Abbildung [21]

1 |x = @(theta,phi) (10+4*cos(theta))
.*cos(phi);

2 |y = @(theta,phi) (10+4*cos(theta))
.*sin(phi);

3 |z = @(theta,phi) 4*sin(theta);

4 |ezmesh(x,y,z), axis equal
5 |colormap([0,0,1])

z
NOoN

Abbildung 21: Ein Torus
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Aufgabe 53 (Parametrisierte Flichen) Welche
Flache entsteht durch den folgenden Aufruf:

1 |ezsurf(’2*cos(u)*cos(v)’,’2*sin(u)
*cos(v)’,’2*sin(v)’,[-pi/2,pi
/21),

2 |axis equal

Losung: Es entsteht eine Halbkugel. © .... ©

Aufgabe 54 (Parametrisierte Flichen) Welche
Flache entsteht durch den folgenden Aufruf:

i [ezsurfCurcos (), "ursin(v)’, "2%v
,[0,8*pi]), axis equal

Losung: Es entsteht eine Wendelfldche, sie-
he Abbildung [22] Eine Wendelfliche entsteht,

X=ucos(v),y=usin(v),z=2v

Abbildung 22: Wendelfldche

wenn eine Strecke um eine zu ihr orthogonale
Achse geschraubt wird. Wir nehmen an, dass
diese Achse gleich der z-Achse des Koordi-
natensystems ist. Hat die Strecke die Lidnge /
und ist ¢ der Winkel, den sie mit der positiven
x-Achse einschliesst, so ist eine Parameterdar-
stellung der Wendelfliche durch

x=Itcos¢, y=Itsing, z = i,
2r

fiir0 < ¢ <m,0 <t <1 gegeben. Der Parame-
ter ¢ bezeichnet die Ganghohe, das heifit den
Hohengewinn bei einer vollen Umdrehung. ©
©

40.6. Implizite Kurven

Mit der Funktion ezplot lassen sich auch im-
plizit definierte Kurven darstellen. Der folgen-
de Script gibt einige Beispiele:

1 | subplot(2,3,1)

2 |ezplot(’xA2/15A2+yA2/942-1"
,[-15,15])

3 |hold on; plot([-12,12],[0,0],’ro’)

4 |hold off; grid; pause;

5 | subplot(2,3,2)

6 |ezplot(’-x*2/4+y*2/25-1",[-15,15])

7 |grid; pause;

s | subplot(2,3,3)

9 |ezplot(’xA4+yr4-14+4" [-15,15])

10 |grid; pause;

11 | subplot(2,3,4)

12 |ezplot(’y*2-x43/9+6*x+10’

,[-15,15])

13 | grid; pause;

14 | subplot(2,3,5)

15 | f = @(x,y) (X.A2+4y.A2).A2-1422%(x

A2-y.A2);

16 |ezplot(£f,[-15,15])

17 | grid; pause;

18 | subplot(2,3,6)

19 | ezplot(’abs(x)+abs(y)-14’

,[-15,15]1); grid;

40.7. Implizite Flachen

Implizit definierte Flichen konnen ebenfalls
dargestellt werden. Hier ein Beispiel, siehe Ab-

bildung 23]
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Abbildung 23: Implizite Fldche

1 | [x,y,z] = meshgrid(-2:0.1:2);

2 |v = sin(10%x) /8+sqrt(z.A2+y.A2)
-0.5;

p = patch(isosurface(x,y,z,v,0));

view(34,40), grid on,

set(p, 'FaceColor’,’red’),

set(p, 'EdgeColor’, ’None’),

N o v B W

camlight, lighting gouraud,

40.8. Koordinatenachsen skalieren

Beachten Sie, dass MarLaB die x- und y-Achse
(und natiirlich auch die z-Achse im 3D Fall)
automatisch skaliert. Wollen Sie diesen Auto-
matismus nicht, so konnen Sie mit axis (doc
axis) ,per Hand“ die Achsen begrenzen.
Zum Beispiel erzeugt axis([-4,4,-2,2])
ein Koordinatensystem, dessen x-Achse von -4
bis 4 und deren y-Achse von -2 bis 2 begrenzt
ist. Wenn Sie mochten, dass die x- und y-Achse
gleich lang, also quadratisch sind, dann miis-
sen Sie axis square eingeben (Quadratische
Bildfliche). Wollen Sie dagegen, dass die x-
und y-Achse die gleiche Skalierung haben, so

geht das mit dem Befeht axis equal. Die
Abbildung [24] zeigt dies anhand des Bereichs

normal

-4 -3 -2 =il eqal 1 2 3 4

-8 -6 -4 52 sQuare 2 4 6 8
2

0

-2
420 2 4
Abbildung 24: Skalierungen

[-4,4] x [-2,2].
Um logarithmische Skalierungen zu erhalten,

stehen spezielle Funktionen zur Verfiigung,
siehe Tabelle 200

Name Beschreibung
loglog Logarithmisches KO-System
semilogx x-Achse logarithmisch
semilogy y-Achse logarithmisch

Tabelle 20: Logarithmische Skalierungen

Aufgabe 55 (Skalierungen) Zeichnen Sie den
Graph der Funktion y = 3¢7 !>, x € R in
einem rechtwinkligen Koordinatensystem von
x = 0 bis x = 10, wobei die y-Achse logarith-
misch skaliert sein soll.

Losung: Mit

1 [>> x = linspace(0,10);
2 |>> y = 3%exp(-0.5%x);
3 |>> semilogy(x,y); grid;
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erhalten wir die Abbildung Der Graph der

1

10

-2

10

Abbildung 25: y = 3¢71/2% x e R

Exponentialfunktion ist wie erwartet eine Ge-
rade. © ..o ©

Aufgabe 56 (Skalierungen) Zeichnen Sie den
Graph der Funktion y = +/x, x € R in einem
rechtwinkligen Koordinatensystem von x = 1
bis x = 1000, wobei die x- und y-Achse loga-
rithmisch skaliert sein soll.

Losung: Mit

1 |>> x = 1:1000;
2 |>> y = sqrt(x);
3 |>> loglog(x,y); grid;

erhalten wir die Abbildung [26] Der Graph der
Quadratwurzelfunktion ist wie erwartet eine
Gerade. © ........iiiiiii ©

40.9. Zwei y-Achsen

Mit der Funktion plotyy konnen wir Daten-
sdtze mit zwei y-Achsen zeichnen; die eine
Achse links, die Andere rechts. Als Beispiel
betrachten wir die Funktion y = 3¢™1/2¥, x € R.
Zeichnet man die Graph dieser Funktion in ein

10 10 10 10

Abbildung 26: y = /x, x > 1

gewohnliches kartesisches Koordinatensystem
mit gleicher Skalierung, so erhilt man den ty-
pischen Verlauf einer abfallenden Exponential-
funktion. Skaliert man die y-Achse jedoch lo-
garithmisch, so ist der Graph eine Gerade. Wir
plotten diese beiden Kurven mit der Funktion
plotyy nun in eine Figur. Nach den Eingaben

1 |>> x = linspace(0,10);

2 |>> y = 3%exp(-0.5%x);

3 |>> plotyy(x,y,x,y, plot’, semilogy
)

erhalten wir die Abbildung Die linke y-
Achse ist gewohnlich linear skaliert, wahrend
die rechte y-Achse logarithmisch skaliert ist.

40.10. Koordinatentransformationen

Mit der Funktion cart2pol konnen karte-
sische Koordinaten in Polar- bzw. Zylinder-
koodinaten transformiert werden. Die Funkti-
on pol2cart transformiert umgekehrt Polar-
bzw. Zylinderkoordinaten in kartesische Koor-
dinaten. Mit cart2sph bzw. sph2cart kon-
nen Transformationen von kartesischen zu Po-
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Abbildung 27: Zwei Skalierungen

larkoordinaten und umgekehrt durchgefiihrt
werden.

Zum Zeichnen von Polarkoordinaten ist die
Funktion polar geeignet.

40.11. Spezielle Grafikfunktionen

Weitere Grafikfunktionen findet man in der Ta-
belle 21] Insbesondere zur Darstellung statisti-
scher Daten sind diese von groBer Bedeutung.

Name Beschreibung

bar Balkendiagramm (vertikal)

barh  Balkendiagramm (horizontal)
bar3  3D-Balkendiagramm (vertikal)
bar3h 3D-Balkendiagramm (horizontal)
hist  Histogramm

pie Kreisdiagramm

stem  Punkte mit Linien

Tabelle 21: Weitere Grafikfunktionen

40.12. Vektorfelder visualisieren

Mit der Funktion quiver (doc quiver, help
quiver) konnen Sie Vektorfelder darstellen.
Das Vektorfeld f(x,y) = (=y,x), (x,y) € R?
ist in Abbildung[28|dargestellt. Das Vektorfeld

I PSRN N N
: /‘/‘:,._\\\\
1t // — ~ N\ \ \
ad \
; Z o\
A 1t
l\ l\ \ r ! f/
1t Ny /. /
' \\“1:\ By 4
-2t \\\\_./v///
=5 -2 =il 0 1 2 3
Abbildung 28: Vektorfeld
wurde mit

1 [>> [X,Y] = meshgrid(-2:0.5:2);
2 |>> quiver(X,Y,-Y,X), grid,
3 |>> axis equal

erzeugt. Jeder Vektor ist tangential zu einem
Kreis um den Ursprung. Die Linge des Vek-
tors ist durch den Radius des Kreises gegeben.
Das Vektorfeld kann als Geschwindigkeitsfeld
eines Rades interpretiert werden, das sich ge-
gen den Uhrzeigersinn dreht.

Aufgabe 57 (Vektorfeld) Stellen Sie das Vek-
torfeld

RZ
(x,y)

f R -
(x,y)
dar.

Losung: Die Anweisungen

1 [>> [X,Y] = meshgrid(-2:0.5:2);
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2 |>> quiver(X,Y,X,Y), grid
3 |>> axis equal

erzeugen die Abbildung29l o ............. ©
0 NN\ANYV P/
NN\\\Nt s
1 NNN NV
0 -— - == -
Bl R Abbildung 30: Vektorfeld
, s/ /7 VNN
3 '{2/ 1/1 / cl, A 1\‘ \2\ 3 Funktion quiver3 das Vektorfeld

f: R - R

Abbildung 29: Vektorfeld 69,2 (5.2)

dar.

Die Funktion quivers3 stellt das dreidimensio- Losung: Die Anweisungen

nale Analogon zur Funktion quiver dar. Da-

mit lassen sich also dreidimensionale Vektor- ! |[>> [X:sz] = meshgrid(-8:4:8);
felder darstellen 2 |>> quiver3(X,Y,Z,X,Y,Z,0)
) 3 |>> [X,Y,Z] = meshgrid(-2:1:2);
Aufgabe 58 (Vektorfeld) Stellen Sie mit der 4 |>> quiver3(X,Y,Z,X,Y,Z,0)
Funktion quiver3 das Vektorfeld 5 |>> xlabel(’x’), ylabel(’'y’),
f: R -5 R erzeugen die Abbildung[3T} ©............. ©

(x,y,2) — (2,0,1)
dar 40.13. Grafiken exportieren und drucken

Losung: Die Anweisungen Hat man eine Grafik erzeugt, so will man diese

i |>> [X,Y] = meshgrid(0:2:8,0:2:8); héufig in einem bestimmten Grafikformat ab-
> |>> quiver3(X,Y,zeros(5),2*ones(5) speichern und gegebenenfalls in ein Satz- oder
,0,0nes(5),0) Textverarbeitungssystem einbinden. Soll das
3 |>> xlabel(’x’), ylabel(’y’) Grafikformat ENcAPSULATED PoSTScrIPT sein
(Dateiendung: eps), so geht das zum Beispiel

erzeugen die Abbildung[30j ©............. © wie folgt:

Aufgabe 59 (Vektorfeld) Stellen Sie mit der 1 |%-Erzeuge eine Grafik.
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PN R R N R )

Abbildung 31: Vektorfeld

surf(peaks(30));

%-Setze den Hintergrund blau.
set(gcf,’Color’, ’blue’);
set(gcf, 'InvertHardCopy’, off’);
%-Exportiere in File MyFile.eps
print -depsc2 MyFile.eps

Alternativ konnen Sie die Grafik auch iiber
das Graphical User Interface exportieren. Dies
geht wie folgt:

1.

Erzeugen Sie eine Figure, zum Beispiel mit
surf(peaks(30));.

Wihlen Sie aus dem Edit Menii die Figure
Properties. Dies spricht die Property Edi-
tor Dialogbox an.

. Wihlen Sie den Style Panel, skrollen Sie

auf die Farbe Blue, klicken Sie unten auf
Apply und dann auf OK.

Wihlen Sie aus dem File Menii das Page
Setup. Dies spricht die Page Setup Dialog-
box an.

. Wihlen Sie den Axes und Figure tap und

klicken Sie auf Keep screen background
color, damit MarLaB nicht auf den weilen

Hintergrund umschaltet, wenn Sie die Gra-
fik expotieren.

6. Klicken Sie auf OK.

7. Wihlen Sie aus dem File Menii den Unter-
punkt Export aus, um die Export Dialog-
box zu erzeugen.

8. Wihlen Sie den Dateityp EPS Level 2 Co-
lor, geben Sie den Dateinamen MyFile.eps
ein und speichern Sie Ihre Figur unter die-
sem Namen.

Mit der Funktion print kénnen Grafiken ge-
speichert oder gedruckt werden; mit der Funk-
tion saveas nur gespiechert werden.

40.14. Digitale Bilder

MariaB bietet zum FEinlesen von digitalen
Bildern (Pixelbild, Pixel-Grafik) die Funktion
imread, zum Schreiben imwrite sowie fiir In-
formationen imfinfo. image bzw. imagesc
gibt die eingelesene Grafik in einer Figure aus.
So erzeugen die folgenden Befehlszeilen die

Abbildung 32: Das bin ich

Figure in Abbildung[32] die das im jpg-Format
vorliegende Bild gg.jpg enthilt:
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1 |>> G = imread(’gg.jpg’);
2 |>> imagesc(G), colormap(gray),
3 |>> axis image, axis off,

Mogliche Bildformate sind bmp, cur, gif, hdf4,
ico, jpeg, usw., sieche doc imread (help
imread).

In MarLaB werden vordefinierte Pixelbilder zur
Verfiigung gestellt. Mit dem Befehl

1 |>> load gatlin

werden die Daten der Datei gatlin.mat gela-
den. Die Befehle

1 |>> image(X), colormap(map),
2 |>> axis image

erzeugen die Abbildung [33]eine Fotografie aus

Abbildung 33: Pioniere der Mathematik

dem Jahr 1964 von sechs Pionieren der Nu-
merischen Mathematik. Von links nach rechts
handelt es sich um die Wissenschaftler WILKIN-
SoN, G1vens, ForsyTHE, HOUSEHOLDER, HENRICI
und BAUER.

Das Farbbild eines Clowns ist in Abbil-
dung [34] zu sehen. Es kann analog der Da-

50 100

150 200 250 300

Abbildung 34: Clown

tei gatlin.mat aus der Datei clown.mat er-
zeugt werden. In [5] habe ich dieses Bild (als
Grautonbild) fiir eine Anwendung der Singu-
larwertzerlegung in der Bildverabeitung ver-
wendet.

In Tabelle 22] sind wichtige Funktionen fiir
Pixel-Grafiken zusammengefasst.

Name Bedeutung
imread  Pixel-Grafik einlesen
image Pixel-Grafik in Figure plotten
imagesc Pixel-Grafik in Figure plotten
imfinfo Infos iiber Pixel-Grafik
imwrite Pixel-Grafik schreiben

Tabelle 22: Pixelbilder

40.15. Animationen

Um Animationen herzustellen und durchzu-
fiihren, gibt es die Funktion movie, siehe doc
movie (help movie).
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40.16. Handle Graphics

Das Grafiksystem von MaTLAB stellt sogenann-
te Low-Level-Funktionen zur Verfiigung, mit
denen alle Aspekte des Grafiksystems kon-
trolliert werden konnen. Damit besteht die
Moglichkeit, detaillierte Grafiken zu generie-
ren. Die Kommandos set und get erlauben
es, jedes Grafikobjekt anzusprechen. Mit doc
graphics (help graphics)erhalten Sie eine
komplette Ubersicht iiber alle zur Verfiigung
stehenden Kommandos und Funktionen.

40.17. Graphical User Interface (GUI)

Das MartLaB-Grafiksystem verfiigt aufler der
Handle-Graphics iiber eine weitere objektori-
entierte Grafikkapazitit: Graphical User In-
terface (GUI). Damit hat man die Moglich-
keit, Sliders, Buttons, Meniis und andere Gra-
fikobjekte zu erzeugen, um so interaktive Be-
nutzerschnittstellen zu generieren. Hierzu steht
eine GUI-Entwicklungsumgebung zur Verfii-
gung, siche guide. Fiir weitere Einzelheiten
siche doc uicontrol (help uicontrol).

40.18. Geometrische Korper

Zum Zeichnen der geometrischen Korper El-
lipsoid, Kugel und Zylinder stehen die Funk-
tionen ellipsoid, sphere und cylinder zur
Verfiigung.

Mit [X,Y,Z]=ellipsoid(xm, ym, zm,
xr, yr, zr, n) werden die Koordina-
tenwerte eines Ellisoids berechnet, die mit
3D-Grafikfunktionen dann geplottet wer-
den konnen. Die ersten drei Argumente

xm,ym,zm legen das Zentrum und die Argu-
mente xr,yr,zr die Halbachsen fest. Das
optionale Argument n (Voreinstellung n=20)
bestimmt die Auflésung bzw. die Dimension
der 3D-Koordinatenarrays X, Y und Z.

Die Funktionen sphere und cylinder kon-
nen dhnlich eingesetzt werden.

40.19. Fliachenstiicke (Patches)

patch ist eine Low-Level-Funktion zur Erzeu-
gung von Flidchenstiicken (patches). Ein Patch-
Objekt besteht aus Polygonen, die durch Eck-
punkte definiert werden. Patches konnen ver-
wendet werden, um reale Objekte geometrisch
zu modellieren, wie zum Beispiel Flugzeuge
oder Automobile.

Ein Beispiel zeigt Abbildung [35] Die gerade

Abbildung 35: Pyramide

Pyramide mit der quadratischen Grundfldche
A, B, C, D und der Spitze S wurde mit den
folgenden Anweisungen erzeugt.

1 | %-Ecken.
2 |E=[000; 100; 110; 010;
3 0.5 0.5 1];
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4 |%-Kanten.

s |[K=1[12 3 4;

6 1 2 5 nan;
7 2 3 5 nan;
8 3 4 5 nan;
9 4 1 5 nan];

10 |patch(’Vertices’,E, ’Faces’,K,’
FaceColor’,[0.9 1 0.9]);

1 |text(9,0,0,’A’), text(1,0,0,’B
2 |text(1,1,0,’C’), text(0,1,0,’D’
13 |text(0.5,0.5,1,°’S’),

14 |axis([-0.5 1.5 -0.5 1.5 0 1])
15 |xlabel(’x’), ylabel(’'y’),

)
)

16 |zlabel(’z’), grid

Aufgabe 60 (Geometrie) Gegeben ist die drei-
seitige Pyramide mit der Grundfliche A =
(-12,0,-2), B = (12,-12,-2), C =
(0,12, -2) und der Spitze S = (-4,4,6). Die
Koordinaten sind beziiglich eines kartesischen
Koordinatensystems gegeben. Eine Dreiecks-
pyramide besitzt eine Inkugel, das heif3t eine
Kugel, die alle vier Seitenflachen der Dreiecks-
pyramide beriihrt. Diese Dreieckspyramide be-
sitzt die Inkugel mit dem Radius r = 3 und dem
Mittelpunkt M = (-3, 3, 1). Stellen Sie die Py-
ramide und die Inkugel dar.

Losung: Das folgende Script 16st das Pro-
blem.

1 |%-Pyramide zeichnen.

2 | %-Ecken.

3 |[E=[-12 0 -2; 12 -12 -2; 0 12 -2;

4 -4 4 6];

5 | %-Kanten.

¢ [K=1[12 3;

7 12 4;

8 | % 2 3 4;

9 13 4];

10 |p = patch(’Vertices’,E, ’Faces’,K,’
FaceColor’,[0.9 0.9 11);

11 |hold on,
12 |%-Inkugel zeichnen.
13 | [x,y,z]=ellipsoid(-3,3,1,3,3,3,30)

14 |surfl(x, y, z), colormap copper,
15 |axis equal, grid on; xlabel(’x’),
16 |ylabel(’y’), zlabel(’z’),

Die Abbildung[36] zeigt die Situation grafisch.

O e ©

41. Vergleichsoperatoren,
Vergleichsfunktionen

Vergleichsoperatoren und Vergleichsfunktio-
nen dienen dazu, zwei Matrizen elementwei-
se hinsichtlich einer bestimmten Eigenschaft
zu vergleichen. In Abhiingigkeit davon, ob die-
se Eigenschaft besteht oder nicht, geben sie
dann einen entsprechenden Wahrheitswert zu-
riick, der in Bedingungen fiir Schleifen oder
Verzweigungen weiterverwendet werden kann.
In MartLaB gibt es — wie auch in C/C++, aber
anders als etwa in PascaAL — keinen expliziten
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Datentyp, der die Wahrheitswerte wanr und
FALSCH speichern kann. Statt dessen wird ein
numerischer Wert ungleich O als waar und der
Wert 0 als raLscH betrachtet. Vergleichsopera-
toren haben, hinter den arithmetischen, vor den
logischen Operatoren, die zweithdchste Priori-
tdt bei der Abarbeitung von Ausdriicken.

42. Logische Operatoren und
logische Funktionen

Logische Operatoren existieren im Prinzip in
allen allgemein verwendbaren Programmier-
sprachen. Sie dienen dazu, Wahrheitswerte
miteinander zu verkniipfen. In den meisten
Sprachen haben sie Namen wie anNDp, orR und
NoT und sind damit Schliisselworter fiir den
Compiler. In MarLaB — wie auch in C/C++ —
ist dies nicht der Fall; die logischen Operato-
ren sind hier aus Sonderzeichen aufgebaut.

42.1. Logische Operatoren

Werden Matrizen mit logischen Operatoren
verkniipft, so geschieht dies komponentenwei-
se. Die Tabelle 23] zeigt die logischen Operato-
ren.

Logische Operatoren  Beschreibung
& logisches unp
| logisches oDER
" logisches NICHT

Tabelle 23: Logische Operatoren

Verkniipft man zwei Matrizen mit einem logi-
schen UND, so ist die entsprechende Ergebnis-

komponente 1, wenn die beiden Komponenten
von Null verschieden sind.

1> x=1[102 30 4];

2 1>y =[56700 8];
3> x &Yy

4 |ans =

5 1 0 1 0 0 1

42.2. Logische Funktionen

Verkniipft man zwei Matrizen mit einem ex-
klusiven oDER, so ist die entsprechende Ergeb-
niskomponente 1 (WAHR), wenn eine der beiden
Komponenten von Null verschieden ist. Ande-
rerseits ist die Ergebniskomponente O (FALSCH),
wenn beide Komponenten 0 oder beide un-
gleich 0 sind.

1> x=[1023014];

2 >y =[56700 8];

3 | >> xor(x,y)

4 |ans =

5 0 1 0 1 0 0

Dariiber hinaus gibt es zusétzliche Funktionen,
die die Existenz spezieller Werte oder Bedin-
gungen testen und ein logisches Resultat zu-
riickgeben. Weitere Informationen iiber logi-
sche Operatoren und Funktionen findet man
mit doc ops (help ops).

Aufgabe 61 (Logische Operatoren) Gegeben
seien die Variablen a=5.5, b=1.5 und k=-3.
Bestimmen Sie die Ergebnisse der folgen-
den Ausdriicke. Uberpriifen Sie Thre Resultate
dann in MATLAB.

(a) a < 10.0
(b) a+b >= 6.5
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)k =0

(d) b-k > a

(e) (a == 3*b)
(f) -k <= k+6

(g) a<10 & a>5
(h) abs(k)>3 | k<b-a

43. Steuerstrukturen

Der Zeilenvektor f beinhaltet die Zahlenwer-

te.

Bekannterweise ndhern sich die Quoti-

enten zweier benachbarter FiBoNacci-Zahlen
der Zahl (\/5 — 1)/2. Sie konnen das mit
£(1:19)./£(2:20) nachvollzichen.

Will man innerhalb einer Schleife eine Matrix
(Vektor) erzeugen, so wie in dem Beispiel

1
2
3

>> for k = 1:11
x(k) = (k-1)*(1/10);
end

The guts of MarLaB are wirtten in C. Much of o gibt es zwei Griinde dafiir, die Matrizen zu-

Programmiersprachen und programmierbare
Taschenrechner erlauben es, den Ablauf eines
Programms zu steuern. Man spricht von Steu-
erstruktur. MatLAB bietet vier Moglichkeiten,
den sequentiellen Ablauf durch Verzweigun-
gen und Schleifen zu dndern. Dies sind:

MATLAB ist also written in MATLAB, because
it’s a programming language.
CLEVE MOLER, 1999.

for-Schleifen
while-Schleifen
Verzweigungen mit if

Verzweigungen mit switch

43.1. for-Schleife

Das folgende Beispiel erzeugt in einer for-
Schleife die ersten 20 FiBonacci-Folgenglieder.

T N I

vor mit zeros zu initialisieren.

1.

> £(1) = 0; £(2) = 1;
>> for i=3:20

f(1) = £E-1D+£E-2);
end

Durch zeros kann man festlegen, ob man
einen Zeilen- oder Spaltenvektor erzeugen
mochte bzw. welche Grofle die Matrix ha-
ben soll. Dadurch wird man gezwungen,
explizit iiber die Orientierung und Grofie
des Vektors bzw. der Matrix nachzuden-
ken, und vermeidet so Fehler beim Operie-
ren mit diesen.

Der Speichermanager hat durch diese
Initialisierung weniger Arbeit. Betrach-
ten wir hierzu obige erste for-Schleife
und wie die Variable x zu einem 11-
dimensionalen Zeilenvektor wird. Im ers-
ten Schleifendurchlauf ist x ein Vektor der
Linge 1 (ein Skalar). Im zweiten Durch-
lauf weist x(2) den Speichermanager an,
x zu einem zweidimensionalen Vektor zu
machen. Im dritten Durchlauf wird der
Speichermanager durch x(3) angewiesen,
x in einen Vektor der Liénge 3 umzufor-
men. Dies setzt sich fort, bis das Ende der
for-Schleife erreicht ist und x 11 Koordi-
naten hat. Es ist eine Konvention in Mat-
LAB, dass durch diese Konstruktionsweise
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ein Zeilenvektor entsteht.

Es ist daher effizienter, obige erste for-
Schleife wie folgt zu programmieren:

1 |>> x = zeros(1,11);
2 |>> for k = 1:11

3 | x(k) = (k-1)*(1/10);
4 |end

Will man eine Matrix in einer Schlei-
fe erzeugen, dann sollte man sie zu-
vor initialisieren.

43.2. while-Schleife

In einer while-Schleife berechnen wir die
Summe der ersten 100 Zahlen.

>> n = 1; Summe = 0;
>> while n <= 100
Summe = Summe+n;
n = n+l;
end
>> Summe
Summe =
5050

L I T N T

Der folgende MarLaB-Code berechnet die Vek-
toren z;.1 = Az, mit Startvektor zo = (1,0)
und der stochastischen Matrix

|

AnschlieBend werden die Zustandsvektoren
gezeichnet. Die Anzahl der Iterationen kdnnen
Sie eingeben.

0.8 0.3
02 0.7 |

4 |while k < kend

5 z = A*z;

6 x = [x z];

7 k = k+1;

s |end

9 |plot(®:kend,x,’0-"), grid

43.3. if-Anweisung

Im folgenden Beispiel wird die Anweisung
disp(’a ist gerade’) nur dann ausge-
fithrt, wenn a durch 2 teilbar ist.

1 |> if ( rem(a,2) == 0 )
2 |disp(’a ist gerade’)
3 | end

43.4. switch-Anweisung

Hat im folgenden Beispiel die Variable x den
Wert -1, so wird x ist -1 auf dem Bild-
schirm ausgegeben. Entsprechendes geschieht
bei den anderen Fillen.

switch x
case -1
disp(’x ist
case 0
disp(’x ist
case 1
disp(’x ist
otherwise
disp(’x ist
end

=1")8

[ T N S S

ein anderer Wert’);

S

1 |A=1[0.80.3; 0.2 0.7];
2|z =[1;0]; x =2z; k =0;
3 |kend = input(’Iterationen:

e

Weitere Informationen iiber Steuerstrukturen
findet man mit doc lang (help lang).
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44. m-Files

Bisher wurden Anweisungen zeilenweise ein-
gegeben und von MATLAB verarbeitet. Diese in-
teraktive Arbeitsweise ist unzweckmiBig fiir
Algorithmen, die mehrere Programmzeilen be-
notigen und wieder verwendet werden sollen.
Hierfiir eignen sich sogenannte m-Files, die
mit einem Editor erzeugt werden und unter ei-
nem Filenamen mit dem Kiirzel .m abgespei-
chert werden. Es gibt zwei Arten von m-Files:
die Script-Files und die Function-Files.

44.1. Script-Files

Ein Script-File (Kommando-File) ist eine Fol-
ge von gewohnlichen MaArLAB-Anweisungen.
Die Anweisungen in einem Script-File wer-
den ausgefiihrt, wenn man den File-Namen oh-
ne das Kiirzel angibt. Ist zum Beispiel der
File-Name versuch.m, so gibt man einfach
versuch ein. Variablen in einem Script-File
sind global, siehe Abschnitt @5 Auch kann
ein Script-File einen anderen m-File aufrufen.
Script-Files haben keine Ein- und Ausgabear-
gumente.

Wir geben ein einfaches Beispiel eines Script-
Files (ErstesScript).

%-Script: ERSTES-SCRIPT
Daten = [2,10,1,12,-2,3,2]";
sort(Daten)

mean(Daten)

median(Daten)

o u R W N =

std(Daten)

Dieser Script-File sortiert den Spaltenvektor
Daten mit der Funktion sort und berechnet

den arithmetischen Mittelwert (mean), den Me-
dian (median) und die Standardabweichung
(std) der Werte im Datenvektor Daten. Gibt
man den Namen ErstesScript nach dem
MarLaB Prompt ein, so erhilt man folgende
Ausgabe:

1 |ans =
2 -2
3 1
4 2
5 2
6 3
7 10
8 12
9 |ans =
10 4
11 [ans =
12 2
13 |ans =
14 5.0662

Das folgende Beispiel zeigt ein Eigenwert-
Roulette, welches darauf beruht, abzuzihlen
wieviele Eigenwerte einer reellen Zufallsma-
trix reell sind. Ist die Matrix A reell und von
der Ordnung 8, dann gibt es 0,2,4,6 oder 8
reelle Eigenwerte (die Anzahl muss gerade
sein, weil komplexe Eigenwerte in komplex-
konjugierten Paaren auftreten). Die beiden Zei-
len

1 |A = randn(8);
2 | sum((abs(imag(eig(A))) < 0.0001));

erzeugen eine zufillig normalverteilte 8 X 8-
Matrix und zédhlen, wieviel Eigenwerte reell
sind. Dies ist so realisiert, dass gepriift wird,
ob der Imaginirteil dem Betrag nach kleiner
als 107 ist. Jeder Aufruf erzeugt nun eine an-
dere Zufallsmatrix und man erhélt somit unter-
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schiedliche Ergebnisse. Um ein Gefiihl dafiir
zu bekommen, welche der fiinf Moglichkeiten
am wahrscheinlichsten ist, kann man folgen-
den Script ausfiihren.

%-Script-File: EIGENWERTROULETTE
n = 1000;
Anzahl = zeros(n,1);
for k=1:n
A = randn(8);
Anzahl (k) = sum(abs(imag(eig(A)
)) < 0.0001);

[ Y T N

7 |end

s |hist(Anzahl,[® 2 4 6 8]);

9 |h = findobj(gca, ’Type’, ’patch’);

10 |setCh,’FaceColor’,’r’,’EdgeColor’,
’w!)

Dieser Script-File erzeugt 1000 Zufallszahlen
und zeichnet ein Histogramm der Verteilung
der Anzahl der reellen Eigenwerte. Die Abbil-
dung [37] zeigt ein mogliches Resultat. Wollen

600

5001

4001

300+

200+

100+

Abbildung 37: Histogramm zum Script

Sie sehen, wie Ihr Script-File den von Ihnen
geschriebenen Code abarbeitet, so geben Sie
echo on ein. Mit echo off konnen Sie den
Vorgang wieder riickgidngig machen.

44 2. Function-Files

Wenn Sie intensiver mit MATLAB arbeiten, dann
werden Sie bald feststellen, dass es nicht
fiir alle ihre Wiinsche eingebaute Funktionen
oder Kommandos gibt. In diesem Fall kon-
nen Sie sich aber Ihre eigene Funktion schrei-
ben und damit die Funktionalitit von Mar-
LAaB erweitern. Mit Hilfe von Function-Files
(MatLaB-Funktionen, Funktionen) kénnen Sie
den MarLaB-Funktionsvorrat erweitern. Va-
riablen in Function-Files sind lokale Varia-
blen. Function-Files haben demnach ihren ei-
genen nach auflen nicht sichtbaren Workspace.
Die Ubergabe einzelner Variablen erfolgt iiber
eine Parameterliste im Funktionsaufruf. Ein
Function-File entspricht der SUBROUTINE bzw.
FUNCTION in der Programmiersprache FORTRAN,
FUNcTION in C/C++ und PROCEDURE bZw. FUNCTI-
oN in PascAL. Haben Sie eine Funktion in Form
eines Function-Files geschrieben, so konnen
Sie diesen genauso aufrufen, wie die eingebau-
ten MarLaB-Funktionen. Fiir das Schreiben ei-
nes Function-Files sind verschiedene Dinge zu
beachten.

Damit ein File ein Function-File ist, muss er
mit dem Schliisselwort function beginnen,
dann folgen die Ausgabeargumente (in eckigen
Klammern), der Funktionsname und schlief3-
lich die Eingabeargumente (in runden Klam-
mern). Die Form aller Function-Files ist

1 | function [Out_1,...,0ut_n] =
> |Name(In_1,...,In_m)
3 | < Irgendwelche Anweisungen >

wobei Name der vom Anwender anzugeben-
de Funktionsname ist. Der Funktionsname
(hier Name) muss auch der Filename sein, un-
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ter der der Function-File abgespeichert wird.
Es ist moglich, dass ein Function-File keine
Ausgabe- und/oder Eingabeargumente hat.

Die folgende Funktion ist ein Beispiel fiir
einen Function-File.

function [V,D,r] = MatrixEig(A)
[m,n] = size(A);
if m==n
[V,D] = eig(A);
r = rank(A);
else
disp(’Fehler: Die Matrix muss
quadratisch sein!’)
end

© o N L AW N =

Schreiben Sie sich die obigen Anweisungen
in eine Datei mit dem Namen MatrixEig.m
und definieren Sie eine Matrix A im MATLAB-
Workspace. Fiithren Sie

1 |>> [V,D,r] = MatrixEig(A)

aus, dann stehen in der Matrix V die Eigen-
vektoren, in der Hauptdiagonalen von D die
Eigenwerte und in r der Rang der Matrix A.
V,D,r sind die Ausgabe- und A das Eingabear-
gument der Funktion MatrixEig. Der von uns
geschriebene Function-File MatrixEig ruft
mehrer eingebaute MatLAB-Funktionen auf:
size, eig, usw.

Functions konnen sowohl von anderen Func-
tions als auch von Scripts aufgerufen werden.
Es ist eine Stidrke von MarLaB-Funktionen,
mit einer unterschiedlichen Anzahl von Uber-
gabeparameter zurechtzukommen. Hierzu exi-
sitieren innerhalb einer Funktion die Varia-
blen nargin und nargout (number argu-
ment in/out), die die Anzahl der iibergebenen
Parameter enthalten. Zusitzlich stehen noch

die Befehle inputname zum Ermitteln der
Variablennamen der Ubergabeargumente und
nargchk zum Uberpriifen der korrekten An-
zahl der iibergebenen Argumente zur Verfii-
gung. Siehe doc nargin, doc nargout, doc
inputname und doc nargchk fiir entspre-
chende Beispiele. Fiir weitere Informationen
iiber Funktionen sieche doc function (help
function) und Abschnitt[51}

44.3. Namen von m-Files

Fiir m-Files gelten beziiglich der Namens-
wahl die gleichen Regeln wie fiir Varia-
blen, siche Abschnitt 28] Insbesondere wird
zwischen Klein- und GroBbuchstaben unter-
schieden. Weitere Infos finden Sie unter doc
general und doc lang.

44 4. Editieren von m-Files

Sie haben zwei Mdoglichkeiten, um einen m-
File zu erzeugen und zu editieren. Sie kon-
nen einerseits mit einem Editor Threr Wahl ar-
beiten oder andererseits den eigebauten MAaT-
LAB-Editor/Debugger verwenden. Diesen kon-
nen Sie mit dem Befehl edit aktivieren oder
durch Anklicken der Meniioptionen File-New
oder File-Open.

44.5. Zur Struktur eines m-Files

m-Files sollten, um sie auch nach lingerer Zeit
wieder verwenden zu konnen, gut dokumen-
tiert sein (Software Engineering). Professio-
nelle m-Files haben daher folgende Form:

1 ‘function [Out,...] = Name(In,...)
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% Hl-Zeile

% Help Text

% Help Text usw.

< Irgendwelche Anweisungen >

[T I N ¥}

Die erste Zeile legt den Funktionsnamen und
die Ein- und Ausgabeparameter fest. Dies ha-
ben wir bereits besprochen. Die zweite Zeile
ist die sogenannte H1-Zeile. In ihr wird in ei-
ner Zeile das Programm beschrieben. Dies ist
die erste Zeile, die auf dem Bilschirm ausge-
geben wird, wenn Sie help Name eingeben.
Auflerdem sucht die 1ookfor-Funktion nur in
dieser H1-Zeile und gibt nur diese aus. Ge-
ben Sie sich daher besondere Miihe, diese H1-
Zeile kurz und pragnant zu schreiben. In weite-
ren anschliefenden Zeilen konnen Sie den m-
File weiter dokumentieren. Script-Files wer-
den genauso gehandelt, dann aber entfillt na-
tirlich die erste Zeile mit dem Schliisselwort
function. Weitere Informationen finden Sie
in [17].

44.6. Blockkommentare
Seit MatLaB 7 konnen Sie auch Blocke von Co-

des auskommentieren, indem Sie den Code in
zweli spezielle Kommentarzeielen setzen:

1| %{
2 | <Block>

3 | %}

<Block> steht fiir eine beliebige Anzahl von
Codezeilen. MatLAB betrachtet dann alle Zeilen
zwischen %{ und %} als Kommentar. Block-
kommentare konnen auch geschachtelt wer-
den.

44.7. Ubungsaufgaben

Aufgabe 62 (Function-File) Schreiben Sie
einen Function-File, der von einem Vektor x
den arithmetischen und geometrischen Mittel-
wert berechnet und die Werte zuriickgibt.
Losung: Die folgende Funktion tut das Ge-
wiinschte.

1 |function [aM,gM] = Mittelwerte(x)
2 [aM = mean(x);
3 |gM = prod(x)./length(x);

Aufgabe 63 (Function-File) Schreiben Sie
einen Function-File, der die Sprungfunktion
(Einheitssprungfuktion, Heavisibe-Funktion)

0
() = {1

berechnet. Zeichnen Sie diese Funktion im
Intervall [-2,2]. Vergleichen Sie die Funkti-
on h mit der in MarLAB definierten Funktion
heaviside. Wo gibt es Unterschiede?
Losung: Die Funktion h ist durch den
Function-File

t<0
t>0

1 | function y = h(t)
2 |y = (=0 );

definiert und mit den Anweisungen

1 | fplot(@h,[-3,3,-0.5,1.5]), grid

erhilt man die Abbildung [3§]

Die Funktion heaviside aus MATLAB ist an
der Stelle ¢+ = 0 undefiniert, das heillt MATLAB
ordnet dem Nullpunkt NaNzu. © ........... ©
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Abbildung 38: Sprungfunktion

Aufgabe 64 (Function-File) Zeichnen Sie die
Graphen der verschobenen Sprungfunktionen
hit+T),teRund h(t—T),t e Rfir T =2 im
Intervall [—4, 4].

Losung: Die Funktionen konnen mit dem
Function-File

1 | function y = hT(t,T)
2 |y = ( ©=-T );

berechnet werden. Die Anweisungen

1 |subplot(2,1,1)

2 | fplot (@hT

;[_474!_0-5!1-5] ’ [] ’ [] ’ [] ;2)7
3 |grid, title(C’h(t+2)’)

4 |subplot(2,1,2)

s | fplot (@hT

) [_4141_0-511-5] ) [:I ’ [:I ’ [:I 1_2)’
6 |grid, title(C’h(t-2)’)

erzeugen die Abbildung[39 ©............. ©

Aufgabe 65 (Function-File) Schreiben Sie je-
weils einen Function-File, um die folgenden
stiickweise definierten Funktionen zu berech-
nen:

h(t+2)

15

0.5r

05, -2 0 2 4

i85

0.5¢

=05
Abbildung 39: Verschobene Sprungfunktionen

71 <0.5

sonst

1
(a) rect(t) = {O

0 t<0
t sonst

(b) ramp(r) = {

0 t<0
(©) gt =4sin(g) 0<r<1
1 1<t

Zeichnen Sie die Graphen der Funktionen im
Intervall [-2, 2].

Losung: Mit Hilfe der Sprungfunktion £ las-
sen sich diese Funktionen geschlossen darstel-
len. Es ist rect(r) = h(t + 0.5) — h(t — 0.5),
t € R, ramp(f) = th(t), t € Rund g(t) =
sin(%t)(h(t) —h(t—1)), t € R. Daher lassen sich
diese drei Funktionen in MarLaB wie folgt be-
rechnen.

1 |function y = rect(t)
2 |y = h(t+0.5)-h(t-0.5);

1 [ function y = ramp(t)
2 |y = t.*h(t);

1 [function y = g(t)
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2 |y = sin(pi*t/2)*(h(t)-h(t-1))+(t
>=1);

Die Anweisungen

subplot(3,1,1), title('rect’)
fplot(@rect,[-2,2,-0.5,2]), grid
subplot(3,1,2), title('ramp’)
fplot(@ramp,[-2,2,-0.5,2]), grid
subplot(3,1,3), title(’g’)
fplot(@g,[-2,2,-0.5,2]), grid

[ Y T N

erzeugen die Abbildungld0l © ............. ©
2 T
a
0
=2 -1 0 1 2
2 T
a
0
-2 -1 0 1 2
2 T T -
1, N

U
N

-1 0 1 2

Abbildung 40: Graph der Funktionen

Aufgabe 66 (Function-File) Schreiben Sie
einen Function-File, um folgende Funktion zu
berechnen:

x<0
0<x<?2

X
Jx) =122
4 x>2

Testen Sie Ihre Funktion fiir die Werte x =
—-2,1.5,2 und 6. Zeichnen Sie die Funktion f
mit fplot iiber dem Intervall [-3, 3]!

Losung: Der folgende Function-File definiert
die Funktion f.

1 [function y = £(x)

2 |yl = x.%(x<0);

3 |y2 = x.A2.%(C (x<2)-(x<=0) );
4 |y3 = 4%(x>=2);

5 |y = yl+y2+y3;

Der Aufruf fplot(@f, [-3,3]) zeichnet den
Graph im Intervall [-3,3].©.............. ©

Aufgabe 67 (Function-File) Schreiben Sie
einen Function-File, um die Funktion f(¥) =
t%, t € R zu berechnen. Benutzen Sie diesen,
um die Funktion f im Intervall [0, 1] zu zeich-
nen.

Losung: Mit dem Function-File

1 | function y = £(t)
2 |y = t.A(1/3);

kann man den Graph mit fplot(@f,[0®,1])
zeichnen. ©.......... ... . ... ©

Aufgabe 68 (Function-File) Zeichnen Sie die
konstante Funktion f(x) = 5, x € R im Inter-
vall [0, 2].

Losung: FEine Moglichkeit ist:

1> £ = @x) 5;
2 |>> fplot(f,[0,2])

Aufgabe 69 (Horner-Methode) Implementie-
ren Sie die Horner-Methode in MATLAB. Zu-
néchst skalar und dann vektoriell.

Losung: Hierzu wihlen wir die folgende Dar-
stellung des Polynoms

p(X) = a) + arx + azx® + -+ apx"”!

und nennen die skalare MarLaB-Funktion
Horner.
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function p = Horner(a,Xx)
n = length(a);
p = a(n);
for k=n-1:-1:1
p = p*x+a(k);
end

[ Y N N

Fiir das Polynom p(x) = x> + 3x + 2 liefert
der Aufruf Horner([2,3,1],2) den Wert
12=p(2).

Nun die vektorielle Version.

function p = HornerVektoriell(a,x)
n = length(a);
p = a(n)*ones(size(x));
for k=n-1:-1:1
p = x.*p+a(k);
end

[ Y N T N

Fiir das Polynom p(x) = x> + 3x + 2 liefert der
Aufruf Horner([2,3,1],[2,3]) die Werte
12=p(2) und 20 = p(3).

45. Globale und lokale Variablen

Die Variablen innerhalb jeder Funktion sind
lokal, die in Script-Files sind global. Globale
Variablen konnen aber auch mit global defi-
niert werden. Um auf diese Variablen zugrei-
fen zu konnen, muss diese Definition sowohl
im Haupt-Workspace als auch in der Function
erfolgen. Angezeigt werden die globalen Va-
riablen mit whos global, geloscht werden sie
mit clear global.

46. Namenstest

Mit der Funktion exist konnen Sie iiber-
priiffen, ob ein Name bereits exsitiert. Mit
iskeyword kann festgestellt werden, ob ein
Schliisselwort vorliegt. Eine Liste aller Schliis-
selworter erhdlt man mit

1 |>> iskeyword

2 |ans =

3 "break’

4 "case’

5 "catch’

6 ’continue’
7 "else’

8 "elseif’

9 “end’

10 for’

11 ’function’
12 "global’

13 if’

14 "otherwise’
15 ‘persistent’
16 ‘return’

17 "switch’

18 “try’

19 'while’

47. Wie man effiziente Programme
schreibt

Schleifen werden in MarLAB ineffizient ausge-
fithrt. Deshalb sollten Sie diese vermeiden, wo
immer es geht. Nahezu alle MarLaB-Funktion
akzeptieren ,,vektorielle Argumente, so dass
man auf Schleifen héufig tatsdchlich auch ver-
zichten kann.

Angenommen Sie wollen die ersten 100 na-
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tiirlichen Zahlen aufsummieren (nicht aber die
Formel n(n + 1)/2 verwenden). In einer skala-
ren Programmiersprache wie zum Beispiel in
C/C++ wiirde man wie folgt vorgehen:

int s = 0;

int n;

for (n=1;n<101;++n)
{
S = s+n;
}
print(‘ ‘%d\n’’,s);

B T Y N N

Die analoge Version dieses kleinen Programms
in MATLAB wiére:

s =0;

for n=1:100
S = S+n;

end

s

LS N T

Dieser skalare MarLas-Code kann effizienter
und iibersichtlicher geschrieben werden:

1 [N
2 |S

1:100;
sum(N)

Der erste Befehl erzeugt den Zeilenvektor N =
[1,2,...,100]. Die zweite Anweisung sum-
miert die Koordinaten des Vektors N auf. sum
ist eine eingebaute MarLaB-Funktion und ver-
trigt Vektoren als Argumente. Viele MATLAB-
Funktionen kénnen Vektoren oder Matrizen als
Argumente verarbeiten. Dies l4sst eine vekto-
rielle Verarbeitung zu.

Die rationale Funktion
1+ 8
1= (—2)
I-1+ 3
stellt im Intervall [0, 1] eine Approximation an

die Exponentialfunktion e dar.

Der folgende Script zeigt, wie man die Aus-
wertung dieser Funktion in einer skalaren Pro-
grammiersprache wie zum Beispiel FORT-
RAN oder C/C++ vornehmen miisste.

200;
linspace(®,1,n);
y = zeros(1l,n);
for k=1:n
y(&k) = ((1+x(k)/24)/(1-x(k)/12+(
x(k)/384)*x(k)))*8;

n =
X =

[ N

6 | end

In MatLaB aber sind Vektoroperationen erlaubt,
das heif3t die for-Schleife kann durch eine ein-
zige vektorwertige Anweisung ersetzt werden.
Der folgende Script-File zeigt eine vektoriel-
le Implementierung der Funktion f. Der Uber-
sichtlichkeit wegen splitten wir den Term f(x)
in mehrere Terme auf.

n = 200;

x = linspace(0,1,n);

Zaehler = 1 + x/24;

Nenner = 1 - x/12 + (x/384).%x;
Quotient = Zaehler./Nenner;

y = Quotient.?8;

L Y S SO N

Um der Variablen y die entsprechenden Funk-
tionswerte von f zuzuweisen, werden ver-
schiedene bekannte und weniger bekannte
Vektoroperationen durchgefiihrt: Vektoraddi-
tion, Vektorsubtraktion, skalare Multiplikati-
on, punktweise Vektormultiplikation, punkt-
weise Vektordivision und punktweise Vektor-
exponentiation.

Betrachten wir den Script-File genauer. Mat-
LAB erlaubt es, einen Vektor mit einem Skalar
zu multiplizieren. Dies zeigt der Term x/24.
Dort wird jede Koordinate des Vektors x durch
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die Zahl 24 dividiert bzw. mit 1/24 multi-
pliziert. Das Ergebnis ist ein Vektor mit der
gleichen Linge und Orientierung (Zeile oder
Spalte) wie der Vektor x. Im obigen Script ist
x ein Zeilenvektor und somit ist x/24 eben-
falls ein Zeilenvektor. Durch die Anweisung
1+x/24 wird zu jeder Koordinate des neuen
Vektors x/24 1 hinzuaddiert und der Variablen
Zaehler zugeordnet. Dies ist natiirlich kei-
ne Vektorraumoperation, aber eine niitzliche
MarLaB-Eigenschaft. Wir betrachten nun die
Variable Nenner. Hierbei bedeutet die Ope-
ration (x/384).%x eine punktweise Vektor-
multiplikation. das heiflt jede Koordinate von
x/384 wird mit jeder Koordinaten des Vek-
tors x multipliziert. Beachten Sie, dass die Vek-
toren die gleiche Linge haben. Zum Ergeb-
nis wird 1 hinzuaddiert und von jeder Koor-
dinate x/12 subtrahiert, bevor das Ergebnis
der Variablen Nenner zugeordnet wird. Die
Anweisung Quotient = Zaehler./Nenner
bedeutet punktweise Division, das heift, je-
de Komponente des Vektors Zaehler wird
durch die entsprechende Koordinate des Vek-
tors Nenner dividiert und anschlieBend der
Variablen Quotient zugeordnet. SchlieBlich
wird durch die Anweisungy = Quotient. "8
punktweise potenziert, das heiflit jede Koordi-
nate des Vektor Quotient wird mit 8 poten-
ziert, bevor das Resultat der Variablen y zuge-
ordnet wird.

Die MarLas-Funktion vectorize vektorisiert
einen String automatisch. Hierzu betrachten
wir folgendes Beispiel. Sind die Vektoren
Zaehler und Nenner wie folgt definiert:

1 | Zaehler = [1 2 3];

2 |Nenner = [4 5 6];

dann ist Zaehler/Nenner keine vektorielle
Divsion, da vor dem Divisionszeichen / der
Punkt . fehlt. Die Anweisung

1 |>> vectorize(’Zaehler/Nenner’)
2 |ans =
3 |Zaehler./Nenner

erzeugt die gewliinschte Syntax. Analog setzt
der Befehl vectorize vor den Zeichen * und
" einen Punkt und ermoglichst somit eine vek-
torisierte Operation.

Aufgabe 70 (Effiziente Programme) Vek-
torisieren Sie den String ' ((1+x/24)/
(1-x/12+x"2/384)) "8’ und zeigen Sie gra-
fisch, dass f eine Approximation im Intervall
[0, 1] an die Exponentialfunktion e ist.
Losung: Die folgenden Zeilen 1dsen die
Aufgabe.

y = vectorize(’ ((1+x/24)/(1-
x/12+xA2/384))48°);

x = linspace(0,1,20);

vs = vectorize(’ ((1+x/24)/(1-
x/12+xA2/384))48");

y = eval(vs,x);
plot(x,exp(x),x,y,’ro’)
legend(’e’,’f’)

[ I R . N R VO SR

O ©

Nicht alle Berechnungen sind jedoch vektori-
sierbar. In diesen Fillen muss man auf Schlei-
fen zuriickgreifen. Um diese Berechnungen
jedoch schneller auszufiihren, sollte man die
Ausgabematrizen mit Nullen vorbesetzen (Pre-
allokieren). Wir erldutern an einem Beispiel,
was damit gemeint ist. Angenommen es sei die
Matrix
4|

0.8 03
02 0.7
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gegeben und wir wollen die Eigenwerte der
Matrizen A* fiir k = 1,2,...,10 berechnen.
Die Eigenwerte sollen spaltenweise in der Aus-
gabematrix E gespeichert werden. Das folgen-
de Script realisiert dies:

E = zeros(2,10);

1

2 | for k=1:10

3 E(:,k) = eig(Ark);
4 | end

stiitzt dies.
Somit gilt:
Vermeiden Sie Schleifen in MATLAB,
wann immer dies moglich ist.
Vektorisieren Sie ihre Rechnungen,

wann immer dies moglich ist.

Aufgabe 71 (Programmierung) Schreiben Sie
die folgenden MatLAB-Zeilen vektoriell.

Mit der Anweisung E = zeros(2,10); ha-
ben wir die Ausgabematrix E mit Nullen vor-
besetzt. Hitten wir dies nicht getan, so miisste
Martrag in jedem Schleifendurchlauf die Grofe
der Matrix E durch Hinzunahme einer weiteren
Spalte verdndern, was sich durch eine ldnge-
re Ausfiihrungszeit bemerkbar machen wiirde.
Dariiber hinaus hat das Vorbesetzen der Aus-
gabematrizen den Vorteil, dass man sich be-
reits vorher iiber die Grofle und Orientierung
Gedanken machen muss, was zu disziplindrem
Programmierstil erzieht.

Wir fassen noch einmal zusammen: Das Erset-
zen einer Schleife durch eine Vektoroperation
nennt man Vektorisierung und hat drei Vortei-
le:

o Geschwindigkeit. Viele eingebaute MATLAB-
Funktionen werden schneller ausgefiihrt,
wenn man anstelle eines mehrfachen Auf-
rufs als Argument einen Vektor iibergibt.

o Ubersichtlichkeit. Es ist ibersichtlicher, ein
vektorisiertes MarLaB-Script zu lesen, als
das skalare Gegenstiick.

o Ausbildung. Im wissenschaftlichen Rechnen
ist man bei verschiedenen Rechnern inter-
essiert, vektorisierte Algorithmen zu entwi-
ckeln und zu implementieren. MATLAB unter-

1 [for x = 1:10
2 y = sqrt(x);
3 |end

Losung: Die vektorielle und effizientere Pro-
grammierung ist:

= 1:10;
sqrt(x);

o -
< ™
I

Aufgabe 72 (Programmierung) Plotten Sie die
Funktion

f(x) =2 sin(x) + 3sin(2x) + 7 sin(3x)
+ 5 sin(4x),

im Intervall [—10, 10].
Losung: Wir nutzen die vektorielle Program-
mierfahigkeit von MATLAB, sowie etwas Matri-

zenrechnung und koénnen f so wie folgt effizi-
ent darstellen.

x€eR

1 |n = 200;

2 |x = linspace(-10,10,n)’;

3 |A = [sin(x) sin(2*x) sin(3*x) sin
4*x)1;

4 |y = A*[2; 3; 7; 515

s [plot(x,y)

Der Graph der Funktion f ist in Abbildung [41]
zusehen. ©..... ... ... .. il ©
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Abbildung 41: Graph von f

48. Lineare Algebra (Teil 1)

Diesen Abschnitt habe ich im Zusammenhang
mit meinem Buch [4] geschrieben. Viele Bei-
spiele sind daraus. Im Folgenden werden wir je
nach Bedarf zwischen numerischen und sym-
bolischen Funktionen hin und her wechseln,
das heifit zwischen Grundfunktionen aus Mar-
LAB und zwischen Funktionen aus der Symbolic
Toolbox, siehe auch Abschnitt[67]

48.1. Lineare Gleichungssysteme und
Matrizen

Zu Matrizen siehe auch Abschnitt Das li-

>> A
>> b =
>> X =
ans =
1.0000
2.0000
3.0000

[112; 24 -3;
[9; 1; 0];
A\b

36 -5];

B T Y R N T

Alternativ konnen wir die Funktion rref ver-
wenden. Diese transformiert eine gegebene
Matrix in reduzierte Zeilenstufenform.

1 |>> rref([A b])

2 |ans =

3 1 0 0 1
4 0 1 0

5 0 0 1 3

Die Losung kann nun direkt abgelesen werden.
Die Funktion inv berechnet die Inverse einer
Matrix. Daher finden wir die Losung auch wie
folgt (Satz 1.8)

1 |>> x = inv(A)*b
2 |X =

3 1.0000

4 2.0000

5 3.0000

Wir bestitigen Satz 1.9 in MATLAB.

>> syms a b cd

1
: > [>> A = [a,b; c,d];
neare Gleichungssystem 3 |>> inv(A)
4 |ans =
x+y+2z=9 s | [ d/Ca*d-b*c), -b/(a*d-b*c)]
2x+dy—3z=1 ¢ |[ -c/(a*d-b*c), a/(a*d-b*c)]
3x+6y—-5z=0 . .

Die Funktion inv kann sowohl fiir
aus Beispiel 1.6 in [4] konnen wir in MATLAB numerische als auch fiir symbolisc.he
mit dem \-Operator (Backslash-Operator) wie Rechnungen verwendet werden. Dies
folgt 16sen. gilt auch fiir viele andere Funktio-

T 1 nen.
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Die Null- und Einheitsmatrizen jeder Grofe
konnen durch die Funktionen zeros und eye
erzeugt werden. Die Funktion 1u berechnet die
LU-Faktorisierung einer Matrix.

Aufgabe 73 (Lineare Systeme) Berechnen Sie
die allgemeine Losung des linearen Glei-
chungssystems

2 4 =2 X1 2
4 9 -3 x| = | 8
-2 -3 7 X3 10
A X b

Losung: Die allgemeine Losung ist die ein-
deutige Losung x = (—1,2,2). Dies zeigen die
folgenden MartLaB-Zeilen.

>> A
>> b
>> X
X =
-1.0000
2.0000
2.0000

[2 4 -2; 4 9 -3;
[2; 8; 10];
A\b

-2 -3 7]1;

B T Y T N

Die Losung ist eindeutig, sonst wire die Matrix
A singuldr und MarLAB hitte mit einer Fehler-
meldung geantwortet. Hier noch alternativ die
symbolische Losung.

chungssystems
4X1 - 8x2 = 12
3X1 - 6X2 = 9
—2x1 +4X2 =— 6.

Losung: Die allgemeine Losung konnen wir
aus

1 |> A =1[4 -8; 3 -6; -2 4];
2 [>> b = [12; 9; -6];

3 |>> rref([A b])

4 |ans =

5 1 -2 3

6 0 0 0

7 0 0 0

ablesen. Demnach ist: x = (3,0)+#(2,1),t € R
die allgemeine Losung. Dieses Beispiel zeigt,
dass auch iiberbestimmte Systeme unendlich
viele Losungen haben kénnen. ©........... ©

Aufgabe 75 (Lineare Systeme) Berechnen Sie
die allgemeine Losung des linearen Glei-
chungssystems

1
-2

6X1 + 6XQ + 3X3 = 5.

—x2 + 3x3

3x1 + 6)62 - 3)63

1 |>> x = sym(A)\b Losung: Die allgemeine Losung ist die ein-
2| X = deutige Losung x = (3,-2,—1/3), denn es gilt
z%zl]] 1> A=1[0-13;36-3; 66 3];

s [ 2] 2 |[> b = [1; -2; 5];

3 |>> sym(A)\b

o o 4 |ans =

....................................... s 10 3]
Aufgabe 74 (Lineare Systeme) Berechnen Sie ¢ |[  -2]
die allgemeine Losung des linearen Glei- 7 [ -1/3]
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Aufgabe 76 (Lineare Systeme) Berechnen Sie
die allgemeine Losung des linearen Glei-
chungssystems

X1 + xZ+2X3= 8
—Xx1 —2xp + 3)C3 =1
3X1—-7X24-4X3 = 10.

Losung: Die allgemeine Losung ist die ein-
deutige Losung x = (3, 1, 2), denn es gilt

> A=1[112; -1 -2 3;
> b = [8; 1; 10];

>> sym(A)\b

ans =

[ 3]

[ 1]

3 -7 4];

B T Y N N

[ 2]

O i e ©

Aufgabe 77 (Lineare Systeme) Berechnen Sie
die allgemeine Losung von Ax = b mit

41000 4.1

1 4100 2.4
A=(0 1 41 0],b=|42],

001 41 24

0001 4 4.1

wobei es ganz Thnen iiberlassen ist, wie Sie die

3 4 1 0 0 0

4 1 4 1 0 0

5 0 1 4 1 0

6 0 0 1 4 1

7 0 0 0 1 4

s |> b =1[4.1,2.4,4.2,2.4,4.1]";
9 |>> A\b

10 [ans =

11 1.0000

12 0.1000

13 1.0000

14 0.1000

15 1.0000
O i e e ©

Aufgabe 78 (Beispiel 1.24 in [4]) Berechnen
Sie die Inverse der Matrix

)

Losung: Esist

> A = [1 -2;
>> inv(sym(A))
ans =

[ 1/4,
[ -3/8,

3 21;

1/4]
1/8]

LS N

O e ©

Aufgabe 79 (Inverse) Bestitigen Sie Satz 1.9
aus aus [4]].
Losung: Esist

allgemeine Losung herausbekommen. ' |>> syns @ b_c d _
Losung: Die eindeutige Losung ergibt sich j Z in; (S b; ¢ dl;
aus den folgenden Anweisungen. X ans =
1 [>> A = 4*diag([ones(5,1)])+diag([ s | [ d/(a*d-b*c), -b/(a*d-b*c)]
ones(4,1)],1)+diag([ones(4,1) 6 | [ -c¢/(a*d-b*c), a/(a*d-b*c)]
:I ;_1)
2 |A = was Satz 1.9 in MATLAB bestitigt. © ........ ©
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Aufgabe 80 (Inverse) Finden Sie mit MATLAB
die Inverse der Matrix

a b c
S=|d e f
g h i

Unter welchen Bedingungen existiert diese?
Bestitigen Sie mit diesem Ergebnis die Inverse
in Beispiel 1.26 aus [4].

Losung: Die Inverse erhalten wir durch

1 [> syms abcde fghi

2 |> S =[abc; de f; gh i];
3 |>> pretty(inv(S))

4| [ei-fh

s | [ --—--——-—-- usw

6 [ %1

7| L

s | [ di-fg

9 [- -~ usw

0| [ %1

1 [

12 [ -dh+eg

13 [- ————-----—- usw

14 [ %1

15

6 %l :(=aei-afh-dbi+
17 dch+gbif-gce

Die Inverse exisiert genau dann, wenn der Nen-
ner aei —afh —dbi+dch+ gbf — gce ungleich
Null ist. Ein Vergleich mit

1 [>> det(S)

2 |ans =

3 a*e*i_a*f*h_d*b*i+dkc*h+g*b*f_g*c*
e

zeigt, dass dies gerade die Determinante von S
ist. Setzt man fira=1,b=1,...,i = =5 nach
Beispiel 1.26 in [4]], so erhidlt man die Inverse

zu
2 -17 11
-1 11 =7
0 3 -2

Ubrigends die Determinante der Matrix ist —1.

Aufgabe 81 (Symmetrische Matrizen) Ange-
nommen Sie wollen einen Algorithmus testen,
der als Eingabe eine symmetrische Matrix be-
notigt. Finden Sie eine Moglichkeit eine belie-
bige symmetrische Matrix in MATLAB zu erzeu-

gen.
Losung: Nach den folgenden Zeilen

1 |n = 44; %-zum Beispiel 44.0rdnung
2 |A = rand(n);

3 |B=A+A%;

steht in der Matrix B eine symmetrische Matrix
aus R¥™M o oo ©

48.2. Vektoren in der Ebene und im Raum

Zu Vektoren siehe auch Abschnitt 34] Vektor-
operationen lassen sich in MatLAB einfach aus-
fiilhren. Die Summe der beiden Vektoren u =
(2,3,-1)und v = (3, -4, 2) ist (Beispiel 2.3 in
(41)

>>u = [2;3;-1]; v = [3;-4;2];

1
2 | >> utv
3 |ans =
4 5
5 -1
6 1

Die Linge des Vektors v = (4, —-3) ist

1 |>> norm([4;-3])
2 |ans =
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3 ‘ 5

Das Skalarprodukt der beiden Vektoren u =
(0,0,1) und v = (0,-2,2) haben wir in Bei-
spiel 2.8 ausgerechnet; hier die Bestdtigung
mit der dot-Funktion

>> u = [0;0;1]; v = [0;-2;2];
>> dot(u,v)
ans =

2

S N

>>u = [1;2;-2]; v = [3;0;1];

1

2 |>> cross(u,v)
3 |ans =

4 2

5 -7

6 -6

Das dyadische Produkt ab™ von Vektor a =
(1,2) und b = (4,1,4,3) berechnet sich wie
folgt

Den Winkel aus Beispiel 2.9 berechnen wir wie
folgt

1 |>> KosWinkel = dot(u,v)/(morm(u)*
norm(v))

KosWinkel =
0.5000

>> phi = acos(KosWinkel)

phi =
1.0472

(= NV R OV R )

Beachten Sie, MatLAB rechnet im Bogenmal.
Die Zeile

1 |>> 180*phi/pi
2 |ans =
3 60.0000

liefert den Winkel im Gradmal3. Wir berechnen
den Projektionsvektor aus Beispiel 2.12

>> p = (u’*a)/(norm(a)*2)*a
p:

2.7692

-0.6923

LS N I

2.0769

Mit der cross-Funktion konnen wir das
Kreuzprodukt berechnen. Wir bestétigen damit
Beispiel 2.13

>> a = [1;2]; b = [4;1;4;3];
>> a*b’
ans =

4 1 4 3

8 2 8 6

LS N T

Aufgabe 82 (Skalarprodukt) Berechnen Sie je-
weils das Skalarprodukt der angegebenen Vek-
toren:

(@) a=(1,0);b=(0,1)

(b) @=(1,0,0); b =(0,1,0)

©) a=(1,1,1;b=(-2,-2,-2)
(d) a=(2,2,2);b=(3,3,3)

Losung:
(a)x 1
1 |>> dot([1,0],[0,1])
2 |ans =
3 0

Das bedeutet, dass die beiden Vektoren
senkrecht aufeinander stehen.

(b)x !
1 |>> dot([1,0,0],[0,1,0])

2 |ans =

3 0

Das bedeutet, dass die beiden Vektoren
senkrecht aufeinander stehen.
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>> dot([1,1,1]1,[-2,-2,-21)
2 |ans =
3 -6

1 |>> dot([2,2,2],[3,3,3])
> |ans =

3 18

48.3. Analytische Geometrie von
Geraden und Ebenen

Wir berechnen den Normalenvektor aus Bei-
spiel 3.12 in [4]

1 |>> cross([1 ® 2],[0 -5 8])
2 |ans =
3 10 -8 -5

Mehr Geometrie und MatLaB finden Sie bei
[201.

48.4. Reelle Vektorraume und
Unterraume

Zur Berechnung einer orthonormalen Basis des
Nullraumes und des Spaltenraumes stehen uns
die Funktionen null und orth zur Verfiigung.
Die Funktion null liefert auch von symboli-
schen Matrizen eine Basis; diese ist im Allge-

1 |[>> A = sym([1,2; 3 6]);
2 [>> null(A)

3 [ans =

4 | [ -2]

s | [ 1]

Auch MarLaB hat t = 1 gewihlt, um einen Ba-
sisvektor fiir den Nullraum von A zu bestim-
men. Eine (numerische) Basis der Linge 1 er-
halt man mit

>> A = [1,2; 3 6];
>> null(A)
ans =

-0.8944

0.4472

LS N T

Die beiden Anweisungen

>> A = sym([1,2; 3 6]);

1

2 |>> colspace(A)
3 |ans =

4 |[ 1]

s | [ 3]

liefern eine Basis des Spaltenraumes von A.
Eine Basis der Liange 1 erhélt man mit orth.

>> A = [1,2; 3 6];
>> orth(A)
ans =

-0.3162

-0.9487

LS N T

Wir bestitigen Satz 4.12.

meinen aber nicht orthogonal. Um symbolisch ' |>> Tul1(A)
eine Spaltenraumbasis zu erhalten, kénnen wir ~ ° ans =

L . 3 |0 -2]
colspace verwenden. Auch hier gilt, dass die- [ 1]
se im Allgemeinen nicht orthogonal ist. Wir ;|55 7 — rrefca)
betrachten Zahlenbeispiele mit der Matrix A ¢ |7 =
aus Beispiel 4.23. 7| [ 1, 2]
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s |[ 0, 0] 1 |ans =
9 [>> null(Z) 2 | [ -3]
10 [ans = 3| [ 1]
n | [ -2] 14 |>> colspace(A’)
2 |[ 1] 15 [ans =
16 | [ 1]
und 7 | [ 2]

>> colspace(A’)

ans =

[ 1]

[ 2]

>> colspace(rref(A)’)
ans =

[ 1]

[ 2]

® N L AW N -

Basen der Linge 1 erhalten wir wie folgt

Den Rang einer Matrix konnen wir mit der
Funktion rank bestimmen. Wir berechnen den

Rang der Matrix A aus Beispiel 4.26.

1 (> A=[12401; 01200; 00
0 10; 0000 0];

2 |>> rank(A)

3 |ans =

4 3

In Beispiel 4.28 haben wir alle vier Fundamen-
talrdume an Hand der Matrix A diskutiert. Wir
bestdtigen nun die dort gefundenen Resulta-
te, indem wir zu jedem Fundamentalraum eine

Basis berechnen.

1 [>> A =1[1,2; 3 6];
2 | >> null(A)
3 |ans =

4 -0.8944
5 0.4472
6 |>> orth(A)
7 |ans =

8 -0.3162
9 -0.9487
10 |>> null(A’)
11 [ans =

12 -0.9487
13 0.3162
14 |>> orth(A’)
15 [ans =

16 -0.4472
17 -0.8944

Der Spaltenraum von A und der Nullraum
von AT sind orthogonale Komplemente im R,

Hier eine Bestitigung

> A = [1,2; 3 6];

>> A = sym([1,2; 3 6]);
>> null (A)

ans =

[ -2]

[ 1]

>> colspace(A)

ans =

[ 1]

[ 3]

>> null(A’)

© N o L AW N =

S

>> orth(A) ’*null(A’)
ans =
-1.6653e-016

S S

bzw. analog im R", nun symbolisch.

1 [>> colspace(A’)’*null(A)
2 |ans =
3|0
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Mit dem Backslash-Operator \ konnen wir li-
neare Ausgleichsaufgaben l6sen. Wir bestiti-
gen damit die Losung aus Beispiel 4.34.

1 [> A =1[1,0; 1 1; 1 2];
2 [>> b = [6;0;0];

3 |>> A\b

4 |ans =

5 5.0000

6 -3.0000

Aufgabe 83 (Lineare Unabhingigkeit) Sind
die Vektoren a = (1,-2,3), b = (5,6,—1) und
¢ = (3,2,1) linear unabhingig (Beispiel 4.16
in [4])?

Losung: Die folgenden MarLaB-Zeilen zeigen
auf verschiedene Weisen, dass die drei Vekto-
ren linear abhéngig sind.

» |[ 0, 0, 0]
25 | >> null(A)

26 |Ans =

27 1

28 1

29 | -2

30 |>> colspace(A)
31 |ans =

2 |[ 1, 0]

3 |0, 1]

a |[ 1, -1]

O i e e e e e ©

Aufgabe 84 (Basen) Bestimmen Sie von der
Matrix

1 0
A=]1 1
1 2

; ii ; : E;’;Ziﬂ ’ jeweils eine Basis der vier Fundamentalrdume.
s o> c = [3:2:1] : ’ Losung: Hier eine symbolische Losung. Zu-
4 |>> A = sym([a’,b’,c’1); erst Basen des Nullraumes und des Spaltenrau-
s |>> det(A), rank(A) mes, dann Basen des transponierten Nullrau-
6 |ans = mes und des Zeilenraumes.
; gns _ 1 |>> null(A), colspace(A)
o |2 2 |ans =
0 |>> eig(A) 3 | [ empty sym ]
11 |ans = 4 |ans =
ol e s | [ 1, 0]
sl o4 ¢ |[ O, 1]
uloa 7| [ -1, 2]
15 | >> svd(A) 8 |>> null(A’), colspace(A’)
16 |ans = 9 (ans =
" 0 o [[ 1]
18 | (45+3%974(1/2))A(1/2) no(L-2]
1o | (45-3%97A(1/2))A(1/2) 2 |[1]
20 |>> rref(A) 13 |ans =
21 |ans = w L1, 0]
2 |[ 1, 0, 1/2] s |00, 1]
» |[ 0, 1, 1/2]
97 Copyright © G. Gramlich



Fiir eine numerische Losung beniitzt man die
Funktionen null und orth; diese liefern sogar
orthonormale Basen. ©.................... ©

Aufgabe 85 (LGS und Rang) Wie konnen Sie
(in MartLAB) entscheiden, ob ein lineares Glei-
chungssystem eine Losung hat?

Losung: Zum Beispiel mit der Funktion
rank. O ... ©

Aufgabe 86 (LGS und Rang) Wenn ein linea-
res Gleichungssystem eine Losung hat, wie
konnen Sie dann (in MATLAB) entscheiden, ob
es genau eine oder mehrere gibt?

Losung: Zum Beispiel mit der Funktion

Aufgabe 87 (Ausgleich) Berechnen Sie die
Niherungslosung (im Sinne der linearen Aus-
gleichsrechnung) von Ax = b und den or-
thogonalen Projektionsvektor p von b auf den
Spaltenraum von A des Systems

‘|

Aufgabe 88 (Ausgleich) Die Datenpunkte

ti b;

0 3.825
0.2 4.528
04 4.746
0.6 4.873
0.8 4.865
1.0 4.813

sollen im Sinne der linearen Ausgleichsrech-
nung an eine Funktion der Form

f(t,x) = x1 + x2t + x3 cos(t)

angepasst werden. Zeichnen Sie die Daten-
punkte und die Ausgleichsfunktion, nachdem
Sie die Losung berechnet haben.

11 7 Losung:
-1 1 [ A ] =1 ol i
1 2 X2 7 1|t =1000.20.40.60.81]";
2 |b = [3.825 4.528 4.746 4.873 4.865
4.813]1;
A X b 3 |A = [ones(length(t),1),t,cos(t)];
4 |x = A\b
Losung: Die folgende Zeilen geben die Lo- 5 |x =
sungen. 6 -1.0428
7 3.1516
1 |[> A=1[11; -11; -1 2]; . 4.9265
2 |>>b=17; 0 ; -7]; 9 |plot(t,b,’0’, MarkerSize’,10)
z ;> X = A\b 10 |tt = linspace(min(t) ,max(t));
. 5 0000 n | f = x(D)+x)*tt+x(3)*cos(tt);
12 |hold on
° 1 S s |plot(tt, £)
7 |>> p = A¥X
2 P 5 5000 Die Abbildung 2] zeigt die grafische Darstel-
10 —4.5000 lung. ©. .o ©
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0.2 0.4 0.6 0.8 il

Abbildung 42: Zu Aufgabe 88]

48.5. Determinanten

Zur Berechnung der Determinante einer Ma-
trix steht die Funktion det zur Verfiigung, so-
wohl numerisch als auch symbolisch. Wir be-
rechnen die Determinante von

A:[j fl].

>> syms a b cd
> A = [a b; c d];
>> det(A)

ans =

a*d-b*c

LS N N

Die folgende Zeile bestitigt das Ergebnis aus
Beispiel 5.10.

> A=T[111; 24 -3; 36 -5];
>> det(A)
ans =

-1

ST N

Aufgabe 89 (Determinanten) Berechnen Sie

die Determinante von

11 2
A=|2 4 -3
3 6 -5

Losung: Hier die symbolische Losung.

1 |>> A =sym([112;24-3;36

-51);
2 | >> det(A)
3 |ans =
4 | -1

Die numerische Berechnung der Determinante
geschieht iiber die LU-Faktoren.

48.6. Eigenwerte und Eigenvektoren

Die Funktion eig hift uns beim L&sen einer
Eigenaufgabe. Es konnen damit sowohl Eigen-
werte als auch Eigenvektoren berechnet wer-
den, sowohl numerisch als auch symbolisch.
Wir bestitigen Beispiel 6.2.

1 [>> A = sym([1,1; -2,4]);
2 |>> [X,D] = eig(sym(A))
3 | X =

+ [ 1, 1]

s [ 1, 2]

6 |D =

7L 2, 0]

s | [ O, 3]

Das charakteristische Polynom einer Matrix
erhalten wir mit der Funktion poly; siehe Bei-
spiel 6.2.

1 [>> A = sym([1 1; -2 4]);
2 | >> poly(A)
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3 |ans =
4 | XA2-5%X+6

Eine symmetrische Matrix ist immer diagona-
lisierbar. Wir iiberpriifen Beispiel 6.12.

>> A = [4,2,2; 2,4,2; 2,2,4];

1

2 |>> [X,D] = eig(sym(A))
3 | X =

« [ 0, 1, 1]

s | [ -1, -1, 1]

e ([ 1, 0, 1]

7 |D =

s |[ 2, 0, 0]

o |[ 0, 2, 0]

o ([0, 0, 8]

'Wir machen die Probe.

>> X*D*inv (X)
n

s3]

NN S W’

’ 2!
’ 4!
2

L R S T
Lo W e W |
SNDN

]
]
]

Fiir eine symbolische Matrix versucht die
Funktion eig ein exaktes Eigenwertsystem
zu berechnen. Aus der Garois-Theorie wissen
wir, dass dies jedoch nicht immer fiir Matrizen
der Ordnung 5 oder groer moglich ist. Es sei
-6 12 4
A= 8§ -21 -8 }

-29 72 27

gegeben. Wir wollen MaTtLAB verwenden, um
folgende Frage zu beantworten: Ist A reell dia-

1 |ans =
2 | [ 3]

3 | [ -2]
4 | [ -1]

Da die Eigenwerte von A alle reell und vonein-
ander verschieden sind, kann A diagonalisiert
werden, das heif3t, es gibt eine Matrix X mit

-1 0 0
0 -2 0 {.

0 0 3

X 'AX =

Wie findet man X? Die Spalten von X kon-
nen als Eigenvektoren zu den Eigenwerten -1,-
2 und 3 gewihlt werden. Gibt man

1 |>> [X,D] =

eig(sym(A))

ein, so gibt MaTLAB in der Diagonalmatrix D
die Eigenwerte zuriick und die Spalten von X
sind dazugehorige Eigenvektoren:

1| X =

2 | [ 1, , —-4]
s ([ 0, 1, -2]
« [ 1, -3, 1]

s |D =

s |[ -2, 0, 0]

71 0, 3, 0]

s |[ 0, 0, -1]

SchlieBlich kann man mit inv(X) *A*X iiber-
priifen, ob X~'AX die gewiinschte Diagonal-
matrix ist. Wir erhalten das gewlinschte Ergeb-
nis:

gonalisierbar, das heiflt, konnen wir eine Ma- | |ans =
trix X finden, so dass X~'AX diagonalisier- > |[[ -2, 0, 0]
bar ist? Die Eigenwerte von A finden wir mit 3 |[[ 0, 3, 0]
eig(sym(A)). MATLAB antwortet mit: « 00,0, -1]
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Aufgabe 90 (Eigensysteme) Gegeben ist die
4 x 4 Matrix

12 48 68 88

A= -19 -54 -57 -68
22 52 66 96

-11 -26 —-41 -64

Zeigen Sie mit MartLaB, dass die Eigenwerte
von A reell und voneinander verschieden sind.
Finden Sie eine Matrix X, so dass X! AX dia-

gonal ist.

Losung:

1 |>> A = [ 12 48 68 88;

2 -19 -54 -57 -68;

3 22 52 66 96;

4 -11 -26 -41 -64];

s |>> [X,D] = eig(sym(A))

6 X =

7 | [ 1, -12/11, 0, -2]
s | [ -2, 1, 1, 2]
9 | [ 1, -14/11, -2, -2]
0 | [ 0, 7/11, 1, 1]
n |D =

2 |[ -16, O, 0, 0]

3 |[ 0, -4, 0, 0]

w|[ O, 0, -8, 0]

5| 0, 0, 0, -12]

16 |>> inv(X)*A*X

17 |ans =

s |[ -16, 0, 0, 0]

v [ 0, -4, 0, 0]

2 |[ O, 0, -8, 0]

a |[ O, 0, 0, -12]

@)

Die Anweisung J = jordan(A) berechnet
die JorpaAN-Matrix von A und [V,]] =
jordan(A) zusitzlich die Ahnlichkeitstrans-
formation V. Die Spalten von V sind die ver-
allgemeinerten Eigenvektoren von A.

1 |[>> A = sym([3/2 1;-1/4 1/2]);
2 |>> [V,]] = jordan(A)

3 |V =

4 |[ 1/2, 1]

s |[ -1/4, 0]

6 =

7 1, 1]
8 0, 1]

J
[
[

In MartLAB gibt es die Funktion eigshow, die
das Eigenwertproblem fiir eine (2,2)-Matrix
visualisiert. Beim Aufruf sieht man den Ein-
heitsvektor x = (1,0) und mit der Maus kann
man diesen auf dem Einheitskreis bewegen.
Zur gleichen Zeit wird Ax angezeigt und be-
wegt. Manchmal ist Ax vor x, manchmal aber
auch hinter x. Ax kann zu x auch parallel sein.
In diesem Augenblick gilt Ax = Ax und x
ist ein Eigenvektor. Der Eigenwert A bestimmt
sich aus der Lange und Richtung von Ax. Die
zur Verfiigung stehenden Matrizen illustrieren
folgende Moglichkeiten:

1. Es gibt keine (reellen) Eigenvektoren. x
und Ax sind nie parallel. Die Eigenwerte
und Eigenvektoren sind komplex. Es gibt
keinen Eigenraum von R?.

2. Es gibt nur eine Gerade, auf der die Eigen-
vektoren liegen. Dies ist der einzige Eigen-
raum von R

3. Es gibt Eigenvektoren mit zwei unabhéngi-
gen Richtungen. Es gibt genau zwei Eigen-
riume von R?. Dies ist typisch, der Stan-
dardfall.

4. Jeder Vektor ist Eigenvektor oder anders
gesagt: Jeder eindimensionale Unterraum
von R? ist Eigenraum.
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Auch die Singuldrwertzerlegung kann im Fall
m = n = 2 mit der Funktion eigshow visuali-
siert werden. Fiir weitere Informationen siche
[6].

Viele in der Praxis auftretenden Eigenwertpro-
bleme haben die Form eines verallgemeiner-
ten (allgemeinen) Eigenwertproblems: Gege-
ben sind zwei quadratische Matrix A und B.
Gesucht sind Zahlen A und Vektoren x, sodass
gilt

Ax = ABx.

Fir B # E ist diese Aufgabenstellung ei-
ne Verallgemeinerung der herkdmmlichen Ei-
genwertaufgabe; fir B = FE reduziert sich
das verallgemeinerte Eigenwertproblem auf
die Standardeigenwertaufgabe. Verallgemei-
nerte Eigenwertprobleme treten zum Beispiel
in mechanischen Schwingungssystemen auf;
dortist A die Steifigkeitsmatrix und B die Mas-
senmatrix.

Ist A oder B eine regulidre Matrix, dann kann
man das verallgemeinerte Problem auf ein ge-
wohnliches reduzieren, entweder so

(B™'A)x = Ax.

oder so

1
A™'B)x = -x.
( )x /lx

In MarLaB kann auch dieses verallgemeiner-
te Problem mit der Funktion eig angegan-
gen werden. Die Funktion eigs berechnet ein
paar Eigenwerte und Eigenvektoren, wenn ge-
wiinscht.

Aufgabe 91 (Eigensysteme) Bestimmen Sie
eine orthogonale Eigenvektorenmatrix @, die

die Matrix .
=[]
diagonalisiert.
Losung:
Die Matrix
0 _[ “1/2 1/\5]
| uv2 V2

diagonalisiert A. Man erhélt sie mit der Funk-
tion eig.

> A =[31; 1 3];
>> [Q,D] = eig(A)
Q =
-0.7071 0.7071
0.7071 0.7071
D =
2 0
0 4

® N L A W N -

Probe:

>> inv(Q) *A*Q
ans =
2.0000 0
0 4.0000

S N

Die symbolische eig-Funktion liefert (nur) ei-
ne orthogonale Basis aus Eigenvektoren. ©..©

48.7. Lineare Abbildungen und Matrizen

Wir visualisieren lineare Abbildungen im R2.
Diese konnen durch (2, 2)-Matrizen beschrie-
ben werden. Wir zeichnen ein Haus und be-
trachten das ,,neue” Haus nach linearen Abbil-
dungen. Die folgende MarLaB-Funktion zeich-
net ein Haus in der Ebene, indem sie Daten-
punkte, die in der Matrix H angegeben werden
miissen, miteinander verbindet.
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function plotHaus(H)

%-Zeichnet ein Haus.

x = H(1,:)’; vy = H(2,:)’;
plot(x,y,’0o’ ,x,y,’r-")

axis([-10 10 -10 10]); axis square

LS N N

Die beiden Anweisungen

1 [> H =
[_61_61_7’0171616’_31_310105_6;
-7,2,1,8,1,2,-7,-7,-2,-2,-7,-7]
2 | >> plotHaus (H)

erzeugen das Bild 43|

10

10 ; ‘ ;
-10 =5 0 5 10

Abbildung 43: Durch die Datenpunkte in H er-
zeugte Haus

Um nun lineare Abbildungen zu ,,sehen‘, miis-
sen wir eine lineare Abbildung als Matrix A
definieren und diese mit H multiplizieren. Als
Beispiel betrachten wir eine Drehung um 60°
und eine Spiegelung an der x-Achse. Im ersten

Fall ist

A= cos 60° —sin60°
~ | sin60°  cos60°
und im Zweiten
1 0
a1 0]
Nach zweimaligem Aufruf von
plotHaus(A*H) (zuvor entsprechend A

definieren!) erhalten wir die Bilder[44]und 43}

10

10 . . .
-10 =3 0 5 10

Abbildung 44: Nach Drehung

48.8. MarLas-Funktionen fiir die Lineare
Algebra im Uberblick

Zusammenfassend habe ich in den Tabellen 24}
[25|und[26|die wichtigsten Funktionen aus MaT-
LAB zur Linearen Algebra zusammengestellt.
Beachten Sie, dass zum Beispiel die Funktio-
nen eig, inv usw. vom Overloading Gebrauch
machen. Overloading ist ein Mechanismus, der
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10

8 . _ ] Symbolische Funktionen
6[ 1 colspace | Basis fiir Spaltenraum
at 1 det Determinante
ol ] diag Diagonalmatrix
ol ] eig Eigenwerte und -vektoren
Sl expm Exponentialfunktion
4 inv Inverse
ol jordan JorpAN-Form
null Basis fiir Nullraum
-8 poly Charakteristisches Polynom
o T 0 5 10 rank Rang
rref Reduzierte Zeilenstufenform
Abblldung 45: Nach Spiegelung svd Singulﬁrwertzer]egung
tril Untere Dreiecksmatrix
triu Obere Dreiecksmatrix

es erlaubt verschiedene Typen von Funktion-
sargumenten zu verwenden. So kann A beim Tabelle 24: Lineare Algebra
Aufruf von eig(A) eine symbolische oder eine

numerische Matrix sein.

Numerische Funktionen

det | Determinante
49. Lineare Algebra (Teil 2) diag | Diagonalmatrix

eig | Eigenwerte und -vektoren
49.1. Lineare Gleichungssysteme (2) expm | Exponentialfunktion

inv | Inverse
In vielen Anwendungen muss man lineare null | Orth. Basis fiir Nullraum
Gleichungen 1sen. Daher ist es in MATLAB be- orth | Orth. Basis fiir Spaltenraum
sonders einfach, solche zu 16sen. Hierzu dient poly | Charakteristisches Polynom
der \-Operator (Backslash-Operator), siehe rank | Rang
doc slash (help slash). Auch die Funk- rref | Reduzierte Zeilenstufenform
tion linsolve 16st lineare Gleichungssyste- svd | Singulirwertzerlegung
me. Unter Verwendung dieser Funktion ist es tril | Untere Dreiecksmatrix
moglich, lineare Systeme effizienter zu 16sen, triu | Obere Dreiecksmatrix

wenn die Struktur der Koeffizientenmatrix (Sy-
stemmatrix) bekannt ist, siche doc linsolve
(help linsolve).

Tabelle 25: Lineare Algebra
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Weitere Funktionen

cross | Kreuzprodukt
dot Skalarpordukt

eye Einheitsmatrix

lu LU-Faktorisierung
qr QR-Faktorisierung
zeros | Nullmatrix

Tabelle 26: Linearen Algebra

49.1.1. Quadratische Systeme

Ist A eine reguldre (quadratische) Matrix, so
gibt es genau eine Losung des linearen Sys-
tems Ax = b und zwar fiir jede rechte Seite
b. Zum Beispiel ist die Matrix

1 -2
=[5 73
regulédr und daher gibt es fiir b = (1, 11) genau
eine Losung; diese ist x = (3,1). In MaTtLAB

16st man dies in einem Einzeiler, nachdem man
A und b eingegeben hat.

1 |>> A =1[1-2; 3 2];
2 [>> b = [1; 11];

3 |[>> x = A\b

4 |X =

5 3

6 1

Ist die Koeffizientenmatrix A singulér, so er-
hilt man eine Fehlermeldung, auch dann wenn
b im Spaltenraum von A liegt und es nicht nur
eine, sondern unendlich viele Losungen gibt.

Aufgabe 92 (Lineare Systeme) Berechnen Sie
die allgemeine Losung des linearen Glei-

chungssystems
2 4 =2 X1 2
4 9 -3 X2 | = 8
-2 -3 7 X3 10
A x b

Losung: Die allgemeine Losung ist die ein-
deutige Losung x = (-1, 2, 2). Dies zeigen die
folgenden MartLAB-Zeilen.

>> A =
>> b
>> X
X =
-1.0000
2.0000
2.0000

[2 4-2; 49 -3; -2 -37]1;
[2; 8; 10];
A\b

B T Y T N T

Die Losung ist eindeutig, sonst wire die Matrix
A singuldr und MatLaB hitte mit einer Fehler-
meldung geantwortet. Hier noch alternativ die
symbolische Losung.

>> x = sym(A)\b
X =

[ -1]

[ 2]

[ 2]

[ N T

49.1.2. Uberbestimmte Systeme

Gibt es mehr Gleichungen als Unbekannte, so
nennt man Ax = b iiberbestimmt. Das Sys-
tem Ax = b hat in der Regel keine Losung,
aber das Ersatzproblem Ax = b (die lineare
Ausgleichsaufgabe) ist stets 1osbar. Entweder
hat das Ersatzproblem genau eine oder aber
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unendlich viele Losungen, je nachdem ob die
Spalten von A linear unabhingig sind oder
nicht. Im Fall, dass es unendlich viele Losun-
gen gibt erhidlt man durch A\b eine Basislo-
sung. Mit pinv (A) *b erhélt man den Losungs-
vektor kleinster Lange.

Aufgabe 93 (Ausgleich) Berechnen Sie die
Losung des linearen Ausgleichsproblems

Ax = b mit
0 6
A=|1 1 und b=|0
1 2 0

Losung: Die eindeutige Losung ist x =
(5, -3). Diese kann auf die folgenden drei Ar-
ten berechnet werden.

1 (> A=1[10;11; 1 2];
2 |>> b = [6; 0; 0];
3 |[>> x = A\b
4 |X =
5 5.0000
6 -3.0000
7 |>> x = pinv(A)*b
8 |X =
9 5
10 -3
1 |> x = inv(A’*A)*A’*b
12 X =
13 5
14 -3
O e e ©

Aufgabe 94 (Lineare Systeme) Berechnen Sie
in MatLAaB X = A\bund x = pinv(A)*b mit

1 2 3
A= 2 4 und b=| 2
-1 -2 1

Interpretieren Sie die Ergebnisse.
Losung: Esist

1 |>> x = A\b
2 |X =
3 0
4 0.5000
und
1 |>> x = pinv(A)*b
2 |X =
3 0.2000
4 0.4000

Beides sind spezielle Losungen der allgemei-
nen Losung x = (x1,x) = (1 -21,2),t € R
der linearen Ausgleichsaufgabe. x = A\Db be-
rechnet eine Basislosung (# = 0.5) und x =
pinv(A)*b die Losung kleinster Linge (r =
0.4). Da inv (A’ *A) nicht existiert, kann iiber
diesen Weg keine Losung berechnet werden. ©

©

49.1.3. Unterbestimmte Systeme

Ein lineares System Ax = b heifit unterbe-
stimmt, wenn weniger Gleichungen als Unbe-
kannte vorliegen; in der Regel hat Ax = b dann
unendlich viele Losungen. In diesem Fall wird
durch A\b die Losung kleinster Lange berech-
net, das heifit von allen Losungen x wird dieje-
nige ermittelt, wo die Linge von x am kleins-
ten ist. Hat das System Ax = b keine Losung,
so wird eine Basislosung des Ersatzproblems
Ax = b berechnet.

Aufgabe 95 (Lineare Systeme) Berechnen Sie
in MatLAB X = A\bx = pinv(A)*bund x =
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A’*inv(A*A’)*Db
A=[1 1] und b:[6]

Interpretieren Sie die Ergebnisse.

Losung: Esist

1 |> A =1[11]; b = [6];

2 |>> x = A\b, x = pinv(A)*Db,
3 (X =

4 6

5 0

6 |X =

7 3.0000

8 3.0000

und

>> x = A’*inv(A*A’)*Db
X =

3

3

S

Dies sind spezielle Losungen der allgemeine
Losung x = (x1,x) = (6 — t,1), t € R des
linearen Gleichungssystems x; + x, = 6. X =
A\Db berechnet eine Basislosung (+ = 0) und
x = pinv(A)*b bzw. x = A’*inv(A*A’)*b
die Losung kleinster Linge (f = 3). ©....... ©

49.2. Lineare Gleichungssysteme (3)

Lineare Gleichungssysteme lassen sich
symbolisch in MarLaB mit den Funktionen
solve und \ losen. Dariiberhinaus gibt es
noch die MarLe-Funktionen gausselim und
gaussjord, die mit der maple-Funktion
angesprochen werden konnen. Fiir das maple-

Kommando verweise ich sie auf Abschnitt
67.2

Der Prozess einer Matrix auf reduzierte Zeilen-
stufenform zu transformieren wird als Gauss-
JorDAN-Verfahren bezeichnet. Daher haben
auch die beiden Funktionen gaussjord und
rref die gleiche Wirkung. Das folgende Bei-
spiel zeigt dies:

1 |>> maple(’gaussjord’,sym([1 1 2 9;
24-31;36-501)

2 |ans =

3 ([ 1, 0, 0, 1]

4+ ([0, 1, 0, 2]

s | [0, 0, 1, 3]

Die gausselim-Funktion transformiert die er-
weiterte Matrix auf Zeilenstufenform, wo-
bei die fithrenden Elemente nicht notwendig
gleich 1 sind.

1 |>> maple(’gausselim’,sym([1 1 2 9;
24 -31; 36 -501))

2 |ans =

3 | [ 1, 1, 2, 9]

4 | [ 0, 2, -7, -17]

s | L 0, 0, -1/2, -3/2]

Die backsub-Funktion erlaubt es dann die Lo-
sung durch Riickwirtseinsetzen zu gewinnen:

1 |>> maple(’backsub’,ans)
2 |ans =
s [ 1, 2, 3]

Wir betrachten das folgende unterbestimmte li-
neare Gleichungssystem

—2x3+ Tx5 =12
2x1 +4xy — 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28
2x1 +4xy — S)C3 + 6x4 — S)C5 =-1
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mit der erweierten Matrix

00 20 7 12
[A b]=24—10612 28
2 4 -5 6 -5 -1

Dieses lineare Gleichungssystem hat unend-
lich viele Losungen. Mit den Parametern t € R
und s € R konnen die Losungen wie folgt pa-

rametrisiert angegeben werden:

x1=7-=2xp —3x4

Xy =t
x3=1
X4 =S
x5 =2

Mit rref koénnen wir die Losungen bestétigen:

Dagegen liefern die Anweisungen

1
2
3
4
5
6
7
8
9

1 |>> Ab = sym([® 0 -2 0 7 12; 2 4
-10 6 12 28; 2 4 -5 6 -5 -11)

2 |Ab =
s | [ 6, 0, -2, 0, 7, 12]
«+ [ 2, 4, -10, 6, 12, 28]
s|[ 2, 4, -5, 6, -5, -1]
6 |>> rref(Ab)
7 |ans =
8 1, 2, 0, 3, 0, 7]
9 0, 0, 1, 0, 0, 1]

0, 0, 0, 0, 1, 2]

L
L
L

=]

Die Losungen erhalten wir auch wie folgt

RS N N S

>> maple(’gausselim’,Ab)

nur die Losung x = (7,0, 1,0, 2). Die Parame-
ter £ und s sind hier gleich Null gewihlt.
Losen wir das Beispiel numerisch, so erhalten
wir die spezielle Losung x = (0,0, 1,7/3,2),
wie die folgende Zeile zeigt:

>> double(A)\double(b)
ans =
0
0
1.0000
2.3333
2.0000

Aufgabe 96 (Lineare Systeme) Berechnen Sie

1
> |ans = die allgemeine Losung des linearen Glei-
s ([ 2, 4, -10, 6, 12, 28] chungssystems
+|[ 06, ©0, -2, 0, 7, 12]
5 [ ®1 ®’ 01 ®1 1/21 1] 4x1—8x2: 12
6 |>> maple(’backsub’,ans)

B 351 —6x, = 9
7 |ans =
s | [ 7-2%_t2-3*_t1,_t2,1,_t1,2] —2x1 +4x; = - 6.
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mit Hilfe der Funktionen gausselim und
backsub, sieche Aufgabe

Losung: Die allgemeine Losung erhalten wir
durch

1 [>> A = sym([4 -8; 3 -6; -2 4]);
2 |>> b = sym([12; 9; -6]1);

3 |>> maple(’gausselim’,[A b])

4 |ans =

s |[ 4, -8, 12]

s |[ 0, 0, 0]

71 0, 0, 0]

s |>> maple(’backsub’,ans)

9 |ans =

0 | [ 3+2*_t1, _t1]

Demnach ist: x = (3,0) + #1(2,1), t € R die
allgemeine Losung. Mit

>> A\b
ans =
3
0

S

erhalten wir die spezielle Losung (3,0). Hier
StE=0.0. . ©

Wir betrachten nun ein lineares Gleichungssys-
tem, das keine Losung hat. Das folgende Sys-
tem ist iiberbestimmt. Uberbestimmte System
haben mehr Gleichungen als Variablen und da-
her in der Regel (generisch) keine Losung. Tat-
sdchlich ist das System

2)61 —3)62 ==-2
2X1 + Xy = 1
3X1 +Q,X2 =1

inkonsistent. Dies konnen wir mit der rref-
Funktion sofort iiberpriifen:

T 1

1 |[>> Ab = sym([2 -3 -2; 2 11; 3 2
1D

2 |Ab =

s | [ 2, -3, -2]

« ([ 2, 1, 1]

s ([ 3, 2, 1]

6 |>> rref(Ab)

7 |ans =

s [ 1, 0, 0]

9 |[ 0, 1, 0]

o |[ 0, 0, 1]

Die letzte Zeile der erweiterten Matrix besagt
0x1 + 0x2 =1.

Wir testen die anderen Funktionen, die uns zur
Losung linearer Gleichung symbolisch oder
numerisch in MarLas zur Verfiigung stehen.
Das Gauss-Verfahren liefert

1 [>> maple(’gausselim’,Ab)
2 |ans =

3 | [ 2, -3, -2]

4 | [ 0, 4, 3]

s | [ 0, 0, -7/8]

Auch hier erkennt man an der letzten Zeile der
Matrix die Unlosbarkeit des linearen Systems,
denn die Gleichung Ox; +0x, = —7/8 hat keine
Losung. Das Riickwértseinsetzen bestitigt die
Beobachtung

>> maple(’backsub’,ans)

1
2 | ??? Error using ==> sym/maple
3 |Error, (in backsub) inconsistent
4 | system
Was liefert A\b?
1 |>> A\b

2 |Warning: System is inconsistent.
3 |Solution does not exist.
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4 |> In C:\MATLAB6pl\toolbox\symbolic

\
5 |@sym\mldivide.m at line 29
6 |ans =
7 | Inf

Wie zu erwarten: das System ist inkonsistent.
Auch die Funktion solve sagt, dass die Lo-
sungsmenge leer ist:

1 |>> solve(’2*x1-3*x2=-2", 2*x1+x2=1

7,7 3%x142%x2=1")

> |Warning: 3 equations in 2
variables.

> In C:\MATLAB6pl\toolbox\symbolic

\solve.m at line 110

Warning: Explicit solution could

not be found.

> In C:\MATLAB6pl\toolbox\symbolic

\solve.m at line 136

ans =

10 | [ empty sym ]

© ® 9 o w»n A W

Numerisch dagegen erhalten wir die Losung
0.6429:

1 |>> double(A)\double(b)
2 |ans =
3 0.6429

Dies ist die eindeutige Losung des dazugehori-
gen linearen Ausgleichsproblems. Fiir weitere
Einzelheiten hierzu verweisen wir auf [7]].

Die Tabelle zeigt zusammenfassend die
Funktionen, die man einsetzen kann, um linea-
re Gleichungen symbolisch zu 16sen. Beach-
ten Sie, dass es das Gleiche bedeutet, eine Ma-
trix in reduzierte Zeilenstufenform zu bringen
wie das Gauss-JorpaNn-Verfahren durchzufiih-
ren. Die Funktion rref bzw. das Kommando \
stehen auch fiir numerische Berechnungen zur

MarLaB-Syntax Bedeutung
\ Lost Ax =b

rref Red. Zeilenstufenform
solve Lost Gleichungen
gausselim Gauss-Verfahren
gaussjord Gauss-JorpaN-Verf.

Tabelle 27: Lineare Gleichungssysteme sym-
bolisch 16sen

Verfiigung.

49.3. Lineare Gleichungssysteme (4)

Uber lineare Gleichungssysteme haben wir in
den vorhergehenden Abschnitten schon viel
gesagt. Hier soll noch ergidnzt werden, dass
der \-Operator (Backslash-Operator) auch ver-
wendet werden kann, um Matrizengleichungen
AX = B zu losen. Hier ist die Rechte Seite B
eine Matrix mit p Spalten. In diesem Fall 16st
MariaB AX(:, j) = B(:, j) fir j=1: p.

49 4. Inverse

Die Inverse einer (n, n)-Matrix ist die Matrix
X, die den Gleichungen AX = XA = E, ge-
niigt. Hierbei ist E,, die (n, n)-Einheitsmatrix,
die in MarLAB mit eye(n) erzeugt werden
kann. Eine Matrix, die keine Inverse hat, heif3t
singulér. Eine singuldre Matrix kann auf meh-
rere Arten charakterisiert werden: Die Deter-
minante ist Null oder es gibt einen Vektorv # o
mit Ay = o.

Die Inverse einer quadratischen Matrix kann
mit der Funktion inv (auch symbolisch) be-
rechnet werden. Zum Beispiel
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1 |[>> A = pascal(3), X = inv(A)
2 |A =

3 1 1 1

4 1 3

5 1 3 6

6 | X =

7 3 -3 1

8 -3 5 -2

9 1 -2 1

10 |>> norm(A*X-eye(3))

11 |ans =

12 0

Die Inverse wird mit Hilfe der LU-

Faktorisierung mit partieller Pivotisierung
berechnet. Gleichzeit wird mit rcond der
Kehrwert der Konditionszahl berechnet. Wird
festgestellt, dass A (exakt) singuldar oder
die rcond kleiner als eps ist, so wird eine
Warnung ausgegeben.

Beachten Sie: Die Inverse einer Matrix muss
explizit in der Praxis nur sehr selten berech-
net werden. Zum Beispiel ist das Berechnen
eines quadratischen lineare Gleichungssystems
Ax = b mit A\b zwei bis dreimal schneller
als durch inv(A)*b. Gewohnlich ist es mog-
lich, das Berechnen der Inversen einer Matrix
in Termen eines linearen Gleichungssystems
auszudriicken, so dass die explizite Inversion
vermieden werden kann.

50. Lineare Algebra (Teil 3)

MarLaB wurde urspriinglich entwickelt, um nu-

linearer Gleichungssysteme und Eigenwert-
aufgaben zur Verfiigung stehen. Sehr viele
dieser Funktionen basieren auf der FORTRAN-
Bibliothek Lapack [1]].

Lange Zeit waren reelle und komplexe Matri-
zen der einzige Datentyp in MarLAB und die
meisten Funktionen kénnen auch mit reellen
und komplexen Matrizen aufgerufen und be-
arbeitet werden. Das Teilgebiet, das sich mit
numerischen Methoden in der Linearen Alge-
bra befasst, heil3t Numerische Lineare Algebra.
Jedes Buch iiber Numerische Mathematik be-
handelt auch dieses Thema, siche zum Beispiel
[Z]], [12] und der darin zitierten Literatur.

50.1. Normen

Eine Norm ist ein skalares Maf} fiir die Grofe
eines Vektors oder einer Matrix. Die p-Norm
eines n-Vektors x ist definiert durch

n
el = (Y1) . 1< p<,
i=1

Fiir p = co ist
[IX]lc = max |x;].
1<i<n

Die Funktion norm kann verwendet werden,
um jede p-Norm auszurechnen. Der Aufruf ist
norm(x,p), wobei p = 2 standardmiBig ein-
gestellt ist. Im Fall p=-inf wird min; |x;| be-
rechnet.

1 [>> x = 1:4;
2 [>> [norm(x,1) norm(x,2) norm(x,inf
) norm(x,-inf)]

merische Berechnungen in der Linearen Al- 3 |ans =
gebra durchzufiihren. Daher ist es nicht iiber- 4 10.0000 5.4772 4.0000
raschend, dass viele Funktionen zum Ldsen 3 1.0000
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Die Tabelle [28| zeigt die Vektornormen iiber-

MATLAB Bedeutung
norm(x)=norm(x,2) Ilx]l2
norm(x, 1) |l
norm(x,inf) [1¢]]co
norm(x, -inf) [1]|-co

norm(x,p) [lx[l, fiir p > 1

Tabelle 28: Vektornormen

sichtlich.

Aufgabe 97 (Vektornormen) Berechnen Sie
fiir den Vektor x = (1, -2, 3) die Normen ||x||,
fir p=1,1.5,2,...9.5 und fiir p = 0.
Losung: Der Aufruf Vektornormen

1| p norm(x,p)

.0000
.3346
.7417
.4586
.3019
.2072
.1463
.1056
.0774
.0574
.0430
.0325
.0247
.0188
.0144
0111
.0086
.0067
.0000

[§)

I}
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21 | Inf

berechnet die Normen. Die
Vektornormen ist wie folgt realisiert.

Funktion

function Vektornormen

%-Vektor x

x = [1 -2 3];

%

disp(’ p norm(x,p)’);

for p = [1:0.5:9.5 inf]
disp(sprintf(’%2.1f %15.4f ’,p,

norm(x,p)))

I R Y T O OO

9 | end

© ©

Aufgabe 98 (Vektornormen) Berechnen Sie
die 1, 2 und co-Norm der Vektoren v; = (2, 1),
v =(1,0)und vy = (1,-1).

Losung: Wir erhalten:

1| >> vl= [2,1];
2 | [norm(vl,1) norm(vl,2) norm(vl,inf
)]
3 |ans =
4 3.0000 2.2361 2.0000
5 |>> v2= [1,0];
6 | [norm(v2,1) norm(v2,2) norm(v2,inf
)]
7 |ans =
8 1 1 1
9 |>> v3= [1,-1];
10 | [norm(v3,1) norm(v3,2) norm(v3,inf
)]
11 |ans =
12 2.0000 1.4142 1.0000
O it e e e e e e ©

Die p-Norm einer Matrix ist definiert durch

lAx]l,

|All, = max .
[lxI],»

X+0
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Copyright © G. Gramlich



Die 1- und co-Norm einer (m, n)-Matrix A sind
(Maximale Spaltensumme)

m
1Al = max > la|
1<j<n pry

und (Maximale Zeilensumme)

n
1Al = max > jayl.
1§z§n1j=1

Die 2-Norm von A kann berechnet werden
als der grofite singulare Wert von A, also
max (svd(A)). Matrizennormen werden eben-
falls mit der Funktion norm berechnet. Fiir Ma-
trizen funktioniert der Aufruf norm(A,p) mit
p=1,2,inf und p="fro’, wobei

m n

1Al = (O > al)”

i=1 j=1

die FroBenius-Norm ist. Beachten Sie: Die
Funktion norm ist ein Beispiel einer Funktion
mit einem Argument, das einen unterschiedli-
chen Datentyp haben kann; hier double und
char (String). Hier noch ein Beispiel:

1 |>> A =1[12; 3 4];
2 [>> [norm(A,1) norm(A,2) norm(A,inf
) norm(A,’fro’)]

3 |ans =
4 6.0000 5.4650 7.0000
5 5.4772

Ist das Berechnen der Matrixnorm fiir p = 2 zu

MartLAB Bedeutung
norm(A)=norm(A, 2) A
norm(A, 1) Ay
norm(A,inf) A
norm(A,’ fro’) Af

Tabelle 29: Matrizennormen

Aufgabe 99 (Matrizennormen) Berechnen Sie
die 1-, 2-, oo- und FroBentus-Norm fiir die Ma-

trizen
1 2
| o]0

und

Losung: Esist

1> A=1[01; -1 0];

2 |>> [norm(A,1) norm(A,2) norm(A,inf
) norm(A,’fro’)]

ans =
1.0000
1.4142

> B = [1 2; 2 2];

>> [norm(B,1) norm(B,2) norm(B,inf
) norm(B,’fro’)]

1.0000 1.0000

N o o AW

g |ans =

9 4.0000 3.5616 4.0000
10 3.6056

n (> C=1[14; 1 2];

12 |>> [norm(C,1) norm(C,2) norm(C,inf
) norm(C,’fro’)]

13 |ans =
aufwendig, so kann mit der Funktion normest 6.0000 4.6708 5.0000
ein Nidherungswert berechnet werden. Die Ta- 15 4.6904
belle [29] zeigt die Matrizennormen iibersicht-
lich. O e ©
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50.2. Konditionszahlen

Fiir eine reguldre Matrix A ist

Al

KA = a2

die Konditionszahl beziiglich der Inversi-
on. Die Zahl misst die Sensitivitit der Lo-
sung eines linearen Gleichungssystems Ax =
b beziglich Stérungen in A und b. Man
sagt, dass A gut oder schlecht konditioniert
ist, wenn «(A) klein bzw. groB3 ist, wobei
»klein“ und ,,grof vom Kontext abhingig
sind. Die Kondition kann mit der Funkti-
on cond berechnet werden, wobei die Nor-
men p=1,2,inf,  fro’ unterstiitzt werden.
Fiir p=2 sind auch rechteckige Matrizen er-
laubt, wobei dann die Konditionszahl durch

_ lAl
1A

k2 (A)

definiert ist, wobei A" die Pseudoinverse von
A ist.

Die Konditionszahl auszurechnen ist aufwen-
dig. Daher gibt es in MarLaB zwei Funktio-
nen, die die Konditionszahl ndherungsweise
berechnen: rcond und condest, siehe doc
rcond und doc condest.

50.3. LU-Faktorisierung

Eine LU-Faktorisierung einer quadratischen
Matrix A ist eine Faktorisierung der Form A =
LU, wobei L eine untere Dreicksmatrix mit
Einsdiagonale und U eine obere Dreicksmatrix
sind. Nicht jede Matrix kann in dieser Form
faktorisiert werden, ldsst man aber Zeilenver-
tauschungen zu, so ist dies immer moglich und

solch eine Faktorisierung existiert immer. Die
Funktion 1u berechnet eine LU-Faktorisierung
mit teilweiser Pivotisierung PA = LU, wo-
bei P eine Permutationsmatrix ist. Der Aufruf
[L,U,P] = 1u(A) gibt die Dreiecksmatrizen
und die Permutationsmatrix zuriick. Mit zwei
Ausgabeargumenten, [L,U] = lu(A) wird U
und L = PTL zuriickgegeben, das heifit L
ist eine Dreiecksmatrix bis auf Zeilenvertau-
schungen. Wir geben ein Beispiel.

1 [> A=1[12-1; -2 -5 3; -1 -3 0];
2 | [L,U,P] = 1u(A)

3 |L =

4 1.0000 0 0
5 -0.5000 1.0000 0
6 0.5000 1.0000 1.0000
7 |U =

8 -2.0000 -5.0000 3.0000
9 0 -0.5000 0.5000
10 0 0 -2.0000
u [P =

12 0 1 0

13 1 0 0

14 0 0 1

15 |>> [L,U] = 1u(Ad)

16 |L =

17 -0.5000 1.0000 0
18 1.0000 0 0
19 0.5000 1.0000 1.0000
20 |U =

21 -2.0000 -5.0000 3.0000
2 0 -0.5000 0.5000
23 0 0 -2.0000

Die 1lu Funktion arbeitet auch fiir rechtecki-
ge Matrizen. Ist A eine (m, n)-Matrix, dann ist
L eine (m,n)- und U eine (n, n)-Matrix, falls
m > nistund L eine (n,n)- und U eine (m, n)-
Matrix, wenn m < n gilt.
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Das Losen eines quadratischen linearen Glei-
chungssystems Ax = b durch x=A ist gleichbe-
deutend damit, von A eine LU-Faktorisierung
zu bilden, und dann mit den Faktoren zu 16sen:

1 | [L,U] = 1uCA);

2 |x = UN(L\b);

Hier ist ein Beispiel.

>> A =
>> b =
>> X =
X =

[112;24-3; 36 -5];
[9;1;0];
A\b

1.0000
2.0000
3.0000
>> [L,U] = 1u(A);
>> x = U\(L\b)
X =
1 1.0000
12 2.0000
13 3.0000

o = WY, N SO SUR S R

S

Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass
man sich Rechnungen einspart, wenn ein Glei-
chungssystem mit mehreren rechten Seiten
oder eine Matrix gleichung vorliegt, weil dann
die Faktorisierung nur einmal gemacht werden
muss.

50.4. CHoLresky-Faktorisierung

Jede positiv definite HErmiTEsche Matrix hat
eine CHoLESKY-Zerlegung A = R*R, wobei R
eine obere Dreiecksmatrix mit reeller positiver
Diagonale ist. Die CnoLsexy-Faktorisierung
wird mit chol berechnet: R=chol (A). Hier ein
Beispiel.

1 [>> A = pascal(3) ‘

2 |A =
3 1 1 1
4 1 2 3
5 1 3 6
6 |>> R = chol(A)
7 |[R =
8 1 1 1
9 0 1
10 0 0 1
Und die Probe:
1 [>> R’*R
2 |ans =
3 1 1 1
4 1 2 3
5 1 3 6

Beachten Sie, dass chol nur die obere Drei-
ecksmatrix einschlieBlich der Diagonalen von
A zur Faktorisierung verwendet. Ist die Ma-
trix A nicht positiv definit, so erhélt man ei-
ne Fehlermeldung. Tatsdchlich ist die Funkti-
on chol gegeignet um zu iiberpriifen, ob eine
Matrix positiv definit ist. Ist nach dem Aufruf
[R,p]l=chol(A) p gleich Null, so ist A posi-
tiv definit. Siehe doc chol fiir weitere Detail
zum Ausgabeargument p.

50.5. QR-Faktorisierung

Eine QR-Faktorisierung einer (m,n)-Matrix
A ist eine Faktorisierung der Form A =
OR, wobei Q eine (m, m)-unitidre und R eine
(m, n)- obere Dreicksmatrix ist. Diese Faktori-
sierung wird zum Losen linearer Ausgleichs-
aufgaben und zur Konstruktion einer orthonor-
malen Basisfiir den Spaltenraum von A ein-
gesetzt. Die Anweisung [Q,R] = qr(A) be-
rechnet die Faktorisierung. Ist m > n, so
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gibt die Anweisung [Q,R] = qr(A,0) ,,wirt-
schaftlichere* Matrizen zuriick. Man spricht
auch von reduzierter QR-Zerlegung. Die Ma-
trix Q hat nur n Spalten und die Matrix R hat n

Zeilen und n Spalten. Wir geben ein Beispiel.

1 (> A=[100;110; 111];
2 |>> [Q,R] = qr(A)

3 1Q =

4 -0.5774 0.8165 -0.0000
5 -0.5774 -0.4082 -0.7071
6 -0.5774 -0.4082 0.7071
7 |[R =

8 -1.7321 -1.1547 -0.5774
9 0 -0.8165 -0.4082
10 0 0 0.7071

Hier noch die Probe:

1 |>> Q*R

2 |ans =

3 1.0000 0.0000 -0.0000
4 1.0000 1.0000 0.0000
5 1.0000 1.0000 1.0000

Aufgabe 100 (QR-Faktorisierung) Berechnen

Sie von der Matrix

-~
I
[ =

die QR- und die reduzierte QR-Faktorisierung.

Losung: Esist

N = O =

— O

N

>> [Q,R] = qr(A)

1
2 |Q =

3 -0.5000 0.6708 0.5000
4 -0.5000 0.2236 -0.5000
5 -0.5000 -0.2236 -0.5000
6 -0.5000 -0.6708 0.5000
7

8 0.2236
9 -0.6708
10 0.6708
1 -0.2236

R =

-2.0000 -1.0000 -3.0000

14 ® -2.2361 -2.2361
15 0 0 2.0000
16 0 0 0
und
1 |>> [Q,R] = qr(A,0)
2 |Q =
3 -0.5000 0.6708 0.5000
4 -0.5000 0.2236 -0.5000
5 -0.5000 -0.2236 -0.5000
6 -0.5000 -0.6708 0.5000
7 |[IR =
8 -2.0000 -1.0000 -3.0000
9 ® -2.2361 -2.2361
10 0 0 2.0000

In der orthogonalen Matrix @ fehlt nun die
letzte Spalte und in der Dreiecksmatrix R die
letzte Nullzeile. © ........................ ©

50.6. Singuldrwertzerlegung

Die Singuldrwertzerlegung (Singular Value
Decomposition, kurz: SVD) einer (m,n)-
Matrix A hat die Form A = USV*, wo-
bei U eine unitdre (m, m)-Matrix, S eine re-
elle (m, n)-Diagonalmatrix und V eine unitére
(n, n)-Matrix ist. Die Diagonalelemente von S
sind die singuldren Werte s; mit s; > sp >

* 2 Smin{mun = 0. Die Anweisung [U, S, V]
= svd(A) berechnet eine Singulidrwertzerle-
gung. Gibt man nur eine Ausgabevariable an,
so ist dies der Vektor, der aus den singuld-
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ren Wert besteht. Die Anweisung [U,S,V]
= svd(A,0) liefert eine reduzierte Singulér-
wertzerlegung (economy size), wenn m > n
ist. Dann ist U eine (m, n)-Matrix mit ortho-
normalen Spalten und S hat die GroBe (n, n).
Die Anweisung [U,S,V] = svd(A,’econ’)
liefert das gleiche Ergebnis wie [U,S,V] =
svd(A,®), wenn m > n ist, ist aber m < n,
so hat V die GroBe (n, m) mit orthonormalen
Spalten, und S ist quadratisch mit Ordnung m.

Hier ist ein Beispiel [7]]:

1> A=1[121-2;4231];
2 [>> [U,S,V] = svd(A,’econ’)
3|0 =

4 -0.3583 -0.9336

5 -0.9336 0.3583

6 |S =

7 5.7839 0

8 0 2.5586

9 |V =

10 -0.7076 0.1952

11 -0.4467 -0.4497

12 -0.5462 0.0552

13 -0.0375 0.8698

Die Funktionen rank, null und orth berech-
nen den Rang, eine orthonormale Basis fiir den
Nullraum und eine orthonormale Basis fiir den
Spaltenraum der Argumentmatrix. Alle drei
Funktionen basieren auf der Singuldrwertzer-
legung, wobei Ein Toleranzwert proportional
zu eps verwendet wird, um zu entscheiden,
wann ein singuldrer Wert als Null betrachtet
werden kann. Wir geben ein Beispiel.

1> A=11-11;100; 111; 12
4];

2 [>> [U,S,V] = svd(A)

3 |U =

4 -0.1517 0.8959 -0.3525

5 -0.0612 0.4013 0.6207
6 -0.3215 0.0406 0.6671
7 -0.9327 -0.1861 -0.2134
8

9 0.2236

10 -0.6708

1 0.6708

12 -0.2236

13 [S =

14 4.8956 0 0

15 0 1.6942 0

16 0 0 1.0784
17 0 0 0

18 |V =

19 -0.2997 0.6798 0.6693
20 -0.4157 -0.7245 0.5498
21 -0.8587 0.1135 -0.4997
2 |>> rank(A)

23 |ans =

24 3

25 | >> null(A)

26 |Ans =

27 Empty matrix: 3-by-0

28 |>> orth(A)

2 |ans =

30 -0.1517 0.8959 -0.3525
31 -0.0612 0.4013 0.6207
kY -0.3215 0.0406 0.6671
33 -0.9327 -0.1861 -0.2134

Aufgabe 101 (SVD [3]]) Berechnen Sie eine
Singuldarwertzerlegung der Matrix

1 1
A=|11
00

Losung: Esist

1 |>> [U,S,V] = svd(A)
2 |U =

3 -0.7071
4 -0.7071

-0.7071 0
0.7071 0
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5 0 0 1.0000
6 |S =

7 2.0000 0

8 0 0.0000

9 0 0

0 |V =

1 -0.7071 0.7071

12 -0.7071 -0.7071

Man erkennt, dass die Matrix A den Rang 1
hat; die singuldren Werte sind s;; = 2 und
$20=0.0 . ©

Die verallgemeinerte Singulidrwertzerlegung
(Generalized Singular Value Decomposition,
kurz: GSVD) einer (m, p)-Matrix A und ei-
ner (n, p)-Matrix B hat die Form A = UCX™,
B = VSX*, C°C + §*S = E, wobei U
und V unitir sind, X reguldr, und C und D
sind reelle Diagonalmatrizen mit nichtnega-
tiven Diagonalelementen. Die Zahlen c;;/s;;
sind die verallgemeinerten singuldren Werte.
Diese Zerlegung wird in MarLaB wie folgt
erreicht: [U,V,X,C.S] = gsvd(A,B). Siehe
doc gsvd (help gsvd) fiir weitere Details.

50.7. Pseudoinverse

Die Pseudoinverse ist die Verallgemeinerung
der Inversen fiir Matrizen A, die singulédr oder
nicht quadratisch sind ([5]]). Die mathemati-
sche Notation ist A*. Sie wird in MAaTLAB
mit pinv berechnet. Die Pseudoinverse wird
mit Hilfe der Singuldrwertzerlegung berech-
net. Beispiele ([5]]):

1 [> A=1T[20; 0 0];
2 |>> pinv(A)

3 |ans =

4 0.5000 0

5 0 0
6 |>> B = [2; 4];

7 |>> pinv(B)
8

9

ans =
0.1000 0.2000
o |> C=1[20; 0 3; 0 0];
1 |>> pinv(C)
2 |ans =
13 0.5000 0 0
14 0 0.3333 0

50.8. Eigensysteme

Die effiziente numerische Berechnung von Ei-
gensystemen (Eigenwerte und Eigenvektoren)
ist ein komplexer Akt. Die MarLaB-Funktion
eig vereinfacht diesen Losungsprozess, indem
sie die Anzahl der Eingabematrizen, sowie de-
ren Struktur und die Ausgabe beriicksichtigt.
Sie unterscheidet intern zwischen 16 verschie-
denen Algorithmen:

e Standardproblem (eig(A)) oder verallge-
meinertes Problem (eig(A,B)),

e reelle oder komplexe Matrizen A und B,

o symmetrische/HErMiTESChe Matrizen A und
B mit B positiv definit oder nicht,

¢ sind Figenvektoren gewiinscht oder nicht.
Beispiele findet man in Abschnitt[48.6]

50.9. Iterative Methoden

In diesem Abschnitt besprechen wir iterati-
ve Methoden. Solche Verfahren werden haupt-
sdchlich bei groen und moglicherweise diinn
besetzten (sparse) Problem eingesetzt; also im-
mer dann, wenn direkte Verfahren zu ineffizi-
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ent oder gar unmoglich anwendbar sind. Diinn
besetzte Matrizen behandeln wir in Abschnitt
Es gibt in MarLAB iterative Methoden fiir li-
neare Gleichungssysteme und iterative Verfah-
ren fiir Eigensysteme.

50.9.1. Tterative Methoden fiir lineare
Gleichungssysteme

Es stehen mehrere Funktionen zur Verfiigung,
um quadratische lineare Gleichungssysteme
Ax = b iterativ zu 16sen, siehe Tabelle

Funktion Methode

bicg BiCG

bicgstab BiCG stabilized

cgs CG squared

gmres GMRES

lsqr CG fiir Normalleichungen
minres Residuienm.

pcg CG mit Vorkonditionierung
qmr quasi-minimale Residuienm.
symmlq Symmetrische LQ

Tabelle 30: Iterative Methoden

Bis auf die Funktion minres, symmlg und
pcg sind alle Funktionen auf beliebige Matri-
zen A anwendbar. Fiir minres und symmlq
muss A HermrTesch und fiir pcg muss A Her-
miTesch und positiv definit sein. Alle Metho-

man auf x = solver(B,b,tol) mit einem
Konvergenztoleranzwert tol, der standardmi-
Big auf 1076 gesetzt ist. Konvergenz tritt ein,
wennnorm(b-A*x) <= tol*norm(b) erfiillt
ist. Das Argument A kann eine voll oder diinn
besetzt (sparse) Matrix sein, oder eine Funkti-
on, die x als Eingabe und A*x als Ausgabe hat.

Iterative Methoden benétigen gewohnlich ei-
ne Vorkonditionierung, wenn sie effizient sein
sollen. Einen guten Vorkonditionierer auszu-
wihlen, ist im Allgemeinen nicht leicht und er-
fordert meist Kenntnisse von der Anwendung,
die dahinter steckt. Die Funktionen luinc
und cholinc berechnen unvollstindige Fak-
torisierungen, die eine Moglichkeit darstellen,
Vorkonditionierer zu konstruieren; siehe doc
luinc, doc cholinc und doc bicg. Fiir
Hintergrundinformationen zu iterativen Me-
thoden der Linearen Algebra siehe [8], [10O],
(1], 18] und [22]].

Um den Umgang mit iterativen Problemldsern
zu zeigen, betrachten wir ein Beispiel, wo die
Funktion pcg Verwendung findet. Die Funkti-
on pcg realisiert eine konjugierte Gradienten-
methode mit Vorkonditionierung. Fiir A ver-
wenden wir eine positiv definite symmetri-
sche Matrix, die WATHEN-Matrix aus der Hig-
HAMschen Matrizensammlung. Es handelt sich
um eine zufillige diinn besetzte finite Elemen-
tematrix, siche doc gallery.

den verwenden Matrix-Vektor Produkte Ax ' |>> A = gallery(’wathen’,12,12);
bzw. A*x und bendtigen die Matrixelemen- 2 |>> T = length(A)
te von A nicht explizit. Bis auf gemres (sie- > _4 a1

. .4
he unten) l}aben alle Fu.nkt19nen den glei- | b = el 19
chen Funktionsaufruf. Die einfachste Form .. 3 - pegea,b);
ist x = solver(B,b), wobei solver eine ; |pcg stopped at iteration 20
Funktion aus Tabelle ist. Alternativ kann without
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s |converging to the desired
tolerance

9 | 1e-006 because the maximum number
10 |of iterations was reached.

11 |The iterate returned (number 19)

12 |has relative residual 0.12

13 |>> x = pcg(A,b,le-6,100);

14 |pcg converged at iteration 92 to a
15 | solution with relative residual

16 |9.8e-007

Im ersten Aufruf haben wir nur die System-
matrix A und die rechte Seite b eingegeben
und gesehen, dass die konjugierte Gradien-
tenmethode nicht konvergiert mit standardma-
Big eingestellten 20 Iterationen und dem stan-
dard Abbruchkriterium von 107, Ein erneuer-
te Versuch fiihrt nach 92 Iterationen zum Er-
folg, wobei wir die Iterationsgrenze auf 100
gesetzt haben. Der Toleanzwert 10~® wurde er-
fiillt. Fiir diese Matrix kann man zeigen, dass M
= diag(diag(A)) ein guter Vorkonditionie-
rer ist. Ubergeben wir der Funktion pcg diese
Matrix als fiinftes Argument, so erreichen wir
eine effiziente Reduktion in der Anzahl der Ite-
rationen:

1 |[>> [x,flag,relres,iter] = pcg(A,b
,1e-6,100,diag(diag(A)));

2 |>> flag, relres, iter
3 | flag =

4 0

s |relres =

6 8.2661e-007

7 |iter =

8 28

Beachten Sie, dass keine Bildschirmausga-
be ausgegeben wird, wenn wenn man mehr
als ein Ausgabeargument im Funktionsauf-
ruf angibt. Der Wert 0 der Variablen flag

gibt an, dass das Verfahren konvergiert ist
mit einem relativen Residuum relres =
norm(b-A*x) /nomrm(b) nach iter Iteratio-
nen.

Die anderen Funktionen der Tabelle 30 wer-
den (bis auf gmres) genauso aufgerufen und
gehandelt.

Mit doc sparfun (help sparfun) bekom-
men Sie eine komplette Liste iiber alle Funk-
tionen, die beziiglich Sparserechnungen inter-
essant sind, so auch die Funktionen fiir itera-
tive Methoden von linearen Gleichungssyste-
men.

50.9.2. Iterative Methoden fiir Eigensysteme

Die Funktion eigs berechnet auswihlbare Ei-
genwerte und Eigenvektoren des Standardei-
genwertproblems Ax = Ax oder der verall-
gemeinerten Eigenwertaufgabe Ax = ABx,
wobei B eine reelle symmetrische positiv de-
finite Matrix ist. Im Gegensatz dazu berech-
net die Funktion eig immer das gesamte Ei-
gensystem, also alle Eigenwerte und Eigen-
vektoren. Wie die iterativen Loser von linea-
ren Gleichungssystemen, so benétigt eigs nur
Matrix-Vektor Produkte, das heiflt A kann ex-
plizit oder als eine Funktion, die Matrix-Vektor
ausfiihrt, angegeben werden. In der einfachsten
Form kann eigs wie eig aufgerufen werden:
[V,D] = eigs(A). Dann werden die sechs
groBten Eigenwerte und dazugehdrige Eigen-
vektoren berechnet. Siehe doc eigs fiir wei-
tere Details. Diese Funktion ist eine Schnitt-
stelle zum ARPACK Paket, siche [13]]. Als
Beispiel berechnen wir nun die fiinf groB3-
ten Eigenwerte einer diinn besetzten symme-
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trischen Matrix. Zum Vergleich verwenden wir
die Funktion eig, welche erwartet, dass die
Matrix im Speichermodus full vorliegt.

1 [>> A = delsq(numgrid(’N’,40));

2 |>> n = length(A)

3 |n =

4 1444

5 |[>> nnz(A)/n*2 %Anteil nicht Null.

6 |ans =

7 0.0034

s |>> tic, e_alle = eig(full(A)); toc

9 |Elapsed time is 10.600102 seconds.

10 |>> e_alle(n:-1:n-4)

11 |ans =

12 7.9870

13 7.9676

14 7.9676

15 7.9482

16 7.9354

17 |>> options.disp = 0; %Keine
Ausgabe.

18 [>> tic, e = eigs(A,5, LA’ ,options)
19 |>> toc %LA = Largest Algebraic

20 |Elapsed time is 1.676173 seconds.
20 [>> e

n |e =

23 7.9870
24 7.9676
25 7.9676
26 7.9482
27 7.9354

Mit den Funktion tic und toc kann man Zeit-
messungen durchfiihren. Es ist klar, dass eigs
viel schneller ist als eig und auch weniger

Speicherplatz benotigt.

50.9.3. Iterative Methoden fiir
Singuldarwertsysteme

Die Funktion, um ein paar singuldre Werte und
singulidre Vektoren einer Matrix A € C™" ite-
rativ zu berechnen, heif3t: sdvs. Die Funktion
svds verwendet dabei die Funktion eigs, in-
dem eigs auf die HErmITESChe Matrix

0, A
A" O,
angewendet wird.

50.10. Funktionen einer Matrix

Mit der Funktion expm kann man fiir eine qua-
dratische Matrix A die Matrixexponentialfunk-
tion e4, die durch

1 1
A=E+A+—AT+ AP+

2! 3!
definiert ist, berechnen. Wir geben ein Bei-
spiel, siehe Beispiel 3.5 in [S].

> A =[11; -2 4];
>> expm(A)
ans =

-5.3074 12.6965
-25.3930 32.7820

LS N

Weitere Funktionen fiir Matrixfunktionen fin-
den Sie mit help matfun.

Aufgabe 102 (Matrixfunktionen) In dieser
Aufgabe geht es um e?, wobei A eine quadra-
tische Matrix ist.

(a) Berechnen Sie ¢4 numerisch und symbo-

lisch fiir
0 -1
a0 ]
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Vergleichen Sie die Resultate mit exp (A)
bzw. exp(sym(A)). Erkldren Sie den Un-
terschied!

(b) Berechnen Sie nun symbolisch eAl 1 e R,
und deuten Sie das Ergebnis.

(c) Ist X eine quadratische Matrix, dann gilt

deXt
dt

feX’th =X

Bestitigen Sie diese Aussagen symbo-
lisch.

= XX = XX

und

In den letzten beiden Fillen werden von
den Matrixelementen die Exponentialwer-
te ausgerechnet.

(b) Esist mit A wie in (a) und

1 |>> syms t

dann

>> expm(A*t)

ans =

[ cos(t), -sin(t)]
[ sin(t), cos(t)]

E N

(c) Nach der Deklaration

1 |>> syms X t

Losung: kann man die Aussagen durch
(a) Esist \ [>> diffexpmx*t))
1 |>> A =T[0 -1; 1 0]; expm(A) z|ans =
» |lans = 3 |exp(X*t)*X
3 0.5403 -0.8415
4 0.8415  0.5403 und
5 [>> expm(sym(A)) . e
1 |>> int(expm(X*t)*X)
6 |ans = -
2 |ans =
7 | [ cos(l), -sin(1)] 3 |exp@x*t)
8 |[ sin(1), cos(1)]
_ bestitigen.
Dagegen ist aber o
1 |>> exp(A) . .
, |ans = Aufgabe 103 (Matrixfunktionen) Berechnen
\ 1.0000 0.3679 Sie die Matrix e4, t € R fiir folgenden Ma-
4 2.7183  1.0000 trizen:
1 0
a) A=
und ® [0 2 ]
1 |>> exp(sym(A)) (b) A= 01 ]
2 |ans = 10 0
5 (L 1, exp(-1)] [0 1
4 | [ exp(1), 1] (c) A=
| -1 0
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010
dA=[{0 0 1
0 0O
01
© A4 ‘[ 1 0}
Losung: Man erhilt:
[ ¢ 0
@M=" 62’}
[ 1 ¢
Ar _
(b) e = 01 ]
ar | cost sint
© ™ = | —sins cost ]
(1t )2
@ et=[0 1 1
|0 0 1
Ar _ | coshz sinht
(©) e = | sinhr cosht}
O e e ©

51. Mehr zu Funktionen

Funktionen spielen in MATLAB eine sehr grof3e
Rolle. Seit MarLaB 7 ergaben sich diesbeziig-
lich einige Neuerungen. Wir wollen deshalb in
diesem Abschnitt mehr zu MaTLAB-Funktionen
sagen. Eine erste Einfiihrung findet man in Ab-
schnitt 441

51.1. Function-Handles

In viele Anwendungen muss man einer Funk-
tion als Argument eine andere Funktion iiber-
geben. In Abschnitt[39haben wir Beispiele be-
trachtet. Gewohnlich macht man dies mit ei-
nem Function-Handle. Ein Function-Handle ist

ein MarLaB-Datentyp, der alle notwendigen In-
formationen enthilt, um eine Funktion auszu-
werten. Ein Function-Handle wird erzeugt, in-
dem man das @-Zeichen vor einen Funktions-
namen stellt.

Wir zeigen die Funktionsweise mit der Funk-
tion ezplot, die den Graph einer Mathemati-
schen Funktion f standardméfBig iiber dem In-
tervall [-2r, 2] zeichnet. Ist nun zum Beispiel
fun eine m-Function, so geschrieben wie es
die Funktion ezplot verlangt, dann funktio-
niert

1 | ezplot(@fun)

fun kann aber auch eine MarLaB-Funktion
sein, wie zum Beispiel sin, cos oder exp. Der
Aufruf

1 | ezplot(@cos)

zeichnet die Kosinusfunktion im Intervall
[—2m, 27].

Function-Handles wurden in MATLAB 6 einge-
fiihrt und ersetzen die frithere Syntax, nach
der ein Funktionsname als eine Zeichenket-
te (String) libergeben werden sollte, also zum
Beispiel ezplot(’cos’).

Die Idee des néchsten Beispiels ist es, den Dif-
ferenzenquotient

fx+h) - f®
h

in einer MarLaB-Funktion zu realisieren, um
diesen dann fiir ,.kleines* & als Ndherung fiir
den Differenzialquotient f’(x) zu berechnen.
Die m-Function

1 |function y = Differenzenq(f,x,h)
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2 |if nargin < 3

3 h = sqgrt(eps);

4 |end

5 |y = (£(x+h) - £(x))/h;

ist eine Implementierung des Differenzenquo-
tienten von f an der Stelle x. Geben wir nun

1 [>> Differenzenq(@sqrt,0.3)
2 |ans =
3 0.9129

ein, so erhalten wir 0.9129 als Niherung fiir
£7(0.3), wobei hier f(x) = +/x ist. Standard-
miBig haben wir 4 ~ 1.5 - 1078 gewiihlt. Soll &
groBer oder kleiner sein, so kann dies im drit-
ten Argument eingestellt werden. Dieses Bei-
spiel zeigt, die Funktionsweise eines Function-
Handles. Wir iibergeben den Function-Handle
als Argument und diese wird an den ent-
sprechenden Stellen ausgewertet. Diese direk-
te Auswertung ist neu in MarLaB 7. In fritheren
Versionen musste hier mit der Funktion feval
gearbeitet werden.

Weitere Informationen finden Sie mit doc
function_handle.

51.2. Anonymous Functions

Anonymous Functions wurde in MATLAB 7 ein-
gefithrt. Anonymous Functions stellen einen
Weg dar, eine “one line”-Funktion zu erzeu-
gen, ohne einen m-File schreiben zu miissen. In
Abschnitt[39haben wir dies bereits zum ersten
Mal gezeigt.

>> f = @(x) exp(x)-2
>> f(1)
ans =

0.7183

T N

Hier ist £ ein Function-Handle zu der An-
onymous Function. Dem @-Zeichen, welches
ein Function-Handle konstruiert, folgt in run-
den Klammern eine Liste von Eingabeargu-
menten und dannach folgt eine einfache MaT-
LAB-Anweisung. Als Function-Handle kann
die Anonymous Function dann einer anderen
Funktion iibergeben werden.

Der Ausdruck einer Anonymous Function
kann auch Variable haben, die nicht in der
Argumentenliste vorkommen. So definiert die
Anweisung

1 [>> a =
2 |>> g =

2; b =3;
@(x,y) a*x*2+b*exp(x);

den Mathematischen Funktionsterm g(x,y) =
ax’> +be* mita =2 und b = 3.

Die Anweisungen und Ausgaben

>> g(3,4)
ans =
78.2566
>> a = 10;
>> g(3,4)
ans =
78.2566

B T Y T N T

zeigen, dass die Variablenwerte so lange giiltig
bleiben, bis man die Anonymous Function neu
konstruiert.

Aufgabe 104 (Anonymous Functions) Die
Dichtefunktion f einer normalverteilten
Zufallsvariablen ist die parameterabhingige
Funktion

1 _ Ge=p?
22 xeR

fx,u,0) = e
o V2r

wobei y und o > 0 reelle Parameter (Erwar-
tungwert und Standardabweichung) sind. Die-
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se Funktion ist in der Statistics-Toolbox unter
dem Namen normpdf implementiert. Zeich-
nen Sie die Graphen der Funktionen f(:,0, 1)
und f(-,0,2) im Intervall [—4,4].

Losung: Die Anweisungen

mu = 0; sigma = 1;

f = @(x) normpdf(x,mu,sigma);
fplot(£f,[-4,4]), hold on,
sigma = 2;

f = @(x) normpdf(x,mu,sigma);
fplot(£f,[-4,4]),

[ Y N O N

erzeugen die Abbildung[d6] ©............. ©

Abbildung 46: Normalverteilungen

51.3. Subfunctions

Ein Function m-File kann weitere Funktionen
beinhalten, die man subfunctions (Unterfunk-
tionen) nennt. Diese konnen in einem m-File in
irgendeiner Reihenfolge nach der Hauptfunk-
tion (main function, primary function) stehen.
Subfunctions sind nur der Hauptfunktion und
den anderen im m-File befindlichen Subfuncti-
ons sichtbar.

Wie Subfunctions verwendet werden konnen,
zeigen wir in den folgenden Abschnitten, siehe
zum Beispiel Abschnitt[62.2]

51.4. Nested Functions

Man kann eine und mehr Funktionen in einer
Funktion schachteln. Es muss darauf geachtet
werden, dass die end-Anweisung am Ende der
eingebauten und der Hauptfunktion steht. Es
gehort zum guten Stil, die eingebaute Funkti-
on einzuriicken.

Nested Functions haben zwei Haupteigen-
schaften:

e Eine Nested Function hat Zugriff zum
Workspace aller Funktionen in welche sie
eingebaut ist.

e Ein Function-Handle einer Nested Functi-
on speichert alle Informationen, um zu die-
ser Zugang zu haben, und dariiberhinaus al-
le Variablen der Funktionen, die die Nested
Funktion beinhalten.

Ein Beispiel einer Nested Function zeigt das
folgende Listing:

function RationalBsp(x)
a=1;b=2;c=1; d=-1;
Differenzeng(@Rational,x)
function r = Rational(x)
r = (atb*x)/(c+d*x);
end
end

BT Y Y N

Das Beispiel zeigt, wie eine parameterabhén-
gige Funktion einer anderen Funktion iiber-
geben werden kann. Die Funktion Rational
ist parameterabhingig und wird der Funktion
Differenzenq iibergeben. Die Variablen a,
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b, c und d des Workspace der Hauptfunkti-
on RationalBsp sind der Funktion Rational
bekannt und die Werte werden der Funktion
Differenzenq ordungsgemil} weitergereicht:

1 [>> RationalBsp(2)
2 |ans =
3 3.0000

Das Ergebnis ist korrekt, denn fiir den gebro-
chen rationalen Funktionsterm f(x) = (1 +
2x)/(1 = x) gilt f'(x) = 3/(1 —x)?, also f'(2) =
3.

Nested Functions sind neu seit MATLAB 7.

51.5. Overloaded Functions

Overloaded Functions sind mehrere Functi-
ons gleichen Namens, bei denen anhand der
Argumentliste oder der Klassenzugehorigkeit
entschieden wird, welche auszufiihren ist. Sie
wurden mit der Objektorientierung von MAT-
LAB in den neusten Versionen eingefiithrt und
dienen dazu, alternative Implementierungen
fiir unterschiedliche Datenobjekte anzubieten.
Zum Beispiel wird mit help rank eine Be-
schreibung der Funktion rank angezeigt und
gegen Ende wird mit

1 Overloaded methods:

2 sym/rank

angegeben, dass sie auch fiir weitere Imple-
mentierungen in anderen Objekten existiert.

51.6. Private Functions

Private Functions dienen dazu, eigene Imple-
mentierungen einer bereits existierenden Func-

tion gleichen Namens bereitszustellen, ohne
die Originalfunktion umzubenennen oder 16-
schen zu miissen. Dazu muss die private Func-
tion in einem Unterverzeichnis des Arbeitsver-
zeichnisses mit dem Namen private gespei-
chert werden. Da MartLAB bei der Suche nach
Funktionen immer zuerst nach solchen Unter-
verzeichnissen sucht, bevor die im Suchpfad
gespeicherten Verzeichnisse durchsucht wer-
den, ist sichergestellt, dass die selbst definierte
(private) Funktion vor der Originalfunktion ge-
funden und ausgefiihrt wird. Man sollte es aber
vermeiden, das Unterverzeichnis mit dem Na-
men private in den Suchpfad aufzunehmen.

51.7. Beispielhafte Funktionen

Der wahrscheinlich beste Weg gute MATLAB-
Funktionen zu schreiben, besteht darin, sich
Beispiele von vorbildlich geschriebenen Funk-
tionen anzusehen und sich daran zu ori-
entieren. Solche Funktionen werden natiir-
lich mit MarLaB mitgeliefert. Schauen Sie
sich diese an! Mit type <Funktionsname>
bekommen Sie ein Listing und mit edit
<Funktionsname> konnen Sie die Funktion
in den Matlab-Editor laden. Hier sind ein paar
Beispiele:

e cov: Verwendung von varargin

e var: Uberpriifung der Argumente

e hadamard: Aufbau einer Matrix

why: Subfunctions

fminbnd: Schleifenkonstruktionen

quad, quadl: Rekursive Funktionen

gsvd: Subfunctions
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e ode45: Verwendung von varargin und
varargout

52. Lineare Ausgleichsaufgaben

Lineare Ausgleichsaufgaben konnen mit Mat-
LAB auf mehrere Arten gelost werden. Zum
Einem ist da der \-Operator (Backslash-
Operator), siche Abschnitt 48.4]und Abschnitt
49.1.2

Lineare Ausgleichsprobleme mit polynomia-
ler Modellfunktion kénnen alternativ mit der
Funktion polyfit und interaktiv aus jeder Fi-
gure unter Tools Basic Fitting gelost werden.
Siehe auch Abschnitt[53]

Lineare Ausgleichsaufgaben mit linearen Ne-
benbedingungen werden in Abschnitt be-
handelt.

Nichtlineare Ausgleichsaufgaben werden in
Abschnitt [70] besprochen.

53. Polynome

Polynome haben in der Mathematik eine grof3e
Bedeutung. Im wissenschaftlichen Rechnen
benutzt man sie, um kompliziertere Funktionen
durch einfachere anzunéhern. Polynome lassen
sich einfach differenzieren und integrieren, und
man weill, wie man numerische Nidherungen
fiir die Nullstellen findet. Numerische Schwie-
rigkeiten konnen auftreten, wenn man mit Po-
Iynomen hoherer Ordnung arbeitet.

In MatLaB gibt es eine Reihe von Funktionen,
die es ermoglichen, effizient mit Polynomen zu
arbeiten. Zum symbolischen Rechnen mit Po-

lynomen siehe Abschnitt

53.1. Darstellung von Polynomen

Polynome werden in MarLAB durch einen Zei-
lenvektor reprasentiert, wobei die Koordinaten
die Koeflizienten des Polynoms darstellen. Die
Reihenfolge ist absteigend festgelegt, das heif3t
die erste Koordinate des Vektors ist der Koef-
fizient des Monoms hochster Ordnung und die
letzte Kooordinate ist der Koeffizient des kon-
stanten Terms des Polynoms. Zum Beispiel re-
prasentiert der Zeilenvektor [1 -8 2 1 12]
das Polynom py(x) = x* — 8x° + 2x% + x — 12;
[2 0 1] stellt das Polynom po(x) = 2x> + 1
dar. Beachten Sie, dass Nullkoeffizienten mit-
gefiihrt werden miissen.

>> pl = [1 -8 21 -12]
pl =

1 -8 2 1
>> p2 = [2 0 1]
p2 =

2 0 1

-12

L Y S N O

53.2. Nullstellen von Polynomen

Ist ein Polynom als Zeilenvektor dargestellt, so
erlaubt die Funktion roots, die Nullstellen des
Polynoms zu berechnen, das heif3t diejenigen
Werte zu bestimmen, fiir die das Polynom den
Wert Null annimmt. roots (p2) berechnet die
Nullstellen des Polynoms 2x? + 1, gibt sie als
Spaltenvektor zuriick und weist diese der Va-
riablen r zu.

1 [>> r = roots(p2)
2 |r =
3 0 + 0.7071i
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4 0 - 0.7071i ‘

Kennt man die Nullstellen eines Polynoms,
nicht aber das Polynom selbst, so kann man mit
der Funktion poly das Polynom konstruieren.
Da ein Polynom aber durch seine Nullstellen
nur bis auf ein Vielfaches eindeutig bestimmt
ist, wahlt MarLaB das Polynom mit Koeffizient
1 im hoéchsten Monom.

poly(r) berechnet aus den Nullstellen in r
das Polynom x> + 1/2.

1 |>> poly(r)
2 |ans =

3 1.0000 0 0.5000

Aufgabe 105 (Polynomfunktionen) Bestim-
men Sie die reellen Nullstellen folgender Po-
lynome. Zeichnen Sie diese Polynome dann in
einem geeigneten Intervall, um diese Nullstel-
len geometrisch iiberpriifen zu konnen (x € R).

@ g1(x) =x>—5x2+2x+8
(b) g2x) = x> +4x+4
(©) g3(x)=x -3x*+4x3 —dx +4

Losung:

1 |>> roots([1 -5 2 8])
2 |ans =

3 4.0000

4 2.0000

5 -1.0000

6 |>> roots([1 4 4])

7 |ans =

8 -2

9 -2

10 [>> roots([1 -3 4 0 -4 4])
11 ans =

12 -1.0000

13 1.0000 + 1.0000i
14 1.0000 - 1.0000i

15 1.0000 + 1.00001
16 1.0000 - 1.00001

O ©

53.3. Multiplikation von Polynomen

Mit der Funktion conv kann man Polyno-
me miteinander multiplizieren. Das Polynom
p1(x) = x> + 2x — 3 multipliziert mit dem Po-
lynom py(x) = 2x* — x* + 3x — 4 ergibt das
Polynom p3(x) = p1(x) - pa(x) = 2% + 3x* -
500 +5x% - 17x+ 12

1 [> pl = [1 2 -3];

2 |>> p2 = [2 -1 3 -4];

3 [>> p3 = conv(pl,p2)

4 |p3 =

5 2 3 -5 5 -17 12

53.4. Addition und Subtraktion von
Polynomen

In MarLaB gibt es keine Funktion zur Ad-
dition zweier Polynome. Haben die Polyno-
me den gleichen Grad, werden die entspre-
chenden Zeilenvektoren addiert. Das Polynom
p1(x) = x*> + 2x — 3 addiert mit dem Poly-
nom p4(x) = —x2+3x—-4 ergibt das Polynom
ps(x) = p1(x) + pa(x) = 5x =7

1 [> pl = [1 2 -3];
2 |>> pd = [-1 3 -4];
3 |>> p5 = pl+p4d

4 |p5 =

5 0 5 -7

Dies setzt jedoch Vektoren gleicher Lénge, das
heiit Polynome gleichen Grades, voraus. Will
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man Polynome unterschiedlichen Grades ad-
dieren, so muss man den Zeilenvektor zum Po-
lynom kleineren Grades durch Nullen auffiil-
len. Das Polynom p;(x) = x% + 2x — 3 addiert
zu dem Polynom py(x) = 2x° — x*> + 3x — 4
ergibt pe(x) = p(1) + pa(x) = 2x> + 5x =7

1 |>> pl = [1 2 -3];

2 |>> p2 = [2 -1 3 -4];
3 |>> p6 = [0 pl]+p2

4 |pb =

5 2 0 5 -7

Die folgende MatLaB-Funktion automatisiert
diesen Prozess.

function plundp2 = addpoly(pl,p2)

1

2 | %——m e
3 |%-Addiert zwei Polynome

4 | m e
s |if nargin < 2

6 error(’Zu wenig Argumente.’)

7 |end

s |%-Stellt sicher, dass pl und p2

9 |%-Zeilenvektoren sind.

0 |pl = pl(:)’;

1 |p2 = p2(:)’;

12 |1pl = length(pl); %Ldnge von pl.
13 |1p2 = length(p2); %Ldnge von p2.
14 |plundp2 = [zeros(l,lp2-1pl) pl]l+
15 | [zeros(1l,1pl-1p2) p2];

Um die Funktion addpoly zu verstehen, be-
trachte man die folgenden Zeilen:

1 [>> addpoly(pl,p2)

1 |>> p7 = addpoly(pl,-p2)
2 | p7 =
3 -2 2 -1 1

p1(x) = x>4+2x—3 minus p(x) = 2x°—x>+3x—
4 ergibt das Polynom p7(x) = —2x3+2x%—x+1.

53.5. Division von Polynomen

Mit der Funktion deconv kann man Polynome
dividieren. Das Polynom py(x) = 200 — X2 +
3x — 4 dividiert durch das Polynom p;(x) =
x% + 2x — 3 ergibt das Polynom g(x) = 2x - 5
mit dem Restpolynom r(x) = 19x — 19.

>> p2 = [2 -1 3 -4];

1

2 |>> pl = [1 2 -3];

3 |>> [q,r] = deconv(p2,pl)
4 19 =

5 2 -5

6 |r =

7 0 0 19 -19

53.6. Ableiten von Polynomen

Die MarLaB-Funktion polyder differenziert
ein Polynom. Die Ableitung des Polynoms
pa(x) = 2x° — x? + 3x — 4 ergibt das Polynom

2 |ans = ph(x) = 6x* = 2x + 3.
3 2 0 5 -7
1 |>> p2 = [2 -1 3 -4];
Das Ergebnis ist das gleiche wie oben. Die- 2 [>> dp2 = polyder(p2)
se MarLaB-Funktion addpoly kann auch dazu 3 |dp2 =
verwendet werden, um Polynome zu subtrahie-  * 6 -2 3
ren. Dies zeigen die folgenden MatLaB-Zeilen:
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53.7. Integrieren von Polynomen

Die MarLaB-Funktion polyint integriert ein
Polynom. Die Integration des Polynoms p(x) =
6x> — 2x + 3 ergibt das Polynom ¢(x) = 2x> —
x% + 3x + ¢. Die Konstante ¢ wird Null gesetzt.

1 [>> p=[6 -2 3];
2 |>> q = polyint(p)
3|q =

4

2 -1 3 0

53.8. Auswerten von Polynomen

Polynome konnen mit der Funktion polyval
ausgewertet werden. Die folgenden Komman-
dos berechnen p(2.5) fiir das Polynom p(x) =
43 -2x* +x-17.

>p=1[4-21-7];
>> px = polyval(p,2.5)
px =

T N

45.5000

Die folgenden Befehle berechnen 100 Poly-
nomwerte fiir das Polynom p(x) = 4x3 —2x% +
x —7 zu 100 verschiedenen dquidistanten Wer-
ten im Intervall von —1 bis 4.

1> p=1[4-21-7];
2 |>> x = linspace(-1,4);

3 |>> px = polyval(p,x);

Aufgabe 106 (Polynomfunktionen) Gegeben

seien die folgenden Polynomfunktionsterme

fix) =x-3x2-x+3
frx) =x>—6x2 +12x -8
f(x) = x> —8x*+20x—16
fax) = x> =52 +7x -3
Sfs(x)=x-2

Zeichnen Sie die Polynome im Intervall [0, 4].
Benutzen Sie eingebaute MarLaB-Funktionen,
um folgende Polynome in den Punkten O und 1
auswerten zu konnen.

(@) f2(x) = 2fa(x)

(b) 3f5(x) + fo(x) = 2f3(x)
(©) /i) f3(x)

(d) fa(x)/(x=1)

Losung: Das folgende Script 16st die Aufga-
be.

1 |pl = [1 -3 -1 3];

2 |p2 = [1 -6 12 -8];

3 |p3 = [1 -8 20 -16];

4 |p4d =[1-57 -3];

s |p5 =110 0 1-2];

6 |pa = p2-2*p4;

7 |pb = 3*p5+p2-2*p3;

s |pc = conv(pl,p3);

9 |pd = deconv(p4,[1 -11);
10 |Xx = linspace(0,4);

11 |ypa = polyval(pa,x);

12 |ypb = polyval(pb,x);

13 |ypc = polyval(pc,x);

14 |ypd = polyval(pd,x);

15 |plot(x,ypa,x,ypb,Xx,ypc,x,ypd)
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53.9. Zusammenfassung

In MartLaB gibt es eine Reihe von niitzlichen
Funktionen, die dem Anwender das Arbeiten
mit Polynomen erleichtern. Dies kommt vor
allem dann zum Tragen, wenn Interpolations-
und Approximationsaufgaben behandelt wer-
den. Die Tabelle 37| fasst die Funktionen noch-
mals zusammen, siche doc polyfun (help
polyfun).

Funktion Beschreibung

conv Multipliziert Polynome
deconv  Dividiert Polynome
poly Polynom aus Nullstellen
polyder Berechnet Ableitung
polyint Berechnet Integral
polyval Berechnet Polynomwerte
roots Berechnet Nullstellen

Tabelle 31: Polynome in MATLAB

54. Polynominterpolation

Gegeben sind n Punkte in der Ebene R?, finde
ein Polynom minimalen Grades, das durch alle
Punkte geht. Ein solches Polynom hat hochs-
tens den Grad n — 1 und ist eindeutig be-
stimmt; man nennt es das Interpolationspoly-
nom. Mit der MarLaB-Funktion polyfit ist
es bequem moglich, dieses Polynom zu be-
rechnen. Als Beispiel betrachten wir die drei
Punkte (-2,-27), (0,—1) und (1,0). Gesucht
ist also ein quadratisches Polynom p,(t,x) =
X1 + xot + x31%, das die drei gegebene Punkte
interpoliert. Die folgenden MatLAB-Zeilen be-

rechnen das Polynom und stellen das Problem
grafisch dar.

t [-2 0 1];

y = [-27 -1 0];

x = polyfit(t,y,length(t)-1);
ti = linspace(min(t) ,max(t));
yi = polyval(x,ti);
plot(ti,yi,t,y,’ro’), grid on

[ Y S N O

=0 0 0.5 1

=2 =il =l

Abbildung 47: Polynominterpolation

Léasst man sich den Zeilenvektor x ausgeben,
so findet man darin die gewiinschten Koeffizi-
enten des quadratischen Polynom; man erhélt
pa(t) = =1 + 5t — 442,

55. Polynomapproximation

Die Funktion polyfit kann auch verwendet
werden, um Daten durch Polynome zu appro-
ximieren. Gegeben sind m Punkte (#;,y;), i =
1,2,...,mund gesucht ist ein Parametervektor
x € R" sodass die polynomiale Modellfunk-
tion p(f,x) = x| + xot + x31> + -+ + x, "
die gegebenen Punkte ,bestmoglichst® appro-
ximiert, wobei bestmoglichst im Sinne kleins-
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ter Fehlerquadrate zu verstehen ist:

Minimiere Y7, (v; — p(t;, X))*.
xeR”

Da die gesuchten Parameter x; in der Modell-
funktion linear vorkommen, liegt eine lineare
Ausgleichsaufgabe vor. Als Beispiel betrach-
ten wir folgende Aufgabe. Angenommen es
liegen die folgenden Messdaten vor, siehe Ta-
belle [32] Da diese Daten nahezu auf einer pa-

f Yi
0.0 29
05 27
1.0 438
1.5 53
20 7.1
25 7.6
30 7.7
35 176
40 94
45 9.0
50 9.6
5.5 10.0
6.0 10.2
6.5 9.7
7.0 83
75 84
80 9.0
85 83
9.0 6.6
9.5 6.7
10.0 4.1

Tabelle 32: Zur Polynomapproximation

rabolischen Kurve liegen, entscheiden wir uns
dafiir, ein quadratisches Polynom durch diese

Punkte zu legen. Die folgenden MarLaB-Zeilen
zeigen, wie man das Polynom zweiten Grades
findet und wie man die Ergebnisse grafisch dar-
stellen kann.

1|t = [0.0:0.5:10];

2 |y =[2.92.7 4.85.37.17.67.7
7.6 9.4 9.0 9.6 10.0 10.2 9.7
8.3 8.4 9.0 8.3 6.6 6.7 4.1];

3 |x = polyfit(t,y,2);

4 [ti = linspace(min(t) ,max(t));

5 |yl = polyval(x,ti);

¢ |plot(ti,yi,t,y,’ro’), grid on

120

o datal

100 — linear
—— quadratic
—  cubic

4th degree

801

2 a 6 8 10
Abbildung 48: Polynomapproximation

Lasst man sich den Zeilenvektor x ausgeben,
so findet man darin die gewiinschten Koeffizi-
enten des quadratischen Polynom; man erhilt
pa(t) = 2.1757 +2.6704¢ — 0.2384¢>. Diese Po-
lynom ist das beste Polynom zweiten Grades in
dem Sinne, dass es die Summe der Fehlerqua-
drate minimiert.

Die Polynomapproximation bzw. Ausgleichs-
aufgabe ist in der Statistik von besonderer Be-
deutung und wird dort unter dem Namen Re-
gressionsrechnung (Engl.:data fitting) studiert.
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56. Kubische Splineinterpolation

Fiir viele Anwendungen ist die Polynominter-
polation ungeeignet, insbesondere dann, wenn
der Grad des Interpolationspolynoms ,,grof3*
gewihlt werden muss. Abhilfe schafft in die-
sem Fall eine stiickweise polynomiale Inter-
polation, insbesondere eine kubische Splin-
einterpolation. In MarLaB kann man ein ku-
bisches Splineinterpolationspolynom mithilfe
der Funktion spline berechnen. Ein kubischer
Spline ist ein stiickweises kubisches Polynom,
das zweimal stetig differenzierbar ist. Das fol-
gende Beispiel zeigt eine kubische Splinein-
terpolation im Vergleich zu einer ungeeigneten
Polynominterpolation anhand von neun Daten-
punkte, die zur Quadratwurzelfunktion geho-
ren. Wihrend das Interpolationspolynom ach-
ten Grades zu Ozillationen fiihrt, ist eine kubi-
sche Splineinterpolation gut geignet die gege-
benen Punkte zu interpolieren.

%-Daten.

t=1[0149 16 25 36 49 64];
y=[01234567 8];
%-Polynominterpolation.

x = polyfit(t,y,length(t)-1);
ti = linspace(min(t) ,max(t));
yi = polyval(x,ti);

%-Kubische Splineinterpolation.
ys = spline(t,y,ti);

10 |plot(ti,yi,t,y,’ro’,ti,ys),

11 |grid on, axis([0,64,0,10]),

12 |legend(’Polynom’, ’Daten’,’Spline’)

[ T T N S S

10

— Polynom
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— Spline
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Abbildung 49: Kubische Splineinterpolation

57. Stiickweise lineare
Interpolation

Angenommen es sind m Punkte (#;,y;) ge-
geben. Setzt man ¢t = (#,f,...,1,) und
y = (O1,¥2,...,ym) und fithrt plot(t,y)
aus, so werden diese m Punkte geradlinig ver-
bunden, das heiit man sieht den Graph ei-
ner stiickweisen (affin) linearen Interpolations-
funktion. Mithilfe der Funktion interpl kann
man stiickweise lineare Interpolationsfunktio-
nen berechnen. Wir zeigen dies an einen Bei-
spiel. Angenommen es soll die stiickweise li-
neare Interpolationsfunktion zu den Punkten
(t;,y;) mit t = linspace(0,3,10) undy =
humps (t) berechnet werden, so kann man das
mit den folgenden Zeilen erreichen. Beach-
ten Sie, dass humps eine eingebaute MATLAB-
Funktion ist, deren Funktionsterm gegeben ist
durch hums(#) = 1/((t - 0.3)> +0.01) + 1/((t -
0.9)* + 0.04) — 6.

= linspace(0,3,10);
= humps(t);
t = linspace(min(t) ,max(t));

1|t
2|y
3 |t
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yi = interpl(t,y,tt);

plot(tt,yi,t,y, ro’,tt, humps(tt)),

grid on,

legend(’Interpolationsfunktion’,’
Punkte’, ’humps’),

FCTNC SR S

— Interpolationsfunktion
80 o Punkte
— humps

0.5 il 15 2 25 3

Abbildung 50: Lineare Interpolation

58. Nichtlineare Gleichungen (1)

In MatLaB gibt es die eingebaute Funktion
fzero zur Losung einer nichtlinearen Glei-
chung in einer Variablen. Der Algorithmus
ist eine Kombination aus dem Intervallhal-
bierungsverfahren, der Sekantenmethode und
der inversen quadratischen Interpolation. Die-
ses hybride Verfahren hat eine lange und inter-
essante Geschichte, siehe [[7]. Es ist ein guter
Algorithmus, aber leider nur fiir skalarwertige
Funktionen mit einer skalaren Variablen ein-
setzbar. Den m-File fzero findet man im Ver-
zeichnis Toolbox/MATLAB/ funfun.

Die Buckelfunktion humps hat zwei Nullstel-
len, sieche Abbildung [14] Wir berechnen diese
mit fzero.

>> fzero(@humps, 1)
ans =

1.2995
>> fzero(@humps,0)
ans =

-0.1316

o L A W N =

Das zweite Argument des Funktionsaufrufes
gibt jeweils den Startpunkt des iterativen Ver-
fahren an, xp = 1 bzw. xp = 3. Wir wol-
len f£zero noch an der nichtlinearen Gleichung
x%—4sin(x) = 0 illustrieren. Die Gleichung hat
die beiden Nullstellen: x; = O und x; =~ 1.9.
Man erhilt diese durch zum Beispiel durch

>> f = @(x)xA2-4%sin(x);
>> x1 = fzero(f,1)

x1l =

-1.2470e-026

R

bzw.

1 |>> x2 = fzero({£,3)
2 | X2 =

3 1.9338

Sie konnen sich die einzelnen Iterationsschritte
auch ausgeben lassen, indem Sie die entspre-
chende Option mit der optimset-Funktion
setzen. Dies geht wie folgt:

1 |>> options =
iter’);
2 |>> x2 = fzero(f,1,options);

optimset(’Display’,’

Mit der MarLaB-Funktion optimset konnen
Sie verschiedene Parameter (zum Beispiel Ge-
nauigkeitswerte) von Optimierungsfunktionen
setzen. Da das Losen nichtlinearer Gleichun-
gen eng verwandt ist mit dem Losen von
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Optimierungsproblemen wird auch der Name
optimset verstindlich.

Parameterabhéngige nichtlineare Gleichungen
konnen Sie ebenfalls mit fzero l6sen. Glei-
chungen mit Polynomfunktionen konnen Sie
effizient mit der Funktion roots losen. Nicht-
lineare Gleichungen mit mehr als zwei Varia-
blen sind mit der Funktion fsolve anzugehen,
siehe Abschnitt[68] Diese Funktion gehort aber
zur Optimization Toolbox und ist deshalb nur
dann verwendbar, wenn diese installiert ist.

Aufgabe 107 (Nichtlineare Gl.) Berechnen Sie
mit fzero die Losung der nichtlinearen Glei-
chung

e =x

Losung: Die Losung findet man wie folgt:

1 [>> f = @(x)exp(-x)-X;
2 |[>> x = fzero(f,2)
3 |x =
4 0.5671
(5 ©

Aufgabe 108 (Nichtlineare Gl.) Berechnen Sie
mit fzero die Losung der nichtlinearen Glei-
chung

eF+2x=0

Die Abbildung[5T]zeigt die Geometrie.
Losung: Die Losung findet man wie folgt:

1 [>> £ = @(x) exp(x)+2¥X;
2 |>> x = fzero(f,3)
3 |X =
4 -0.3517
O e ©

Aufgabe 109 (Nichtlineare Gl.) Finden Sie die

exp(x)+2 x

> =) 0 1 2
X

Abbildung 51: Graph von f(x) = ¢*+2x,x € R

positiven Nullstellen der folgenden Funktio-
nen:

(@) fi(x) =1/2¢*3 — sin(x)
(b) fo(x) = log(x + 1) — x*
© fa(x) =€ —5x°
Losung:

(a) Man zeichnet zunédchst den Graphen der
Funktion (s. Abbildung[52)) mit

f =0() 1/2%exp(x/3)-sin(x)

1| >>

2 | >>
3| >>
4 | >>

fplot (£, [0 10])
xlabel(’x’),ylabel (C £(x)’)
grid on

Die Nullstelle liegt offensichtlich im Inter-
vall [0,1]. Mit

1 |>> fzero(f,[0,1])
2 |ans =
3 0.6772

sieht man, dass die Nullstelle der Punkt
x =0.6772 ist.

(b) Wir zeichnen zunéchst den Graphen der
Funktion (s. Abbildung[53) mit
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Abbildung 52: Graph der Funktion f| im Inter-
vall [0,10]

>> £ = @(x) loglO(x+1)-x42;
>> fplot(£,[0 1])

>> xlabel(’x’),ylabel (C£(x)’)
>> grid on

E S S

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Abbildung 53: Graph der Funktion f, im In-
tervall [0,1]

Die Nullstelle liegt offensichtlich im Inter-
vall [0.3,0.5]. Mit

1 |>> fzero(£f,[0.3,0.5])
2 |ans =
3 0.3696

sieht man, dass die Nullstelle im Punkt
x =0.3696 liegt.

Statt des @-Befehls kann man auch ein
m-File verwenden, das die entsprechende
Funktion enthélt. Dazu legt man ein m-
File unter dem Namen £3.m an, dass fol-
genden Inhalt hat:

(©)

1 | function y = £3(x)
2 |y = exp(x)-5%x.42;

Mit Hilfe des Graphen der Funktion, der
durch

1 |>> fplot(@f3,[0 6])
2 |>> xlabel(’x’),ylabel("£(x)’)
3 |>> grid on

erzeugt werden kann (s. Abbildung [54),
erkennt man, dass die beiden Nullstellen

250
200¢
150f

& 100f

50f

Abbildung 54: Graph der Funktion f3 im Inter-
vall [0,6]

im Intervall [0,1] und im Intervall [4,5]
liegen. Mit

1 |>> fzero(@f3,[0,1])
2 |ans =
3 0.6053
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und

1 |>> fzero(@f3, [4,5])
> |ans =
3 4.7079

erkennt man, dass sie bei x; = 0.6053 und
xp = 4.7079 liegen.

O e ©

Aufgabe 110 (Exponentialgleichung) Berech-
nen Sie in MatLAB die Losung von

0.5 =x

Losung: Erste Moglichkeit

1 |>> solve(’0.54x=x")
2 |ans =
3 | .64118574450498598448620048211482

Die Funktion solve ist eine symbolische
Funktion, das heif3t es wird versucht, eine sym-
bolische Losung zu finden. Dies ist aber nicht
moglich, daher schaltet solve auf ein nume-
risches Verfahren um und liefert eine numeri-
sche Losung.

Zweite Moglichkeit:

>> f = @(x) 0.52x-X;
>> fzero(f,[0,1])
ans =

0.6412

T

)
v

Aufgabe 111 (Logarithmusgleichung) Berech-
nen Sie in MatLAB die Losung von

loggsx =x

Losung: Erste Moglichkeit:

1 |>> solve(’log(x)/log(0.5)-x")
2 |ans =
3 |.64118574450498598448620048211482

oder

1 |>> solve(’1In(x)/In(0.5)-x")
2 |ans =
3 |.64118574450498598448620048211482

Die Funktion solve ist eine symbolische
Funktion, das heifit es wird versucht, eine sym-
bolische Losung zu finden. Dies ist aber nicht
moglich, daher schaltet solve auf ein nume-
risches Verfahren um und liefert eine numeri-
sche Losung.

Zweite Moglichkeit:

>> f = @(x) log(x)/log(®.5)-x;

1

2 |>> fzero(f,[0.1,1])

3 |ans =

4 0.6412
L ©

Aufgabe 112 (Polynomgleichungen) Berech-
nen Sie mit roots die Losung der Polynom-
gleichung

C+6xr-11x-6=0

Losung: Die drei Losungen findet man wie
folgt:

1 |>> roots([1 6 -11 -6])

2 |ans =

3 -7.3803

4 1.8256

5 -0.4453

O © Alle drei Lésungen sind reell.
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59. Optimierung (Teil 1)

MartLaB besitzt zwei Funktionen, um zu op-
timieren: fminbnd und fminsearch. Mit
fminbnd kann man ein lokales Minimum einer
reellwertigen Funktion einer reellen Variablen
ausfindig machen und mit fminsearch kann
man eine reellwertige Funktion mehrerer Va-
riablen minimieren.

Mit der Funktion optimset konnen Sie

sich alle bei einer Optimierung ein-
stellbaren Parameter ansehen und spe-
ziell mit optimset(’fminbnd’) bzw.

optimset(’ fminsearch’) die der Funktio-
nen fminbnd bzw. fminsearch. Beachten Sie
die Analogie zu odeset.

Das Kommando x = fminbnd(fun, x1,
x2) versucht von der Funktion fun iiber dem
Intervall [x;,x;] ein lokales Minimum zu
finden. Im Allgemeinen hat eine Funktion
mehrere Minima. In MarrLaB gibt es jedoch
keine Funktion, dieses schwierige Problem
zu losen, ndmlich ein globales Minimum zu
finden.

Wollen Sie eine Funktion f maximieren statt
minimieren, dann konnen Sie —f minimieren,
da Max, f(x) = —Min,(—f(x)) ist.

Als Beispiel betrachten wir das eindimensio-
nale (univariate) Optimierungsproblem:

Minimiere sinx — cos x

X € [-m, 7]

Die Losung erhalten wie folgt:

1 |>> £ = @x)sin(x)-cos(x);
2 |>> [x,fWert] = fminbnd(f,-pi,pi)
3 |X =

4 -0.7854
5 | filert =
6 -1.4142

Der von fminbnd verwendete Algorithmus ist
eine Kombination des goldenen Schnittes und
parabolischer Interpolation.

Mit der Funktion fminsearch ist es mog-
lich, ein lokales Minimum einer reellwertigen
Funktion von n > 1 Variablen zu berechnen.
Die Syntax ist dhnlich wie die von fminbnd:
x = fminsearch(fun,x0,options), auler
dass das zweite Argument x0 ein Startvek-
tor ist anstatt eines Intervalls. Die quadratische
Funktion f(x1,x2) = x% + x% — X1x2, (x1,x2) €
R? hat in x, = (0,0) eine Minimalstelle, denn

es ist:

1> £ = @x)x(DA2+x(2)42-x(1)*x(2)
2 |[>> x = fminsearch(f,ones(2,1))

3 |x =

4 1.0e-004 *

5 -0.4582

6 -0.4717

Das  Verfahren  hinter der  Funktion

fminsearch basiert auf dem NELDER-MEAD
Simplexverfahren, eine direkte Suchmethode,
die ohne Ableitungsinformationen auskommt.

Es ist moglich, dass das Verfahren zu keinem
lokalen Minimum gelangt oder sehr langsam
konvergiert. Dagegen hat es den Vorteil, robust
gegeniiber Funktionsunstetigkeiten zu sein.

Weitere verfeinerte Algorithmen finden Sie in
der Optimization Toolbox, siehe doc optim
(help optim).

Aufgabe 113 (Optimierung) Losen Sie das
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Problem

Minimiere e* 2 + x% + x%.
x e R?

Geben Sie die Losung auf vier Nachkommas-
tellen an.

Losung: Die Losung ist x* = (x’[,x%) x
(—0.2836,0.2836) mit f(x;,x2) = 0.7281.
Mit der MarLaB-Funktion fminsearch ge-
winnt man die Losungen wie folgt. Man schrei-
be eine m-File, in dem man die Zielfunktion
definiert

1 | function f = myf(x)
2 | £ = exp(x(1D)-x(2))+x(1).22+x(2)

A2

und ruft dann die fminsearch Funktion auf.

1 [>> fminsearch(@myf,[1;1])
2 |ans =
3 -0.2836
4 0.2835
L8 ©

Aufgabe 114 (Optimierung) Losen Sie das
Problem

Minimiere ax? — bx
x€eR

mit der Parameterwahl @ = 2 und b = 4.
Losung: Die Idee dieser Aufgabe besteht dar-
in, aufzuzeigen wie man verfihrt, wenn die
Zielfunktion Parameter enthilt. Die Losung ist
x = 1 mit f(x = 1) = —2. Man erhilt die Lo6-
sung zum Beispiel wie folgt:

1 | function main
2 |clear all; close all; clc;
3 |la=2; b=4;

4 | [x,f] = fminsearch(@(x) Zielf(x,a,
b),[0.2])

5 |%-Zielfunktion.

¢ |function y = Zielf(x,a,b)

7 |y = a*x.A2-b*x;

Will man die gleiche Zielfunktion nur mit an-
deren Parameterwerten a und b optimieren, so
sind einfach die Werte 2 und 4 auszutauschen.

60. FFT

Die diskrete Fourier-Transformation (DFT) ist
eine unitére lineare Abbildung von C" nach C",
wobei einem Vektor x € C" der Vektor y =
F,x zugeordnet wird. Hierbei ist F,, € C™"
die unitidre Matrix, die die diskrete FOURIER-
Transformation beschreibt. Fiir n = 4 hat diese
die Form

F, =

—

Die schnelle Fourier-Transformation (Fast
Fourier Transform = FFT) ist ein effizientes
Verfahren um den Bildvektor y anstatt der obi-
gen Matrix-Vektor Multiplikation zu berech-
nen. Die Funktion f£ft realisiert diese Methode
und wird mity = f£ft(x) aufgerufen. Die Ef-
fizienz von £ft hangt vom Wert n ab; Primzah-
len sind schlecht, zerlegbare Zahlen sind bes-
ser und Vielfache von 2 sind am Besten. Die in-
verse FFT,x = n'F 1y, wird durch die Funkti-
on ifft ausgefithrt: x = ifft(y). Wir geben
ein Beispiel:
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>y = fft([1 1 -1 -1]17)

1
2 |y =

3 0

4 2.0000 - 2.0000i
5 0

6 2.0000 + 2.0000i
7 |>> x = ifft(y)

8 |X =

9 1

10 1

1 -1

12 -1

Aufgabe 115 (FFT, ,,Konstante*) Berechnen
Sie die diskrete Fourier-Transformation des
Vektors x = (1,1,1,1). Machen Sie sich je-
doch erst klar, was heraurauskommen sollte.
Losung: Esist

D>y o= £FE(I1 11 1D)
2 |y =
3 4 0 0 0

Die Abbildung [55] zeigt die Vektoren x =

X y

die diskrete Fourier-Transformation des Vek-
tors x = (1,0, —1,0). Uberlegen Sie jedoch zu-
erst, was herauskommen sollte.

Losung: Esist

1>y = ££ft([1 0 -1 0])
2 |y =

Aufgabe 117 (FFT, ,,Sinus®) Berechnen Sie
die diskrete Fourier-Transformation des Vek-
tors x = (0,1,0,—-1). Machen Sie sich jedoch
erst klar, was heraurauskommen sollte.
Losung: Esist

L[>y = £££([0,1,0,-1])."

2 |y =

3 0

4 0 - 2.0000i

5 0

6 0 + 2.0000i
O i e e e ©

Aufgabe 118 (FFT, ,,Sinus*) Berechnen Sie je-

15 45 weils die diskrete Fourier-Transformation
o @ x;=(41,2,1)
1 3 ®) x,=(,4,1,2)
(©) x3=(4,0,1,0,2,0,1,0)
05 15 Losung: Esist
. | |>> y1 = ££t([4,1,2,1])
o)1 2 |yl =
3 8 2 4 2
4 [>> y2 = ££t([1,4,1,2]).°
Abbildung 55: Zu Aufgabe [118] s |y2 = .
6
(1,1,1,Dundy = (4,0,0,0). ©.......... ° ! 2 2l
Aufgabe 116 (FFT, ,,Kosinus*) Berechnen Sie o 0 + 21
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0 |>> y3 = £ft([4,0,1,0,2,0,1,0]).°
n|y3 =

12 8

13 2

14 4

15 2

16 8

17 2

18 4

19 2

O e e ©

Es existieren in MarLaB auch Funktionen
zur mehrdimensionalen diskreten Fouri-
er-Transformation: Siehe doc fft2 (help
fft2), doc fftn (help fftn), doc ifft2
(help ifft2) und doc ifftn (help
ifftn).

Die FFT-Algorithmen in MarLAB werden durch
das Softwarepaket FFTW (the "Fastest Fouri-
er Transform in the West") realisiert. Dieses
Paket ist ein Beispiel einer adaptiven Softwa-
re in dem Sinne, dass dieses dafiir sorgt, dass
die Ausfithrungszeit am schnellsten ist, unab-
hingig davon auf welcher Computerumgebung
man sich gerade befindet. Die Funktion fftw
stellt Parameter zur Verfiigung um diesen Pro-
zess zu tunen, sieche doc fftw (help fftw).

Bemerkungen zur Kkontinuierlichen FOURIER-
Transformation findet man im Abschnitt|67.20)

61. Integration

Unter numerischer Integration versteht man die
Berechnung einer Approximation an bestimm-
te Integrale der Form fa b f(x)dx. MATLAB stellt
die beiden Funktionen quad und quadl als ad-

aptive Integrationsfunktionen zur Verfiigung.
Sie berechnen eine Nédherung an das bestimm-
te Integral fa b f(x)dx. Hierbei miissen die Inte-
grationsgrenzen a und b endlich sein und der
Integrand f(x) darf im Intervall [a,b] keine
Singularitidten besitzen.

Wir diskutieren die Funktion quad; quadl
funktioniert analog. Ein Aufruf der Form

1 [quad(fun,a,b)

berechnet das bestimmte Integral. Der Inte-
grand fun kann sowohl in einem m-File als
auch als @-Funktion definiert werden. Er muss
jedoch in vektorisierter Form vorliegen, so
dass ein Vektor zuriickgegeben werden kann,
wenn das Argument x von f ein Vektor ist.

Wegen

1 |>> quad(@humps,0,1)
2 |ans =
3 29.8583

ist der Flacheninhalt unter dem Graph von
humps im Intervall [0, 1] ungeféahr gleich 30.
Die Abbildung[56]zeigt die Geometrie in Form

Abbildung 56: Fliche unter humps in [0, 1]
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von Graph und Flédcheninhalt. Die Abbildung
wurde dabei mit folgenden Anweisungen er-
stellt:

1 [>> x = linspace(0,1);

2 |>> y = humps(x);

3 |>> area(x,y, FaceColor’,’r’,
LineWidth’,2, ’EdgeColor’,’b’);

Das bestimmte Integral

1
f x“dx
0

kann von MatLAB nicht exakt (symbolisch) be-
rechnet werden.

>> Syms X

>> f = xAx;

>> int(£,0,1)

Warning: Explicit integral could
not be found.

> In sym.int at 58

ans =

int(x*x,x =0 .. 1)

® N o AW N =

Das Integral wird unveridndert als nichtbere-
chenbar ausgegeben. Wir konnen das Integral
aber numerisch berechnen. Es ist:

1 |>> quad(@(x)x.*x,0,1)
2 |ans =
3 0.7834

Die Abbildung[57|zeigt die dazugehérige Geo-
metrie.

Aufgabe 119 (Numerische Integration) Be-
rechnen Sie die Ldnge der Zykloide
f:R - R?

t— (t—sint,1 — cost)

Abbildung 57: Fliche unter x* in [0, 1]

von t = 0 bis t = 2.
Losung: Esist f’(t) = (1 —cost,sint) und so-
mit gilt

21
L= fo Ol

27
:f \/(l—cost)2+sin2tdt
0

und damit in MATLAB

1 |[>> £ = @(t)sqrt((l-cos(t)).*2+sin(
t).72);

2 |>> quad(f,0,2%pi)

3 |ans =

4 8.0000

Aufgabe 120 (Numerische Integration) Be-

rechnen Sie
f xIn(x)dx.
2

Losung: Ist die Funktion

1 | function f = fxlog(x)
2 | f = x.%log(x);
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definiert, so erhilt man nach Eingabe von

1 |[>> quad(@fxlog,2,4)
2 |ans =
3 6.7041

eine Approximation an das zu berechnende In-
tegral.

Beachten Sie die Array-Multiplikation .* in
obiger Funktion fx1og, damit die Funktion fiir
vektorwertige Eingabeargumente korrekt funk-
tioniert. © ...... ... i ©

Die Funktion quad basiert auf der SimpsoN-
Regel, welche eine NEwTtoN-CortEs 3-Punkt Re-
gel ist, das heift sie ist fiir Polynome bis zum
Grad 3 exakt. Die Funktion quadl setzt eine
genauere Gauss-LoBarto 4-Punkt Regel mit ei-
ner 7-Punkt Kronrop Erweiterung ein. Somit
ist diese fiir Polynome bis zum Grad 5 bzw.
9 genau. Beide Funktionen arbeiten adaptiv.
Sie unterteilen das Integrationsintervall in Teil-
intervalle und verwenden iiber jedem Teilin-
tervall die zugrundeliegende Integrationsregel.
Die Teilintervalle werden aufgrund des lokalen
Verhaltens des Integranden gewihlt, wobei das
kleinste Intervall dort ausgesucht wird, wo der
Integrand sich am meisten dndert. Eine War-
nung wird ausgegeben, wenn die Teilintervalle
zu klein werden oder falls zu viele Funktions-
auswertungen gemacht werden miissen, wor-
auf oft geschlossen werden kann, dass der In-
tegrand eine Singularitit besitzt.

61.1. Mehrfachintegrale

Man spricht von einem zweifachen Integral
(Doppelintegral) wenn es die Form

f f f(x,y)dxdy
D

hat. Hierbei ist D ein beschrinktes Gebiet im
zweidimensionalen Raum R2. Ein dreifaches
Integral (Dreifachintegral) liegt vor, wenn die

Gestalt
f f f F(x,y. Ddxdydz
G

hat, wobei G ein beschrinktes Gebiet im drei-
dimensionalen Raum R3 ist. Analog sind vier-
und mehrfache Integrale definiert. Die Berech-
nung mehrfacher Integrale ldsst sich auf die
Berechnung mehrerer einfacher Integrale zu-
riickfiihren.

Doppelintegrale konnen mit dblquad nume-
risch berechnet werden. Angenommen wir
wollen das Integral

6 I
f f (" + xcos y)dxdy
y=4 Jx=0

approximieren, dann kénnen wir wie folgt ver-
fahren. Zunéchst definieren wir den Integran-
den, der nun ein Funktionsterm von zwei un-
abhingigen Variablen ist.

1 | function out = fxy(x,y)
2 out = yr2%exp(x)+x*cos(y);

Dann geben wir ein:

1 |>> dblquad(@fxy,0,1,4,6)
2 |ans =
3 87.2983
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Die Funktion, die dblquad im ersten Argu-
ment iibergeben wird, muss einen Vektor x und
einen Skalar y vertragen konnen. Zuriickge-
geben wird ein Vektor. Zusitzliche Argumen-
te fir dblquad sind moglich, um die Tole-
ranz und die Integrationsmethode zu bestim-
men. StandardméBig ist dies quad.

Aufgabe 121 (Doppelintegral) Berechnen Sie

das Integral
2l
f f (xz)dxdy
y=0 Jx=0

Losung: Esist

1 [>> dblquad(@(x,y) x.42,0,1,0,2)
2 |ans =
3 0.6667

Dreifachintegrale konnen mit triplequad be-
rechnet werden.

1 [>> triplequad(@(x,y,z) (y*sin(x)+z*
cos(x)),0,pi,0,1,-1,1)

2 |ans =

3 2.0000

Aufgabe 122 (Dreifachintegral) Berechnen Sie
das Integral

1 1 T
f f f (x*)dxdydz
z=—1 Jy=0 Jx=0

Losung: Esist

1 |>> triplequad(@(x,y,z) x.A3, 0, pi
, 0, 1, -1, D

2 |ans =

3 48.7045

O e ©

61.2. Tabellarische Daten

Eine weitere Integrationsroutine ist trapz,
welche wiederholt die Trapezregel anwendet.
Sie unterscheidet sich von quad und quadl
dadurch, dass die Eingabeargumente Vektoren
Xi, f(x;) und nicht der analytische Funktions-
term f(x) ist. Deshalb kann die Funktion auch
nicht adaptiv arbeiten. Wir zeigen die Funkti-
onsweise an einem Beispiel. Der exakte Wert
von foﬂ sin xdx ist 2. Wir bestitigen dies mit
der Funktion trapz. Hierzu diskretisieren wir
das Intervall [0, 7] gleichmaBig und berechnen
die dazugehorigen Sinusfunktionswerte, damit
die Eingabeargumente tabellarisch vorliegen.

1> x =
2 |>>y =

0:pi/50:pi;
sin(x);

Als Niherung erhalten wir somit

1 |[>> trapz(x,y)
2 |ans =
3 1.9993

Wir zeigen noch ein Beispiel fiir eine nicht
gleichméBige Diskretisierung des Intervalls
[0, ]

>> x = sort(rand(l,101)*pi);
>> y = sin(x);
>> trapz(x,y)
ans =
1.9983

LS N

Im allgemeinen sind jedoch die Funktionen
quad und quadl vorzuziehen, wenn der Inte-
grand analytisch verfiigbar ist.

Steht der Integrand f in tabellarischer Form
(t, f(t),i=1,2,...,m zur Verfiigung und ist
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man an der tabellarischen Form der Integral-
funktion J;, mit

Jy(x) = fx f(dt

interessiert, so kann man die MarLAB-Funktion
cumtrapz verwenden. Das bestimmte Integral
von t; bis zu irgendeinem Punkt x = #; wird
dann durch die Trapezregel berechnet. Der
Aufruf

1 |z = cumtrapz(t,f)

liefert einen Vektor z zuriick, der die gleiche
Linge wie t hat und in dem die Werte J;, (x =
;) fir i = 1,2,...,m stehen. Das folgende
Beispiel zeigt die Funktionsweise der Funkti-
on cumtrapz an der humps-Funktion.

1 |>> t = linspace(-1,2);
2 |>> £ = humps(t);
3 |>> z = cumtrapz(t,f);

Die Abbildung[58|zeigt den Graph der humps-

100

80

60[
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20f

-20 : ; : : :
1 -05 o0 05 1 15 2

Abbildung 58: humps-Funktion und Integral-
funktion im Intervall [—1, 2]

Funktion und den Graph der dazugehorigen

Integralfunktion, die mit cumtrapz berechnet
wurde. Die Abbildung wurde einfach mit

1 [>> plot(t,f,t,z), grid,
2 |>> legend('f’,’F_{-1}")

erzeugt.

Aufgabe 123 (Integration) Zeichnen Sie den
Graph der Integralfunktion F_3 von f(¢) =
1/V2re /2, t € R im Intervall von —3 bis 3,
und in dieselbe Figur auch den Graph von f.
Kennen Sie die Bedeutung der Funktionen f
und F_.

Losung: Die Abbildung[59]zeigt die Graphen.

Abbildung 59: Die Graphen zu Aufgabe[123]

f ist die Dichtefunktion und F_,, ist die Ver-
teilungsfunktion der Standardnormalverteilung
aus der Statistik. Der dazugehorige MATLAB-
Code ist

1 |[>> t = linspace(-3,3,500);
2 |>> £ = 1/sqrt(2*pi)*exp(-t.72/2);
3 |>> z = cumtrapz(t,f);

4 |>> plot(t,f,t,z), grid,

5 |>> legend(’f’, F_{-\infty}’)

O e ©
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61.3. Numerische uneigentliche
Integration

Die numerische Integration kann auch bei
uneigentlicher Integration eingesetzt werden,
zum Beispiel etwa fiir fooo f(x)dx. Eine Mog-
lichkeit besteht darin, einen Punkt @ zu finden,
so dass der Wert von fa * f(x)dx im Vergleich
zu foa f(x)dx vernachlissigt werden kann; man
beschréinkt sich dann auf die Berechnung des
letzten Integrals mit einer bekannten Quadra-
turformel. Wir zeigen die Idee an dem Beispiel
[ 1/x°dx = 1/4, siehe auch Aufgabe

Statt flm 1/xdx berechnen wir f17 1/x3dx. Wir
erhalten

1 [>> quad(@(x) 1./x.A5,1,7)
2 |ans =
3 0.2499

was fiir floo 1/x°dx = 1/4 eine sehr gute Nihe-
rung darstellt.

61.4. Zusammenfassung

Zusammenfassend konnen wir sagen: MAT-
LAB stellt zur numerischen Berechnung von
Integralen mehrere Funktionen zur Verfii-
gung. Liegt die zu integrierende mathemati-
sche Funktion f in analytischer Form vor,
so kann der Funktionsterm in einem m-File
oder als anonyme Funktion definiert werden.
Die MarLaB-Funktionen quad, quadl, quadv,
dblquad, triplequad und alle Funktionen
zur numerischen Losung von Differenzialglei-
chungen, siehe Abschnitt[62] kénnen dann ein-
gesetzt werden. Die Funktion quadv ist eine
vektorrielle Form der Funktion quad. Liegt der

Integrand tabellarisch vor, so sind die Funktio-
nen trapz und cumtrapz zu verwenden. Zur
symbolischen Berechnung von Integralen ste-
hen die Funktionen int und dsolve zur Ver-

fiigung, sieche Abschnitt[67.12]und [67.19}

62. Differenzialgleichungen

Eine Gleichung zur Bestimmung einer Funkti-
on heift Differenzialgleichung, wenn sie min-
destens eine Ableitung der gesuchten Funktion
enthilt. Die Ordnung der in der Differenzial-
gleichung vorkommenden hochsten Ableitung
der gesuchten Funktion heifit Ordnung der Dif-
ferenzialgleichung. Héngt die in der Differen-
zialgleichung gesuchte Funktion nur von einer
Variablen ab, so nennt man die Differenzial-
gleichung gewohnlich. Enthilt die Differenzi-
algleichung partielle Ableitungen, so heifit sie
partiell. Zum Beispiel ist die Bestimmungs-
gleichung fiir die reellwertige Funktion y einer
Variablen ¢

Y (1) = ay(®)

eine gewohnliche Differenzialgleichung. Hier-
bei ist a # 0 eine reelle Konstante. Die Glei-
chung

2
U (x, 1) = ¢y, 1)

ist eine partielle Differenzialgleichung. Ge-
sucht ist die reellwertige Funktion u# mit den
beiden unabhingigen Variablen x und ¢, wobei
¢ # 0 eine reelle Konstante ist. Siche Abschnitt
fiir symbolisches Losen von Differenzi-
algleichungen.
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62.1. Anfangswertaufgaben

In MatLaB gibt es mehrere Funktionen, um
Anfangswertaufgaben von gewohnlichen Dif-
ferenzialgleichungen numerisch zu 16sen. An-
fangswertaufgaben haben folgende Form

Ly(t) = f(t,y())

fo <t <ty
y(to) = yo ‘

AWA :{

wobei ¢ eine reelle Variable, y eine unbekann-
te vektorwertige Funktion und die gegebene
Funktion f ebensfalls vektorwertig ist. Kon-
kret kann man sich ¢ als die Zeit vorstel-
len. Die Funktion f bestimmt die gewohnli-
che Differenzialgleichung und zusammen mit
der Anfangsbedingung y(fg) = yo wird die
Anfangswertaufgabe definiert. Der einfachs-
te Weg solch ein Problem in MarLaB zu 16-
sen, besteht darin, eine Funktion zu schrei-
ben, die f auswertet und dann einen der Mart-
LAB-Loser aufzurufen. Die geringste Informa-
tion, die man dem LoOser mitteilen muss, ist
der entsprechende Funktionsname, das Inter-
vall [g, 7] wo man die Losung sucht und die
Anfangsbedingung yo. Zusétzlich kénnen wei-
tere extra Ein- und Ausgabeargumente optio-
nal angegeben werden, die mehr iiber das ma-
thematische Problem aussagen und wie es ge-
16st werden soll. Jeder einzelne Loser ist in
speziellen Situationen besonders effizient, je-
doch konnen sie prinzipiell gegeneinander aus-
getauscht werden. Im néchsten Anschnitt zei-
gen wir Beispiele, die den Loser ode45 illus-
trieren. Diese Funktion realisiert ein adaptives
RungGe-Kutta Verfahren und ist fiir die meisten
Probleme effizient.

Um das skalare (m = 1) Anfangswertproblem

0<1r<3)

AWA - Ly(0) = —y(t) = 57" sin(51)
oy =1

mit ode45 zu 16sen, kreieren wir als erstes den
m-File rSeite.m, der die rechte Seite der Dif-
ferenzialgleichung definiert.

1 | function dy = rSeite(t,y)
2 |dy = -y-5*exp(-t)*sin(5%t);

Danach machen wir folgende Eingabe

tspan = [0,3]; y0 = 1;

[t,y] ode45(@rSeite, tspan,y0);
plot(t,y,’-’), grid,

xlabel t, ylabel y(t)

W0 =

Dies erzeugt die Abbildung [60] (Beachten Sie,
dass wir beim Setzen der x- und y-Labels die
Kommando/Funktionsdualitdt ausgenutzt ha-
ben). Die Eingabeargumente von ode45 sind

0.5r

y(t)
=)

0 0.5 1 15 2 25 3

Abbildung 60: Skalares Anfangswertproblem

die Funktion rSeite, der 2-Vektor tspan,
der die Zeitspanne der Simulation spezifiziert
und der Anfangswert y0. Zwei Argumente t
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und y werden zuriickgegeben. Die t-Werte lie-
gen alle im Intervall [0,3] und y(i) appro-
ximiert die Losung zur Zeit t(i). Die Werte
t(2:end-1) werden von der Funktion ode45
automatisch gewihlt. In den Bereichen, wo
sich die Losungsfunktion rapid dndert, werden
mehr Punkte ausgewéhlt. Fiir weitere Informa-
tionen siche doc funfun (help funfun).

Mit der Funktion odel5i kann man An-
fangswertaufgaben, deren  Differenzial-
gleichung in impliziter Form vorliegt,
numerisch 16sen. Wir betrachten ein ska-
lares Problem. Die Eingabe ist entspre-
chend den anderen ODE-Funktionen:
odel5i(odefun, tspan,y0,yp0). Das
erste  Argument spezifiziert die Funktion
f(t,y,y"), das Zweite und Dritte den Simu-
lationsbereich  (Integrationsintervall) [#, 77]
bzw. den Anfangswert y(fp) und das vierte
Argument den Anfangswert der Ableitung, das
heilt y’(f9). Als Beispiel betrachten wir das
Anfangswertproblem

Y@yt +t=0

AWA :
{y(O) =1

im Intervall [7o,77] = [0,0.9]. In diesem Pro-
blem liegt die Differenzialgleichung y'(¢)y(¢) +
t = 0 in impliziter Form vor; sie ist von ers-
ter Ordnung. Ich habe diese Differenzialglei-
chung gewihlt, weil deren analytische Losung
bekannt ist und man diese so mit dem nume-
rischen Ergebnis vergleichen kann. Die allge-
meine implizite Losung von y'(1)y(t) +t = 0
ist die Kreisgleichung 7> + y*> = ¢, ¢ > 0. Wir
bestétigen dieses Ergebnis symbolisch mit der
Funktion dsolve, siche Abschnitt[67.19

T 1

>> dsolve(’Dy*y+t=0’,’t’)
ans =

(-t*2+C1)A(1/2)
-(-tr24C1)A(1/2)

w0 =

Mit der Anfangsbedingung y(0) = 1 ergibt sich
die Konstante zu 1 und die Losung ist

y(©) = V1 - £2.

Hier die Bestitigung:

1 |ytrue = dsolve(’Dy*y+t=0", y(0)=1’
, )

2 |ytrue =

3 | (-tA241)A(1/2)

Wir 16sen die Anfangswertaufgabe nun nume-
risch mit ode15i. Die Funktion f definieren
wir im m-File fuerodel5i wie folgt:

1 | function res = fuerodel5i(t,y,yp)
2 |res = yp*y+t;

Dann ergibt sich die numerische Losung durch
die Anweisungen:

1 |y® = 1; yp® = 0;

2 [t® = 0; tf = 0.9;

3 | [t,y] = odel5i(@fuerodel5i, [t® tf
1,y0,yp0);

Die Abbildung [61] zeigt die numerische und
symbolische (analytische) Losung der implizi-
ten Anfangswertaufgabe. Die Abbildung wur-
de mit den Anweisungen

1 |ezplot(ytrue,[0,0.9])
2 |hold on
3 [plot(t,y,’ro’)

erzeugt. Fiir weitere Informationen siehe doc
odel5i (help odel5i).
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Abbildung 61: Implizites
Anfangswertproblem

Die folgende Aufzdhlung gibt eine komplette
Ubersicht iiber alle AWA-Loser in MarLaB. Da-
zu wird angegeben fiir welchen Problemtyp der
Loser geeignet ist und welches Verfahren da-
hinter steht.

e ode45 fiir nicht steife Differenzialgleichun-
gen. Verfahren: Runge-Kurte-Verfahren der
Ordnungen 4 und 5

e ode23 fiir nicht steife Differenzialgleichun-
gen. Verfahren: Runge-Kutte-Verfahren der
Ordnungen 2 und 3

e odell3 fiir nicht steife Differenzialglei-
chungen. Verfahren: Explizites lineares
Mehrschrittverfahren der Ordnungen 1 bis
13

e odel5s fiir steife Differenzialgleichungen.
Verfahren: Implizites lineares Mehrschritt-
verfahren der Ordnungen 1 bis 5

e odel5i fiir implizite Differenzialgleichun-
gen. Verfahren: Implizites lineares Mehr-
schrittverfahren der Ordnungen 1 bis 5

e ode23s fiir steife Differenzialgleichun-
gen. Verfahren: Modifiziertes ROSENBROCK-

Verfahren der Ordnungen 2 und 3

e ode23t fir maBig steife Differenzialglei-
chungen. Verfahren: Implizite Trapezregel
der Ordnungen 2 und 3

e ode23tb fiir steife Differenzialgleichun-
gen. Verfahren: Implizites RUNGE-KuTTa-
Verfahren der Ordnungen 2 und 3

Nicht alle schwierigen Probleme sind steif,
aber alle steifen Probleme sind schwierig fiir
ODE-Loser, die nicht fiir steife Probleme aus-
gelegt sind.

Die Entwickler dieser Algorithmen, SHAMPINE
und REeicHELT haben Ergebnisse ihrer Arbeit in
[24] dargestellt. Die Funktionen sind so kon-
struiert, dass man sie gegeneinander leicht aus-
tauschen kann. So ist es zum Beispiel leicht
moglich den ode45-Loser aus den obigen Bei-
spielen durch einen anderen Loser auszutau-
schen. Aus [24] entnehmen wir:

The experiments reported here and others we
have made suggest that except in special
circumstances, ode45 should be the code tried
first. If there is reason to believe the problem
to be stiff, or if the problem turns out to be
unexpectedly difficult for ode45, the code
odel5s code should be tried.

62.2. Randwertaufgaben

Treten in den Bedingungsgleichungen zur ein-
deutigen Charakterisierung der Losung einer
Differenzialgleichung die Funktions- und Ab-
leitungswerte der gesuchten Funktion nicht nur
—wie bei Anfangswertproblemen (AWP)- an
einer einzigen, sondern an zwei Stellen auf,
und ist man nur an einer Losung auf dem In-
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tervall zwischen diesen beiden Stellen interes-
siert, so spricht man von einer Randwertaufga-
be (RWA) (Randwertproblem (RWP); englich:
Boundary Value Problem (BVP)).

Die Funktion bvp4c realisiert eine
Kollokationsmethode, um Zweipunkt-
Randwertaufgaben zu losen. Diese Syste-
me konnen in folgender Form geschrieben
werden:

RW%-{%y“>=f”J””

gy =0 CSTEY

Hier ist, wie auch bei Anfansgwertaufgaben,
y eine unbekannte vektorwertige Funktion und
f eine gegebene vektorwertige Funktion von
x und y. Die Losung wird auf dem Intervall
[x0, x7] erwartet und die gegebene Funktion g
spezifiziert die Nebenbedingungen. Bei Rand-
wertaufgaben ist es iiblich, die unabhéngige
Variable mit x statt mit ¢ zu bezeichnen, weil
sie bei Anwendungen meist eine Ortsvariable
ist. Dies ist auch konsistent mit der MATLAB-
Dokumentation. Das Losen von Randwertauf-
gaben ist im Allgemeinen anspruchsvoller als
das Losen von Anfangswertaufgaben. Insbe-
sondere ist es nicht ungewdhnlich, dass eine
Randwertaufgabe mehrere Losungen hat. Da-
her ist es beim Aufruf von bvp4c notwendig,
eine Schitzung fiir die Losungsfunktion mit-
anzugeben.

Als Beispiel betrachten wir die Zweipunkt-
Randwertaufgabe:

u’ = 6x

RWA :
{u(O) =0 wl)=1

Diese ist analytisch 16sbar und hat die eindeu-

tige Losung

u(x) = x.
Dies sieht man so. Die allgemeine Losung der
Differenzialgleichung u”” = 6x ist

3

u(x) =x" +cix+cp.

Die Randbedingungen bestimmen dann die
Konstanten ¢ und ¢;

0=u) =c

Il=u(l)=1+¢

= C2:0
= 6120

Wir verwenden nun bvp4c, um diese Losung
zu bestitigen. Im einfachsten Fall hat bvp4c
drei Funktionsargumente: Eine Funktion, in
der das Differenzialgleichungssystem definiert
ist, eine Funktion mit den Randbedingungen
und eine dritte Funktion, die ein Startgitter so-
wie eine Anfangsvermutung fiir die Losungs-
funktion auf diesem Gitter beinhaltet. Das Dif-
ferenzialgleichungssystem wird genauso ge-
handhabt wie bei den Anfangswertproblemen,
ndmlich als System erster Ordnung. Es ist da-
her als erstes notwendig, die Differenzialglei-
chung zweiter Ordnung in ein System erster
Ordnung umzuschreiben. Wir schreiben gleich
das ganze Randwertproblem zweiter Ordnung
in ein System erster Ordnung. Mit den Defini-
tionen y;(x) = u(x) und y,(x) = u’(x) erhalten
wir die Randwertaufgabe erster Ordnung:

Y (x) = y2(x)
RWA : {y/(x) = 6x
y1(0) =0,y (D) =1

Das Differenzialgleichungssystem wird nun in
der Funktion odes definiert

0<x<l1
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1 | function dydx = odes(x,y)
2 |dydx = [y(2);6%x];

Die Randbedingungen werden durch eine Re-
siduenfunktion ausgedriickt. Die beiden Rand-
bedingungen y;(0) = 0, y;(1) = 1 werden dann
wie folgt (zum Beispiel in der Funktion bcs)
programmiert:

1 | function res = bcs(yx0,yxf)
2 |res = [yx0(1);yxf(1)-1];

Als Startlosungsfunktionen wihlen wir die
Nullfunktion.

1 | function yinit = guess(x)
2 |yinit = [0;0];

Die folgenden MarLaB-Zeilen berechnet die
Losung und stellt sie grafisch dar.

1 [solinit = bvpinit(linspace(®,1,5),
@guess) ;

sol = bvp4c(@odes,@bcs,solinit);

xint = linspace(0,1);

sxint = deval(sol,xint);

plot(xint,sxint(l,:))

[ N N N

Der Aufruf der Funktion bvpinit kreiert die
Struktur solinit, welche die Daten beinhal-
tet, die durch Auswerten von guess an fiinf
dquidistanten Punkten von O bis 1 berechnet
werden; in diesem Fall alle Null.

Im Allgemeinen hat ein Aufruf von bvp4c die
Form:

1 | sol = bvp4c(@odefun,@bcfun,solinit

2 |options,pl,p2,...)

In odefun wird das Differenzialgleichungssys-
tem ausgewertet, in bcfun werden die Rand-
bedingungen ausgewertet, solinit beschreibt
den Anfangszustand, in options koénnen Op-
tionen iibergeben werden und die Eingabeargu-
mente pl, p2 erlauben zusitzliche Parameter.

Zusammenfassend sind fiir die Durchfiihrung
folgende Schritte empfehlenswert:

1. Schreiben Sie das Problem als Randwert-
problem erster Ordnung.

2. Schreiben Sie eine MarLas-Funktion, in
der das System erster Ordnung definiert ist.

3. Schreiben Sie eine Funktion fiir die Rand-
bedingungen.

4. Schreiben Sie eine Funktion fiir die Start-
niherung.

5. Rufen Sie den RWA-Loser bvp4c auf.

6. Zeigen Sie die Resultate.
Aufgabe 124 (Randwertaufgaben) Wir be-
trachten die Randwertaufgabe
RwA {0 =7
W0) =3,y(7/2) =7

(a) Zeigen Sie, dass

0<x<n/2.

y(x) = 7 sin(x) + 3 cos(x), x € [0,7/2]

die eindeutige Losung ist.

(b) Bestitigen sie (a), indem Sie die Lésung
mit der Funktion bvp4c numerisch be-
rechnen.

Losung:
(a) Die allgemeine Losung der Differenzial-

gleichung ist

y(x) = c1 sin(x) + ¢ cos(x).
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Die unbekannten Konstanten c¢; und c¢p
konnen dann aus den Randbedingungen
bestimmt werden:

3 =y(0) = ¢ sin(0) + ¢; cos(0) = ¢

und

7 =y(r/2) = ¢y sin(m/2) + ¢ cos(m/2)

=C1.

Die Losung der Randwertaufgabe ist so-
mit

y(x) = 7sin(x) + 3 cos(x), x € [0,7/2].

(b) Die numerische Losung mit der Mar-

LAB-Funktion bvp4c erledigt der folgende
Function-File:

function RWA

solinit = bvpinit(linspace(0,pi
/2,5) ,@guess);

sol = bvp4c(@odes,@bcs,solinit);

xint = linspace(0,pi/2);

sxint = deval(sol,xint);

plot(xint,sxint(1,:),’r’)

function dydx = odes(x,y)
dydx = [y(2);-y(1)];

function res = bcs(ya,yb)
res = [ya(1)-3;yb(1)-7];

function yinit = guess(x)
yinit = [0;0];

....................................... ©

62.3. Partielle Differenzialgleichungen

Mit der Funktion pdepe kann man parti-
elle Differenzialgleichungen 16sen. MATLABS
pdepe 16st eine Klasse von parabolischen bzw.
elliptischen partiellen Differenzialgleichungs-
systeme (PDE: Partial Differential Equation).
Die allgemeine Klasse hat die Form:

c(x,t,u,u)u, =
x_m(xjnf(x7 t’ ua ux))x + s(xy t7 ua ux),

wobei u die gesuchte Funktion ist. Sie hangt
von den Variablen x (Raumvariable) und ¢
(Zeitvariable) ab und kann vektorwertig sein.
Fiir die unabhiéngigen Variablen x und ¢ gilt:
Xo < x < xpund t9 < t < ty. Die Zahl m
kann die Werte O, 1 oder 2 haben, je nachdem,
ob keine, Zylinder- oder Kugelsymmetrie vor-
liegt. Die Funktion ¢ ist matrixwertig und die
FluB- bzw. Quellenfunktionen f, s sind vektor-
wertig. Anfangs- und Randbedingungen miis-
sen in folgender Form zur Verfiigung gestellt
werden. Fiir xo < x < xy und t = f) muss die
Losung gleich ug(x) sein, wobei die Funktion
u( gegeben ist. Fiir x = xo und o < t <ty muss
die Losung dem Gleichungssystem

DX, t,u) + @y (X, ) f(x, t,u,uy,) =0

geniigen, wobei die Funktionen p,, und g,
gegeben sind. Ahnlich muss fiir x = x; und
o <t<tf

Pay (X, 1u) + g, (6, D f(x, tu,uy) =0

gelten, wobei die Funktionen p,, und g, gege-
ben sind. Fiir weitere Details siche doc pdepe
(help pdepe).

Ein Aufruf von pdepe hat die allgemeine Form
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1 |sol = pdepe(m,@pdefun,@pdeic,
@pdebc, xmesh, tspan,options,pl,
p2,...);

was der Syntax von bvp4c gleicht.

Als Beispiel betrachten wir die eindimensiona-
le Wirmeleitungsgleichung

u(x, 1) = tyx(x, 1)

fir0 < x < 1und 0 < ¢ < 0.5 mit der Anfangs-
bedingung

u(x,0) = sin(rx)
und den Randbedingungen
u(0,1) =u(l,r) =0.

Dieses Problem ist mit pdepe losbar, da es
die von pdepe erlaubte Form besitzt. Es ist
m =0, cix,t,u) = 1, f(x,t,u,u,) = u, und
s(x, t,u,uy) = 0. Fiir x = x¢ sind p(x,t,u) = u
und ¢g(x,t,u) = 0 die Randbedingungen, und
fir x = xy haben wir p(x,f,u) = u und
q(x,t,u) = 0. Die Function pdeWaerme rea-
lisiert die Losung des Problems.

13 | sol = pdepe(m,@pdefun,@pdeic,
@pdebc, xmesh, tspan) ;

14 |u = sol(:,:,1);

15 | mesh(xmesh, tspan,u)

16 |xlabel(’x’), ylabel(’t’),

17 | zlabel(C’u’)

18 | H-——————mmmm e
19 | %Subfunctions.

20 |[H———mmm e
21 | function [c,f,s] =

2 pdefun(x,t,u,DuDx)

2 |%Differenzialgleichung.

2 |c = 1;

25 | £ = DuDx;

% |s = 0;

27 [ W mmm e

28 | function u® = pdeic(x)
29 |%Anfangsbedingungen.
30 |u® = sin(pi*x);

31 [ Hmmmmm e
% | function [px0®,qgx0,pxf,qxf] =

33 pdebc (x0,ul,xf,uf,t)

3 | %Randbedingungen.

35 | px® = ul;

36 |qx0 = 0;

37 |pxf = uf;

3 |qxf = 0;

- Hierbei haben wir die Funktion 1inspace ver-
1 | function pdeWaerme C )
, |%L6st die eindimensionale WArme- wendet, um ein Gitter zwischen xo und xy, so-
s |%1leitungungsgleichung mit den wie eines zwischen 7o und 7, zu erzeugen. Um
4+ |%angegebenen Anfangs- und Rand- die Losung zu plotten, haben wir mesh verwen-
5 |%bedingungen. det. Die Abbildun zeigt das Ergebnis.

gung g g g

=0; . e .
(7) I:® 0 Aufgabe 125 (Partielle DGL) Bestiitigen Sie,
s |tf = 0.5; dass
9 |x0 = 0;
0 |xf = 1;
11 | xmesh = linspace(x0,xf,40); s
12 |tspan = linspace(t®,tf,20); u(x,t) = e ™ 'sin(rx)
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Abbildung 62: Losung der PDE

eine Losung des Wirmeleitungsproblems

ur(X, 1) = (X, 1)
u(x,0) = sin(zrx)
u0,t) =u(l,r) =0

0<x<1,t=0

ist.
. . a2 .
Losung: Leiten wir u(x,f) = e ™ 'sin(nx)
nach ¢ ab, so erhalten wir die linke Seite der
Differenzialgleichung
. _ 2

u(x, ) = —n* sin(mx)e ™ .
. . 2. . .
Leiten wir u(x, t) = e ' sin(rx) zweimal nach
x ab, so erhalten wir die rechten Seite der Dif-

ferentialgleichung
Upe(x, 1) = =7 Sin(ﬂx)e_”zt.

Da beide Seiten fiir alle x und ¢ gleich sind, ist
alles gezeigt. ©. ..., ©

63. Statistik

Vorhersagen sind schwierig — vor allem iiber

Mit der Statistics Toolbox stehen Thnen Statis-
tikfunktionen zur Verfiigung. Die Tabelle [33]
zeigt ein paar grundlegende Funktionen fiir die
beschreibende Statistik. Ein paar Dichtefunk-

Beschreibende Statistik
corrcoef | Korrelationsmatrix
cov Kovarianzmatrix
geomean | Geometrischer Mittelwert
mad Mittlere absolute Abw.
mean Arithmetischer Mittelwert
median Zentralwert (Median)
mode Hiaufigster Wert
range Spannweite
std Standardabweichung
tabulate | Hiufigkeitstabelle
var Varianz

Tabelle 33: Grundlegende Funktionen

tionen sind in Tabelle 34] zu sehen.

Dichtefunktionen
binopdf | Binomialdichte
geopdf | Geometrische Dichte
normpdf | Normaldichte
unidpdf | Diskrete gleichméBige Dichte
unifpdf | Stetige gleichmiBige Dichte

Tabelle 34: Dichtefunktionen

Mit doc stats (help stats) erhalten Sie

die Zuknnft einen Uberblick iiber alle Funktionen der Sta-
NieLs Bonr. ftistics Toolbox.
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64. Kombinatorik

Wir zeigen, wie man in MarLAB kombinatori-
sche Probleme 16sen kann.

64.1. Fakultiten, Binomial- und
Polynomialzahlen

Die Funktion factorial berechnet die
Fakultit-Funktion #n!. Da in doppelter Genau-
igkeit nur ungefdhr 15 Stellen exakt sind, ist
das Ergebnis nur fiir n < 21 exakt richtig.
Sonst sind nur die ersten 15 Stellen exakt
genau.

1 |>> factorial(6)
2 |ans =
3 720

Eine Alternative stellt die Funktion prod dar.

1 |>> prod(1:6)
2 |ans =
3 720

Mit der Symbolic-Toolbox hat man Zugriff
auf MarLE-Funktionen, zum Beispiel auf
die Funktion factorial, die die Fakultts-
Funktion symbolisch berechnet, siche mhelp
factorial.

1 |>> maple('n!’)
2 |ans =
3 |n!

1 [>> maple(’6!’)
2 |ans =
3 | 720

da MapLE das !-Zeichen als Fakultidtszeichen
erkennt.

Die Funktion perms gibt alle Permutationen
an. Von den drei verschiedenen Objekten 1, 2
und 3 gibt es genau sechs Permutationen. Die-
se sind:

1 |>> perms(1l:3)

2 |ans =

3 3 2 1
4 3 1 2
5 2 3 1
6 2 1 3
7 1 2 3
8 1 3 2

Mit der Funktion nchoosek kann man Bino-
mialzahlen berechnen.

Aufgabe 126 (Binomialzahlen) Wie viele
Moglichkeiten gibt es aus n = 49 verschie-
denen Objekten k = 6 verschiedene Objekte
auszuwdihlen?

; :;smilple(’factor ial’,6) Losung: Es ist gibt (2) Moglichkeiten. Also
s [720 st
1 |>> nchoosek(49,6)
1 |>> syms n 2 |ans =
2 |>> maple(’ factorial’,n) 3 13983816
3 |ans =
4 |n! Demnach betréigt die Wahrscheinlichkeit beim
Lotto sechs richtige zu haben 1/13983816 =~
oder einfach 7.1511 - 10~® = 0.000000071511. ©........ ©
155 Copyright © G. Gramlich




Mit der Anweisung nchoosek(1:n,k) erhal-
ten Sie alle Anordnungsmoglichkeiten fiir &
Objekte ohne Wiederholung und ohne Beriick-
sichtigung der Reihenfolge aus n verschiede-
nen Objekten. Zum Beispiel ist dies firn = 5
und k = 3:

1 |>> nchoosek(1:5,3)
2 |ans =

3 1 2 3
4 1 2 4
5 1 2 5
6 1 3 4
7 1 3 5
8 1 4 5
9 2 3 4
10 2 3 5
1 2 4 5
12 3 4 5

Aufgabe 127 (Binomialzahlen) Geben Sie alle
Teilmengen der Menge {1,2,3,4,5, 6} mit ge-
nau vier Elementen an. Wieviel gibt es?
Losung: Esist:

>> nchoosek(1:6,4)
ans

© o N L A W N -

S
WNNNNRRRRBRR R R & @ |
BB W W wdh www NN NN NN
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Demnach gibt es

1 |>> nchoosek(6,4)

2 (ans =
3 15
Moglichkeiten. ©..................... ..., ©

Mit der MapLe-Funktion multinomial kann
man Polynomialzahlen berechnen.

Aufgabe 128 (Polynomialzahlen) Berechnen
Sie mit MATLAB (2 g 3).
Losung: Esist

>> maple(’with(combinat)’);

1

2 |>> maple(’multinomial’,8,2,3,3)
3 |ans =

4 | 560

64.2. Permutationen ohne Wiederholung

Die Anzahl der Permutationen ohne Wi-
derholung kann man mit den Funktionen
factorial, prod, MariLe-factorial und
dem MaprLE-Zeichen ! berechnen, siehe Ab-
schnitt[64.1l Die Permutationen selbst sind mit
der Funktion perms zu erhalten.

64.3. Variationen ohne Wiederholung

Die Anzahl der Variationen ohne Wiederho-
lung kann mit den Funktionen zur Berechnung
der Fakultdten und Binomialzahlen ausgerech-
net werden, siehe Abschnitt [64.T}

Angenommen wir wollen V(30,5) berechnen,
so geht das zum Beispiel wie folgt:
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1 |>> factorial(30)/factorial (30-5)
2 |ans =
3 17100720

oder aber

1 |>> factorial (5)*nchoosek(30,5)
2 |ans =
3 17100720

64.4. Kombinationen ohne Wiederholung

Siehe Abschnitt[64.1]

64.5. Permutationen mit Wiederholung

Aufgabe 129 (Permutationen m.W.) Berech-
nen Sie mit MarLAB Py (2, 3, 3).

Losung: Es ist Pw(2,3,3) = 8!/(2!-3!.3))
auszurechnen.

>> maple(’with(combinat)’);

1
2 |>> maple(’multinomial’,8,2,3,3)
3 |ans =
4 | 560
L8 ©

64.6. Variationen mit Wiederholung

Aufgabe 130 (Variationen m.W.) Berechnen
Sie mit MatLAB Vi (26, 6).
Losung: Esist Vy(n, k) = nk.

1 |>> VW = 2626
2 |[VW =
3 308915776

O e e ©

64.7. Kombinationen mit Wiederholung

Aufgabe 131 (Variationen m.W.) Berechnen
Sie mit MarLAB Ky (6, 2).
Losung: Esist Ky(n, k) = ("+i_l).

1 |>> KW = nchoosek(6+2-1,2)
2 | KW =
3 21

oder

1 [>> KW = maple(’binomial’,6+2-1,2)
2 | KW =
3 |21

64.8. Weitere Funktionen

Verfiigt man iiber die Extended Symbolic Tool-
box, also iiber alle MaPLE-Funktionen, so gibt
es das combinat-Paket. Damit stehen noch
mehr Funktionen

1 |bell binomial cartprod
2 | character Chi choose

3 |composition conjpart decodepart
4 |encodepart fibonacci firstpart
5 |graycode inttovec lastpart

6 |multinomial nextpart numbcomb

7 |numbcomp numbpart numbperm
s |partition permute powerset

9 |prevpart randcomb randpart
10 |randperm setpartition stirlingl
11 |stirling2 subsets vectoint

zur Losung kombinatorischer Probleme zur
Vefiigung, sieche mhelp combinat.
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65. Zufallszahlen

Zufallszahlen sind im wissenschaftlichen
Rechnen ein niitzliches Hilfsmittel. In vielen
Fillen werden Zufallszahlen in einer rech-
nergestiitzten Simulation eines komplexen
Problems eingesetzt, zum Beispiel bei der
Planung von Produktionssystemen oder von
GroBprojekten. Diese Simulation kann dann
auf dem Rechner immer und immer wieder
ausgefiihrt werden, und die Resultate konnen
analysiert werden. Oft werden Zufallszahlen
auch als Testdaten benutzt. Hat man zum
Beispiel einen Algorithmus entwickelt, der
ein beliebiges Gleichungssystem losen soll,
so kann man eine Matrix als auch eine rechte
Seite des Systems zum Testen des Algorithmus
mit Zufallszahlen generieren.

Zufallszahlen werden am Computer mit Hil-
fe spezieller Algorithmen berechnet. Solche
Algorithmen nennt man Zufallsgeneratoren.
Grundlegend ist dabei die Erzeugung von Zu-
fallszahlen xi, xp, ..., x,, deren Werte sich in
sehr guter Niherung wie Realisierungen von
unabhingigen auf [0, 1] gleichverteilten Zu-
fallsvariablen X;, X», ..., X, verhalten. Da
die Werte xj, x2, ..., x, tatsdchlich jedoch
berechnet werden, sind sie nicht echt zufil-
lig. Man spricht deshalb auch von Pseudo-
Zufallszahlen, die sich (fast) wie echte verhal-
ten. Mit Hilfe von gleichverteilten Zufallszah-
len lassen sich Zufallszahlen fiir andere Vertei-
lungen durch geeignete Transformationen er-
zeugen. Je nach Verteilung kann dies sehr ein-
fach oder aber auch kompliziert sein. In der
Statistik Toolbox wird Ihnen diese Arbeit ab-
genommen, siche Abschnitt[65.4]

In MartLAB gibt es zwei eingebaute Funktionen
rand und randn, mit denen man Zufallszahlen
erzeugen kann. Wir wollen im folgenden die-
se beiden Funktionen vorstellen und miteinan-
der vergleichen. Dabei werden uns ihre statis-
tischen Eigenschaften durch grafische Darstel-
lungen verdeutlichen.

65.1. Gleichverteilte Zufallszahlen

Zufallszahlen sind durch die Verteilung ih-
rer Werte charakterisiert. Zum Beispiel sind
gleichverteilte Zufallszahlen dadurch gekenn-
zeichnet, dass alle Werte der Zahlenfolge in ei-
nem bestimmten Intervall gleichverteilt liegen.
So erzeugt die Funktion rand(10,1) einen
Spaltenvektor mit 10 gleichméBig iiber das
Intervall ]O, 1[ verteilten Zufallszahlen (Ge-
naugenommen erzeugt rand eine Gleitpunkt-
zahl im abgeschlossenen Intervall [eps/2, (1 —

eps/2)]):
>> rand(10,1)

QO
=)
0n
|

eeeeeeeeeel

.9501
.2311
.6068
.4860
.8913
.7621
.4565
.0185
.8214
. 4447

© N L R W N =

Der Aufruf rand(50,2) erzeugt eine Matrix
mit 50 Zeilen und 2 Spalten mit Werten zwi-
schen O und 1. Testen Sie dies! Allgemein
erzeugt der Aufruf rand(m,n) eine (m,n)-
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Matrix mit gleichverteilten Zufallszahlen zwi-
schen O und 1.

In den Anwendungen werden oft auch Zufalls-
zahlen gesucht, die in einem anderen Inter-
vall als ]0, 1[ liegen. Mit der MarLAB-Funktion
rand ist auch dies leicht moglich. Zum Bei-
spiel erzeugt die Anweisung

1 |5 + 3*rand(n, 1)

einen Spaltenvektor mit n gleichverteilten Wer-
ten im Intervall |5, 8[.

Mit rand und der eingebauten MATLAB-
Funktion floor lassen sich auch leicht ganz-
zahlige Zufallszahllen generieren. Die Run-
dungsfunktion floor (A) rundet alle Elemen-
te von A auf die nidchstkleinere ganze Zahl
(nédchste ganze Zahl in Richtung —o0). Der
folgende Function-File realisiert das Erzeu-
gen von ganzzahligen Zufallszahlen. AuB8er der
GroBie der gewiinschten Matrix ldsst sich au-
Berdem mit k ein Intervall [-k:k] angeben,
aus dem die Zahlen zufillig erzeugt werden.
Wird k nicht angegeben, so wird k=9 gewihlt.

function A = randganz(m,n,k)

if nargin == 1, n=m; end;

if nargin < 3, k=9; end;

A = floor( (2*k+1)*rand(m,n)-k );

S N

Aufgabe 132 (Zufallszahlen) Die MATLAB-
Funktion rand(n) erzeugt eine n X n-
Matrix, deren Eintrige gleichverteilte Zufalls-
zahlen aus dem Intervall ]O, 1[ sind. Schrei-
ben Sie einen Function-File, der n X n-
Matrizen erzeugt, deren Eintrige Zahlen aus
{1,2,3,4,5, 6} sind.

Losung: Dies erreicht man zum Beispiel mit
folgender Funktion. Die Funktion ceil rundet

zur nédchsten ganzen Zahl auf (nichste ganze
Zahl in Richtung +c0).

1 |function A = randganzlbisk(m,n,k)
2 |if nargin == 1, n=m; end;
3 |if nargin < 3, k=9; end;
4 |A = ceil( k*rand(m,n) );
O e ©

65.2. Normalverteilte Zufallszahlen

Erzeugen wir Zufallszahlen mit der Funktion
rand, so treten alle Werte in einem bestimmten
Intervall gleichméBig héufig auf. In den An-
wendungen sucht man oft auch Zufallszahlen,
deren Werte nicht gleichmifig auftreten, son-
dern wo bestimmte Werte hdufiger vorkommen
als andere, man nennt sie normalverteilte Zu-
fallszahlen (auch Gausssche Zufallszahlen ge-
nannt).

In MatLAB erzeugt man normalverteilte Zu-
fallszahlen mit Mittelwert O und Varianz
1 mit der Funktion randn. Der Befehl
randn(10, 1) erzeugt zum Beispiel folgende
normalverteilte Zufallszahlen:

ans =
-0.4326
-1.6656
0.1253
0.2877
-1.1465
1.1909
1.1892
-0.0376
0.3273
0.1746

o T N o S

==

Will man eine normalverteilte n-wertige Zu-
fallsfolge mit Mittelwert 10 und Standardab-
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weichung 5 erzeugen, so erreicht man dies
durch:

1 | 10+5*randn(n, 1)

65.3. Im Vergleich: Gleich- und
normalverteilte Zufallszahlen

Histogramme bieten eine geeignete Moglich-
keit, um Zufallszahlen grafisch darzustellen.
Der Script-File

subplot(2,1,1)
yg = rand(10000,1);

hist(yg,25)

h = findobj(gca, Type’,’patch’);

set(h, 'FaceColor’,’b’, ’EdgeColor’,
W)

7 |axis([-1 2 ® 600])

s |title(’GleichmaRigverteilte

9 |Zufallszahlen’)

[ Y T N

11 |yn = randn(10000,1);

12 |Xx = min(yn):0.2:max(yn);

13 | subplot(2,1,2)

14 |hist(yn,x)

15 |h = findobj(gca,’Type’, patch’);

16 |setCh,’FaceColor’,’b’, ’EdgeColor’,
W)

17 |title(’Normalverteilte

18 |Zufallszahlen’)

Die MarLaB-Funktion hist erstellt nun das
Histogramm. Mit dieser Funktion kann man
verschiedene Ziele erreichen. Ein Aufruf wie
hist(yg,25) erzeugt ein Histogramm, das
angibt, wie oft ein Wert in einem Subinter-
vall von ]0, 1[ vorkommt. Die Zahl 25 schreibt
vor, das Intervall ]0, 1[ in 25 gleichgrofie Sub-
intervalle einzuteilen und 25 Rechtecksflichen
zu zeichnen, deren Breite die Subintervalldnge
und deren Hohe die Anzahl der Zufallswerte
in dem jeweiligen Subintervall angeben. Das
untere Histogramm in Abbildung |63|zeigt, wie

GleichmaRigverteilte Zufallszahlen
600 T T T

400

2001

[K=]

il -0.5 0 0.5 1 15 2

Normalverteilte Zufallszahlen
1000 T T T T T

500+

Abbildung 63: Zufallszahlen

sich 10000 Zufallszahlen mit Mittelwert O und
Varianz 1 dhnlich einer Gauf3schen Glocken-
kurve verteilen.

Der Skript-File

illustriert die beiden MarLaB-Funktionen rand ! |Punkte = rand(10000,2);
und randn grafisch, siche Abbildung [63] 2 subplot(1,2,1)
. . . . . 3 |plot(Punkte(:,1),Punkte(:,2),’.")
Das obere Histogramm zeigt, wie sich die . , ) . )
. e e 4 |title(’GleichmaRigverteilte
10000 Zufallszahlen gleichméBig tber das |, 17,17 755
Intervall 10, 1[ verteilen. Mit dem Befehl axis([0 1 0 1)
rand (10000, 1) wird ein Spaltenvektor mit ; |axis(’square’)
10000 Werten erzeugt und yg zugeordnet. s
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9 |Punkte = randn(10000,2);

10 | subplot(1,2,2)

11 |plot(Punkte(:,1),Punkte(:,2),’.")
12 |title(’Normalverteilte

13 |Zufallszahlen’)

14 |axis([-3 3 -3 3])

15 |axis(’square’)

erzeugt die Abbildung [64] um Unterschiede

Normalverteilte Zufallszahlen

GleichméRigverteilte Zufallszahlen
N -

e AT

Abbildung 64: Zufallszahlen

zwischen rand und randn klar zu machen.

Aufgabe 133 (Zufallszahlen) Erzeugen Sie
zehn gleichverteilte Zufallszahlen im jeweils
angegebenen Intervall

(a) zwischen 0 und 10.

(b) zwischen -1 und 1.

(c) zwischen -20 und 10.

(d) zwischen —z und 7.

Losung: Dies kann wie folgt erreicht werden.
(a) 10*rand(10,1).

(b) -1+2*rand(1,10).

(a) mit Mittelwert 1/2 und Varianz 1/12

(b) mit Mittelwert O und Varianz 1/12

(c) mit Mittelwert O und Varianz 1

(d) mit Mittelwert O und Varianz 3

Losung: Dies kann man wie folgt erreichen:
(a) rand (1000, 1)

(b) rand(1000,1)-0.5

(c) sqrt(12)*(rand(1000,1)-0.5)

(d) sqrt(3*12)*(rand(1000,1)-0.5)

mit den Funktionen mean und var konnen Sie
das iiberpriifen; am Besten mit noch mehr Zah-

Aufgabe 135 (Zufallszahlen) Erzeugen Sie

tausend normalverteilte Zufallszahlen

(a) mit Mittelwert 1.0 und Varianz 0.5.

(b) mit Mittelwert -5.5 und Standardabwei-
chung 0.25.

(c¢) mit Mittelwert -5.5 und Standardabwei-
chung 1.25.

Losung: Dies kann wie folgt erreicht werden.

(a) sqrt(0.5)*randn(1000,1)+1;.

(b) 0.25*randn(1000,1)-5.5;.

(¢) 1.25*randn(1000,1)-5.5;.

Dies gilt wegen den Transformationsformeln

fiir den arithmetischen Mittelwert bzw. fiir die

Varianz: Ist y; = ax; + b, so gilt y = ax + b und

s2Y = azsi. Hier gilt, dass die Zahlen x; den

Mittelwert null und die Standardabweichung

() -20+30*rand(1, 10). (Varianz) eins haben. © . .................. ©
(d) -pi+2¥pi*rand(1,10).
O i e e ©
Aufgabe 134 (Zufallszahlen) Erzeugen Sie
tausend gleichverteilte Zufallszahlen
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65.4. Andere Verteilungen

Wenn Sie iiber die Statistik Toolbox verfiigen,
so konnen Sie Zufallszahlen konfortabel und
interaktiv mit randtool erzeugen; fiir inge-
samt 20 verschiedene Verteilungen zum Bei-
spiel fiir die Exponential- oder Binomialvertei-
lungen. Die Abbildung[65|zeigt eine Exponen-

= Samplg '™
50 T -
40
30
Counts
20
10
0
0 2 Veﬂues 6 8
Fiesanple - E
Output | |
Close | IE

Abbildung 65: Exponentialverteilung

tialverteilung mit Erwartungwert 1.

66. Stochastische Simulationen

Eine stochastische Simulation liegt vor, wenn
es um die Losung von Problemen geht, bei
denen Zufallseinfliisse auftreten. Stochasti-
sche Simulationsmethoden werden auch Mon-
TE CARLO Methoden genannt. Solche Methoden
sind niitzlich bei:

e Nichtdeterministischen (stochastischen)

Prozessen.

e Deterministischen Systemen, die zu kompli-
ziert sind, um sie analytisch zu behandeln.

e Deterministischen Problemen, die so hoch
dimensional sind, dass Standarddiskretisie-

rungsverfahren ungeignet sind (zum Bei-
spiel MonTE CaRLo Integrationen).

Die beiden grundsitzlichen Voraussetzungen
stochastischer Simulationsmethoden sind:

e Kenntnis iiber relevante Wahrscheinlich-
keitsverteilungen.

e Unterstiitzung bei der Erzeugung von Zu-
fallszahlen.

Mit gleichverteilten Zufallszahlen konnen wir
zum Beispiel Spiele mit dem Gliicksrad am
Rechner simulieren. Wenn wir etwa die rela-
tive Haufigkeit von Werten berechnen, die im
Intervall [0.2,0.6] liegen, und mit der Wahr-
scheinlichkeit P(0.2 < X < 0.6) = 0.4 ver-
gleichen, dann sollte fiir groBeres n die relative
Hiufigkeit nach dem Gesetz grofer Zahlen mit
hoher Wahrscheinlichkeit bei 0.4 liegen. Auch
sollte die empirische Verteilungsfunktion der
gezogenen Zahlen xi, x», .. ., x, sich der [0, 1]-
Gleichverteilung annihern.

Wir ,,spielen” nun Gliicksrad am Computer,
indem wir wiederholt auf [0, 1] gleichverteilter
Zufallszahlen ziehen. Das Intervall [0, 1] wird
wie in Abbildung [66]in zehn Teilintervalle der

n=100

n=1000

Abbildung 66: Empirische Verteilungen
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Lange 0.1 zerlegt und zu jedem ,,Spiel* wird
festgelegt, in welches Teilintzervall die gezo-
gene Zufallszahl fillt. Abbildung[66|zeigt links
das resultierende Histogramm mit den relati-
ven Haufigkeiten fiir die zehn Teilklassen nach
n = 100 Spielen. Man sieht, dass die relati-
ven Hiaufigkeiten zum Teil noch deutlich von
dem zu erwartenden Wert 0.10 abweichen. Fiir
n = 1000 haben sich diese Haufigkeiten be-
reits wesentlich besser an den Wert 0.10 sta-
bilisiert. Anders ausgedriickt: Die empirische
Verteilung der gezogenen Zahlen approximiert
die wahre Gleichverteilung besser.

Aufgabe 136 (Stochastische S.) Schreiben Sie
eine Simulation, die das Volumen der Einheits-
kugel {x € R* | |x|* < 1} in R* schiitzt.
Losung: Sei

B,={xeR"||x| <1}
und sei

0 =[-111"

={xeR"||xl<1,i=1,.,n}

Dann ist B, ¢ Q. rand(n,1)*2-1 erzeugt
uniform verteilte Zufallsvariablen in Q,. Die
Wahrscheinlichkeit, dass einer dieser Vektoren
in B, ist, ist y4g3 mit Vol(Q,) = 2". Be-
trachtet man also z Zufallsvariablen, die durch
rand(n, 1) *2-1 erzeugt werden und definiert
die Variable Inside als die Anzahl derjenigen
Vektoren, die in B, liegen, so liefert Vol(Q),) -
Inside oine Schitzung fiir Vol(B,). Man nennt

Z
diese Methode Monte Carlo Methode.

Somit 16st das folgende MarLAB Script-File die
gestellte Aufgabe:

T

n=4;

Inside=0;

VolBn=zeros(500,1);

for k=1:500
A=-1+2*rand(n, 100);
Inside=Inside+sum(sum(A.A2)<=1);
VolBn(k)=Inside/(k*100)*22n;

end

plot(VolBn)

10 | VolBn(500)

o T - N o S

66.1. Niherung fiir 7

Mit stochastischen Simulationen ist es mog-
lich, Antworten auch auf nicht-stochastische
Fragestellungen zu geben. Mit einer stochas-
tischen Simulation werden wir nun eine Nihe-
rung fiir die Kreiszahl 7 = 3.14159. .. berech-
nen.

Wir denken uns zunichst folgendes Experi-
ment, wozu man eine Zielscheibe und Dart-
pfeile bendtigt. Die Zielscheibe besteht aus
einem Quadrat und einem einbeschriebenen
Kreis. Dann werfen wir nach dem Zufallsprin-
zip mit Dartpfeilen auf diese Scheibe und be-
stimmen die relative Hiufigkeit der Kreistref-
fer, das heif3t

B Anzahl der Treffer
~ Anzahl der Wiirfe

Hierbei werden nur Wiirfe gezihlt, bei de-
nen mindestens das Quadrat getroffen wurde.
Schreibt man die relativen H&ufigkeiten der
Kreistreffer auf, so stellt man fest, dass sie sich
mit zunehmender Wurfzahl dem Wert 77/4 na-
hert, denn die relative Haufigkeit 4 der Kreis-
treffer wird mit zunehmender Wurfzahl etwa

163

Copyright © G. Gramlich



dem Verhiltnis (Flicheninhalt des Kreises) zu
(Fldcheninhalt des Quadrates) entsprechen. Ist
also r der Kreisradius, so gilt: & = °r = 7 und

. 4r2
somit

=~ 4h.

Wir fithren dieses Experiment nicht real aus
(selbstverstiandlich kénnen Sie dies tun, wenn
Sie wollen), sondern simulieren es auf dem
Computer. Wie ist das moglich? Die Wahr-
scheinlichkeit eines zufélligen Ereignisses ist
die idealisierte relative Haufigkeit, mit welcher
dieses vorkommt, wenn das zugehorige Zu-
fallsexperiment sehr oft wiederholt wird. Der
folgende Script-File realisiert die Simulation.

% Script-File: Pfeilwurf.

%

% Simulation von 50 000 Pfeil-
% wiurfen zur Ndherungsberechnung
% von Pi.

AnzahlimKreis = 0;
PiNaeherung = zeros(500,1);
10 | for k=1:500

[T T N o S

1 X = -1+2*rand(100,1);

12 y = -1+2*rand (100, 1);

13 AnzahlimKreis = AnzahlimKreis
14 + sum(x.A2+y.A2<=1);

15 PiNaeherung(k) =

16 4*AnzahlimKreis/(k*100) ;
17 | end

18 |plot(PiNaeherung)
19 |title(sprintf(’Ndherung von Pi =
20 |%5.3f" ,PiNaeherung(end)));

21 | xlabel(’mal Hundert’)

Die Abbildung [67] zeigt das Ergebnis der Si-
mulation. Siehe auch Aufgabe[I83]

Naherung von Pi = 3.144

3.3

3.25

3.2

3.15

3.1

3.050 100

200 300
mal Hundert

400 500

Abbildung 67: Naherung fiir 7

66.2. Zum Ziegenproblem

In einer Spielshow ist als Hauptpreis ein Au-
to ausgesetzt. Hierzu sind auf der Biihne drei
verschlossene Tiiren aufgebaut. Hinter einer
rein zufillig ausgewihlten Tiir befindet sich
der Hauptpreis, hinter den beiden anderen je-
weils eine Ziege. Der Kandidat wihlt eine der
Tiiren, beispielsweise Tiir 1 aus; diese bleibt
aber vorerst verschlossen. Der Spielleiter, der
weil3, hinter welcher Tiir das Auto steht, 6ffnet
daraufhin mit den Worten: ,,Soll ich IThnen mal
etwas zeigen?“‘eine der beiden anderen Tiiren,
zum Beispiel Tiir 3, und eine Ziege schaut ins
Publikum. Der Kandidat hat nun die Moglich-
keit, bei seiner urspriinglichen Wahl zu bleiben
oder die andere verschlossene Tiir (in unserem
Beispiel Nr.2) zu wihlen. Er erhilt dann den
Preis hinter der von ihm zuletzt gewihlten Tiir.
In dem folgenden Skript finden Sie die Ant-
wort auf diese Frage.

1

2 |% Script-File: Ziegen

3%

4 |% Simulation des Ziegenproblems.
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28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45

% Es werden zehn Versuche mit
% jeweils zehntausend
% Durchgdangen simuliert.

%Zehn Versuche.

for i=1:10
%Zehntausend Durchgdnge.
%Zufall wird vorbereitet.
%Es wird eine (10000, 3)-Zu-
%fallsmatrix mit den Werten
% 1,2 und 3 erzeugt.
a = ceil(3*rand(10000,3));
%Zufallswahl der Autotiur A.
A =a(:,1);
%Zufdallige Erstwahl W1.
Wl = a(:,2);
%Moderator will Tir M 6ffnen.
M =a(:,3);
%M darf keine Autotir (A) sein
%und auch nicht die gewdhlte
%Tur (W1).
for j=1:10000

while ( (M(3)==A(3)) | QM)
==W1(j)) )
M(j) = ceil(3*rand(1,1));
end
end

%W2 ware die Tur, zu der nun
%gewechselt werden kann. Es
%muss sein: M+W1+W2=6.

W2 = 6-M-W1;

%Wenn W2 die Autotur ist, ein
%Punkt fiir 'Wechseln ist
%richtig’. Sonst ein Punkt fur
%’Wechseln ist falsch’, da Wil
%gleich A ist. Die Variablen R

%und F zdhlen das richtige bzw.

%falsche Wechseln.

R = sum(W2==A);

F = 10000-R;
sprintf(’Wechseln ist richtig:
%3.0f\t Wechseln ist falsch:

46 %3.0f" ,R,F)

47 subplot(2,5,1i); pie([R,F]);
4 | end

49 |%Grafische Ausgabe als

so |%Kreisdiagramm.

s1 | legend(’Wechseln ist richtig’,
52 "Wechseln ist falsch’);

66.3. Das Geburtstagsparadox

Stellen wir uns vor, dass sich in einem Raum
eine gewisse Anzahl von Personen befindet.
Wir interessieren uns dafiir, ob zwei am glei-
chen Tag Geburtstag haben. Wie viele Perso-
nen miissen vorhanden sein, damit garantiert
zwei am gleichen Tag Geburtstag haben? Das
ist eine einfache Frage: Da das Jahr 365 Ta-
ge hat, haben von 366 Personen bestimmt zwei
am gleichen Tag Geburtstag (Wir gehen auf
Schaltjahre nicht ein). Eine wesentlich inter-
essantere Frage ist: Wie viele Personen miis-
sen vorhanden sein, damit es wahrscheinlich
ist, dass zwei am gleichen Tag Geburtstag
haben? Genauer: Wie viele Personen braucht
man, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von
tiber 50% zwei am gleichen Tag Geburtstag
haben? Die Antwort ist iiberraschend: Bereits
23 Personen reichen aus, um die Wahrschein-
lichkeit fiir einen gleichen Geburtstag auf iiber
50% zu bringen. Achtung: Es ist weder danach
gefragt, dass zwei am 1. Januar Geburtstag ha-
ben oder dass jemand am gleichen Tag wie Sie
Geburtstag hat, sondern danach, ob zwei Leute
am 1. Januar oder am 2. Januar oder usw. Ge-
burtstag haben.

In einem Raum sind n Personen versammelt.
Unter der Voraussetzung, dass jedes Jahr 365
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Tage hat (es gibt keine Schaltjahre) und dass
die Geburtstage iibers Jahr gleichverteilt sind,
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mindes-
tens zwei Personen am gleichen Tag Geburts-
tag haben gegeben durch die Formel:

364363+ (365 —n+1)
36511

Fiir n = 23 ergibt sich 0.5073 = 50.73% und
fiir n = 50 bereits 0.9704 = 97.04%.

Diese Resultate der Wahrscheinlichkeitsre-
chung lassen sich simulationsmiflig bestiti-
gen. Dazu dient der folgende Script-File.

P=1

% Script-File: Geburtstag
%
% Das Geburtstagsparadox.

clear all

%kmax: Anzahl der Simulationen.

kmax = 5000;

%n: Anzahl der Personen im Raum.

for n =
[5,10,15,20,22,23,25,30,35,40,4]

© o N L AW N =

r 0;
for k=1:kmax
%Zufallszahlen zwischen 1
%und 365.
g = ceil(365*rand(n,1));
for i=1:n
a = g-g(i)*ones(n,1);
if( sum(~a)>=2 )
%Zwei Zahlen sind
%gleich.
r = r+l;
break
end
end
end

%Wahrscheinlichkeit.
p = r/kmax;

[n,p]

end

26
27
28
29

Die Ergebnisse der theoretischen Berechnun-
gen und der Simulation sind in Tabelle 35] ge-
geniibergestellt.

n  Theorie Simulation
5 0.0271 0.0248
10 0.1169 0.1118
15 0.2529 0.2526
20 04114 0.4216
22 0.4757 0.4846
23 0.5073 0.5156
25  0.5687 0.5642
30 0.7063 0.6980
35 0.8144 0.8064
40 0.8912 0.8910
45 0.9410 0.9424
50 0.9410 0.9700
55 0.9863 0.9880

»50, 53flabelle 35: Zum Geburtstagsparadox

66.4. Bestimmte Integrale

Das bestimmte Integral

1
f x“dx
0

kann von MatLAB nicht exakt (symbolisch) be-
rechnet werden, siehe Abschnitt [61} Wir kon-
nen aber mit Hilfe der Ndherung

1 1 n
f Feydx ~ =" f(xi)
0 i
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einen geschitzten Wert erhalten. Hierbei sind
x; gleichmiBig verteilte Zufallszahlen aus dem
Intervall ]0, 11.

>>n = 1000;
>> X rand(n,1);
>> y = X.MX;
>> sum(y)/n
ans =
0.7850

[ Y N O N

Somit ist also

1
f x*dx =~ 0.7850
0

67. Symbolisches Rechnen

taylortoo|

solve vpa
)

dfdx sinex

>> difFoed)
ahs=
2

[o 60X gigesinoan

taylor

ezplot
Lo sumdandizns
ek Pxe” dx
22/ 225842/ 2925842/ 7205542/ 40320%¢

limitF%.a)
SYms X

intoeexpes),0.inf)
gausselim gaussiord backsub

a%+b?=c?
fFuntool

Symbolisches Rechnen ist der Versuch, die
Methoden, die man beim Rechnen mit Papier
und Bleistift kennt, auf Computern abzubilden
und dort schlieBlich durchzufiihren.

Um mit MarLaB symbolisch rechnen zu kon-
nen, muss die Symbolic Math Toolbox instal-
liert sein.

Symbolische Rechnungen basieren auf Varia-
blen, denen nicht unbedingt Zahlen zugewie-
sen sind. Man rechnet mit Symbolen und Ter-
men, wie man es vom Rechnen mit Papier

und Bleistift kennt. Arithmetische Operatio-
nen konnen exakt durchgefiihrt werden. Au-
Berdem kann man Niherungen bis auf eine
beliebig vorgegebene gewiinschte Anzahl von
Stellen finden. Man kann Polynome oder ra-
tionale Ausdriicke symbolisch addieren, sub-
trahieren und dividieren. Ausdriicke konnen
differenziert werden und man erhilt die glei-
chen Ergebnisse, die bisher nur mit Bleistift
und Papier zu erzielen waren. Ausdriicke kon-
nen sogar unbestimmt integriert werden, sofern
sie Integrale in geschlossener Form besitzen.
Diese Moglichkeiten erleichtern das ermiiden-
de und fehlerbedrohte Manipulieren kompli-
zierter Ausdriicke, das auch hdufig das Vor-
spiel numerischer Behandlung bildet. Mit sym-
bolischem Rechnen lassen sich auch kleine-
re lineare Gleichungssysteme ohne Rundungs-
fehler 16sen. Auf jeden Fall ist symbolisches
Rechnen ein sich stindig entwickelndes Ge-
biet, dessen Bedeutung fiir das wissenschaft-
liche Rechnen zunehmen wird.

67.1. Erste Schritte

Durch

1 |>> syms x t

werden die beiden symbolischen Variablen x
und t erzeugt, mit denen man durch

1| >> 3*xA2+x*t-1
2 |ans =
3| 3%xA2+x%t-1

den Ausdruck 3x2 + xr — 1 kreiert.
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Bekanntlich ist
a? - b?

=a+b.
a-b “a

>> syms a b

>> simplify((ar2-br2)/(a-b))
ans =

a+b

T N

Es ist

(a+b+c)2:a2+b2+c2+2(ab+ac+bc)

>> syms a b c

>> expand((a+b+c)A2)

ans =
ar2+2*a*b+2*a*c+br2+2*%b*c+cA2

S N

Mit dem pretty-Befehl kann man Formeln in
etwas lesbarerer Form ausgeben.

Aufgabe 137 (expand-Funktion) Die 6. FiBo-
Naccr-Zahl ist 8. Diese kann man durch
1 (1+\/§)6 1 (1—«/5)6
V5ho2 V5r 2

berechnen. Bestétigen Sie dies.
Es ist

Losung:

1 [a =

expand(((1+sqrt(sym(5)))/2)*6)

2 |b = :axpand(((l—sqrt(sym(S)))/Z)A6)

3 simp;lify(l/sqrt(s)='=a_1/sqrt(5) *b)

Mit der Funktion simplify kénnen symboli-
sche Terme vereinfacht werden. In der Mathe-
matik lernt man die Giiltigkeit von sin(x)> +

cos(x)? = 1. Mit der Funktion simplify kann
man dies bestitigen:

>> syms X

>> simplify( sin(x)A2+cos(x)*2 )
ans =

1

S S

Substitutionen konnen mit der Funktion subs
durchgefiihrt werden. Die folgenden Anwei-
sungen substituieren cos(x) anstelle von x.

>> syms X

>> subs( sqrt(l-xA2),x,cos(x) )
ans =

(1-cos(x)A2)A(1/2)

E S S

MarLaB verfligt iiber viele eingebaute mathe-
matische Funktionen mit denen man symbo-
lisch rechnen kann. Mit diesen vordefinierten
Funktionen ist es uns dann moglich, weite-
re Funktionen zu konstruieren, indem man die
entsprechenden Funktionsterme f(x) miteinan-
der verkiipft.

Funktionsterme sind Ausdriicke, das heif3t, sie
konnen wie gewohnliche Terme erzeugt wer-
den. Angenommen wir wollen mit dem Funk-
tionsterm f(x) = 2x* + 3x + 4 arbeiten, zum
Beispiel differenzieren oder integrieren, so de-
finiert man diesen wie folgt.

1 |>> syms X
2 [>> £ = 2%xXA2+3%x+4;

Danach kann man zum Beispiel f'(x) = 4x+3
bilden.

1| >> diff(f)
2 |ans =
3 [4%x+3
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Aufgabe 138 (Rangordnung) Berechnen Sie
symbolisch:

(a) 2710/10

(b) 2+3%4

(c) 1+2/3*4.

Losung: Esist

a) >> sym(2410/10)
ans =
512/5

b) >> sym(2+3*4)
ans =
14

© o N L A W N -

c) >> sym(1+2/3%4)
ans =
11/3

= 3

©

....................................... ©

Ausdruck
V16 + cos(r/3)

V8 + 4
symbolisch und numerisch.
Losung: Symbolische Rechnung:
Sowohl

>> sym((sqrt(16)+cos(pi/3))
/(84 (1/3)+4))

1

also auch

>> (sym(sqrt(16)) + sym(cos(pi/3))
)/sym(84(1/3)+4)

1

liefert

ans =
3/4

1

2

Numerische Rechnung:
>> (sqrt(16)+cos(pi/3))/(82(1/3)

1

Aufgabe 139 (Potenzregeln) Bestitigen Sie +4)
die folgenden Rechenregeln: 2 |ans =
(@) a"-a" = a"™" 3 0.7500
(b) & =a"" O et ©
V?rwir}c;en Sie  die  Marag-Funktion Aufgabe 141 (Vereinfachen) Vereinfachen Sie
S{mp 1Ly den Ausdruck
Losung: » syms a n m
(@) | X%+ 2xy +y?
1 |>> simplify(a‘m*a*n) - 2 _ 2
x5 =y
2 |ans =
3 |ar(m+n) Losung: Mit

1 |>> syms Xy

>> simplify(a*m/a*n)
ans =
ar(m-n)

>> simplify((xA2-2%x*y+yA2)/(xA2-y
A2))

2

& it ittt s e ettt ot e tecrstcert ot eereeen oo

Aufgabe 140 (Rechnen) Berechnen Sie den

©

erhilt man

ans =
(-y+x)/ (x+y)

1

2

169 Copyright © G. Gramlich



Somit ist die Vereinfachung dann also

X%+ 2xy +y? _x-—y

Cox+y’

X2 —y2
Anmerkung: Man kann statt simplify auch
den Befehl simple verwenden. ©.......... ©

Aufgabe 142 (Multiplikation) Multiplizieren

Sie

P+x+1)-(F°=-x>+1).
Losung: Mit
1 |>> syms x
2 [>> collect( (xA2+x+1)*(xA3-x42+1))
3 |ans =
4 | XAS+x+1

sieht man, dass

Shx+1

(x2+x+ 1)-(x3—x2+1) =X
ISE O ©
Aufgabe 143 (Potenzieren) Berechnen Sie

1+ x)*.

Losung: Mit

>> Syms X

>> expand ((1+x)44)
ans =
1+4%*X+6*XA2+4%xA3+x74

T S

sieht man, dass
A+ = A +43 +6x> +4x+1
ISt O it ©

Aufgabe 144 (Faktorisieren) Faktorisieren Sie
das Polynom

S e

Losung: Mit

>> syms X

>> factor(xA6+xA4-xA2-1)
ans =

x-1D)*(1+x) *(1+xAr2) A2

w0 =

sieht man, dass

WG+ == = (x=1D-(x+1)-(Z+1)

67.2. Wie man MapLE-Funktionen
verwendet

Die Funktion maple erlaubt es, jede MAPLE-
Funktion direkt zu verwenden. Kennt man den
Namen der gewiinschten MarLE-Funktion, so
kann man mit

1 |mhelp <Name>

MaprLE-Online-Informationen erhalten. Mit

dem Aufruf

1 |>> mhelp index[function]

erhilt man eine Liste aller MapLE-Funktionen.

Als Beispiel betrachten wir den Befehl

1 [>> mhelp gcd

Da man auf diese Art die Syntax der MAPLE-
Funktion gcd erfahren hat, kann man nun die
Funktion maple benutzen, um gcd zu verwen-
den. Die folgenden Zeilen zeigen, wie man
den grofiten gemeinsamen Teiler der Polyno-
me x> — y> und x> — y3 berechnet:

1 [>> syms X ¥
2 | pl = XA2-yA2;
3 |p2 = XA3-yA3;
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4 |maple(’gcd’,pl,p2)
s |ans =
6 -y+X

Die Anweisungen

1 [>> maple(’gcd’,225,725)
2 |ans =
3 |25

bestimmen den groften gemeinsamen Teiler
von 225 und 725.

67.3. Mathematische Funktionen

MarLaB verfiigt tiber viele eingebaute Mathe-
matische Funktionen mit denen man symbo-
lisch rechnen kann. Mit diesen vordefinierten
Funktionen ist es uns dann auch moglich, wei-
tere Funktionen zu konstruieren, indem man
die entsprechenden Funktionsterme f(x) mit-
einander verkiipft.

Funktionsterme sind Ausdriicke, das heif3t, sie
konnen wie gewohnliche Terme erzeugt wer-
den. Angenommen wir wollen mit dem Funk-
tionsterm f(x) = 2x% + 3x + 4 arbeiten, zum
Beispiel differenzieren oder integrieren, so de-
finiert man diesen wie folgt.

1 [>> syms X

2 [>> £ = 2%*xXA2+3%xX+4;

Danach kann man zum Beispiel f'(x) = 4x+3
bilden.

1 |>> diff(f)
2 |ans =
3 [4%x+3

Will man einen abstrakten Funktionsterm f(x)
erzeugen, das hei3t einen Term, der irgendein

spezieller Funktionsterm sein kann, so ist das
durch die die Anweisung

1> £ = symC£(x)’)

moglich. Hierdurch wird das symbolische Ob-
jekt £ erzeugt, das wie f(x) agiert, das heil3t,
dem Objekt £ ist bekannt, dass eine unabhén-
gige Variable x existiert. Das dem so ist, zeigen
die folgenden Zeilen.

>> diff(f)

ans =
diff(£(x),x)
>> diff(f,’t’)
ans =

0

o L AW N -

Der Funktionsterm f(x) nach x abgeleitet,
ergibt f’(x) bzw. in MarLaB-Terminologie
diff(£(x),x); nach r abgeleitet ist er aber 0,
denn f(x) hangt nicht von ¢ ab.

Damit konnen wir nun den Differenzenquoti-
ent der Funktion f im Punkt X bilden

1 [>> syms xbar h

2 [>> ( subs(f,xbar+h)-subs(f,xbar) )
/h

3 |ans =

4 | (f(xbar+h)-f(xbar))/h

und dann auch die Ableitung (Differenzialquo-
tient) f’(X) im Punkt X.

1 |>> limit(ans,h,0)
2 |ans =
3 |D(E) (xbar)

Als weiteres Beispiel bestidtigen wir die Pro-
duktregel.

L |>> diff(frg)
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2 |ans =
3 | diff(£(x),x)*g(x)+f(x)*diff(g(x),x
)

Aufgabe 145 (Funktionsterme) Bestitigen Sie
die Quotientenregel

(f (x) )' _ [(0g() ~ f(0g' (%)
g(x) 2g(x)

Losung: Hier die Bestitigung:

f=symC£f&)’); g=symCgx)’");
diff(£f/g9)

ans =
diff(£(x),x)/gx)-£(x)/g(x)A2*
diff(g(x),x)

LS N T N

O e ©

Héufig hat man einen symbolischen Funkti-
onsterm definiert und mochte dann symboli-
sche oder numerische Funktionswerte berech-
nen. Als Beispiel betrachten wir den symbo-
lischen Funktionsterm f(x) = +/x. Es soll
f(2) zunéchst symbolisch ausgewertet werden;
hierbei hilft die subs-Funktion.

>> syms X
>> f = sqrt(x);
>> pretty(subs(f,sym(2)))

1/2
2

[ Y N O

Auch die numerische Funktionsberechnung
kann mit der subs-Funktion erfolgen.

1 |>> subs(f,2)
2 |ans =
3 1.4142

Wir konnen f(x) aber auch fiir mehrere x-
Werte auswerten. Numerisch:

1 |>> subs(f,[1, 2, 3, 41D
2 |ans =

3 11.0000 1.4142 1.7321 2.0000

und symbolisch:

1 |>> subs(f,sym([1, 2, 3, 41))
2 |ans =

s |01, 27(1/2), 3~(1/2), 4*(1/2)]

Mit zwei gegebenen Funktionen f und g und
den Operationen Addition, Subtraktion, Mul-
tiplikation und Division kann man die Sum-
me f + g, die Differenz f — g, das Produkt
fg und den Quotienten f/g bilden. Zusitzlich
kann man die Komposition von f und g, in Zei-
chen f o g, definieren.

Die Sinusfunktion f = sin und die Exponen-
tialfunktion g = exp sind eingebaute Funk-
tionen. Wir konnen damit die Summenfunk-
tion f + g = sin+exp oder die Verkettung
f og = e dieser beiden Funktionen bilden.
Die folgenden Anweisungen zeigen die Um-
setzung:

>> syms X

>> sin(x) + exp(x)
ans =
sin(x)+exp(x)

>> exp(sin(x))
ans =

exp(sin(x))

BT Y R N T

oder alternativ mit der Funktion compose fiir
die Komposition.

1 |>> syms X
2 | >> compose(exp(x),sin(x))
3 |ans =
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4 |exp(sin(x))

|

Wir kénnen auch (symbolische) Funktionswer-
te berechnen.

1 |>> sin(sym(1.5))
2 |ans =
3 [sin(3/2)

Den dazugehorigen numerischen Werte erhal-
ten wir durch die Anweisung

1 |>> double(ans)
2 |ans =
3 0.9975

1 [>> sin(sym(pi/4))
2 |ans =
3 11/2%24(1/2)

Wir konnen auch die Funktion subs verwen-
den, um Funktionswerte zu berechnen.

>> Syms X

>> exp(sin(x));

>> subs(ans, sym(2))
ans =

exp(sin(2))

[ N N

Der numerische Wert ist

1 |>> double(ans)

2 |ans =
3 2.4826
oder direkt

>> exp(sin(x));
>> subs(ans,2)
ans =

2.4826

N

Mit dem Befehl type ist die Uberpriifung
moglich, ob eine vorliegende Funktion f gera-
de oder ungerade ist. Eine reellwertige Funk-
tion f mit symmetrischem Definitionsbereich
Dy € R wird als gerade bezeichnet, wenn
f(x) = f(-x) fiir alle x € Dy gilt. Demnach
ist die Kosinusfunktion cos eine gerade Funk-
tion. Wir iiberpriifen diese Behauptung.

>> syms X

>> f = cos(x);

>> maple(’type’, f, evenfunc(x)’)
ans =

true

[ N

Die Exponentialfunktion exp ist dagegen we-
der gerade noch ungerade.

>> g = exp(x);

1

2 |>> maple(’type’,g, evenfunc(x)’)
3 |ans =

4 | false

5 |>> maple(’type’,g, oddfunc(x)’)
6 |ans =

7 | false

Mit der Funktion finverse kann man von der
Funktion f die Umkehrfunktion f~! finden,
genauer: man kann den Funktionsterm von f~!
berechnen. Das folgende Beispiel zeigt dies fiir
die Exponentialfunktion f(x) = e*, x € R.

>> syms X

>> f = exp(x);
>> finverse(f)
ans =

log(x)

LS N T

Die Umkehrfunktion ist somit f~!(x) = In(x),
x > 0, wobei der Definitionsbereich von MAT-
LAB nicht angegeben wird, sondern in Eigen-
verantwortung hingeschrieben werden muss.
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Ist bei der Umkehrfunktion besonders auf den
Definitionsbereich zu achten, so gibt MATLAB
eine Warnung heraus, wie folgendes Beispiel
zeigt:

>> g = XA2;

1

2 |>> finverse(g)

3 |Warning: finverse(x*2) is not

4 |unique.

s |> In C:\MATLAB6pl\toolbox\symbolic
\

¢ |@sym\finverse.m at line 43

7 |ans =

s |xXA(1/2)

Die Umkehrfunktion von der quadratischen
Funktion f(x) = x%, x € R ist die Wurzel-
funktion, der Definitionsbereich dieser ist aber
nicht ganz R, sondern Rx.

Der Stetigkeitsbegriff ist ein zentraler Begriff
der Analysis bzw. der Differenzial- und In-
tegralrechung. Die MapLe-Funktion iscount
iberpriift, ob eine vorliegende Funktion f auf
einem anzugebendem Intervall stetig ist. Die
Funktion f(x) = 1/x ist auf [1, 3] stetig, nicht
aber auf [—1, 3]. Hier die Bestétigung:

>> Syms X

>> maple(’iscont’,1/x,’x=1.
ans =

true

>> maple(’iscont’,1/x, x=-1..3")
ans =

false

.37)

N o v R W =

Stiickweise definierte Funktionen lassen sich
mit der Funktion piecewise definieren. Hier
ein Beispiel.

1 [>> f = maple(’piecewise’,’x<=0","x
!’!®<x1’!1/xy)
2 | f =

w

PIECEWISE([x, x <= 0],[1/x, 0 < X
D

4 |>> diff(f)

5 |ans =

¢ |PIECEWISE([1, x < 0],[NaN, x = 0],

7 | [-1/x22, O < x])

g [>> int(f)

9 |ans =

10 |PIECEWISE([1/2*x42, x < 0],

11 | [NaN, x = 0],[log(x), 0 < x])

67.4. Algebraische Gleichungen

Mit der Funktion solve kann man Gleichun-
gen losen. Das folgende Beispiel 16st x> — x =

>> solve('xA2-x = 0’)

1

2 |ans =
3 | [0]

4 | [1]

Findet man keine exakte symbolische Losung,
so wird die Losung in variabler Genauigkeit
ausgegeben.

1 |>> solve(’cos(x) = x7)
2 |ans =
3 1.739...87

Aufgabe 146 (Algebraische Gl.) Losen Sie die
algebraischen Gleichungen cos x = e* und e* +
27 -9 =0.

Losung: Esist

1 |>> solve(’cos(x)=exp(x)’)

2 |ans =

310

4 [>> solve('exp(x)+2*exp(-x)-9=0")
5 |ans =

6 | [ 1og(9/2+1/2%734(1/2))]
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7 | [ 1og(9/2-1/2*%732(1/2))]
s | >> double(ans)

9 |ans =

10 2.1716

11 -1.4784

Die Funktion fzero erlaubt es uns alternativ
die Nullstellen numerisch zu berechnen. Mit
dem Starwert xop = 1 (zweites Argument in
fzero) erhalten wir die Losung

1 |>> fzero(’exp(x)+2*exp(-x)-9’,1)
2 |ans =

3 2.1716
und mit dem Starwert xo = —1 die zweite Lo-
sung

1 |>> fzero(’exp(x)+2*exp(-x)-9’,-1)
2 |ans =
3 -1.4784

Aufgabe 147 (Algebraische Gl.) Berechnen
Sie die Losung der Gleichung xe* = 1.
Losung:

>> solve(’x*exp(x)=1’)
ans =
lambertw(1)
>> double(ans)
ans =
0.5671

[ Y T N

Aufgabe 148 (Algebraische Gl.) Losen Sie das
Gleichungssystem

3x2+2y=0
2x-3y>=0

Losung:

1 [>> [x,y] = solve(’3*xA2+2*y=0","2%
x-2%yA2=0")

X =

[0]

[1/9%184(2/3)]
[(1/6%18A(1/3)-1/6%1*3A(1/2)
*184(1/3))+2]
[(1/6%18A2(1/3)+1/6%i*37(1/2)
*184(1/3))42]

y =]

10 | [0]

n | [-1/3%184(1/3)]

12 | [1/6%184(1/3)-1/6%i*3A(1/2)

13 | *18A(1/3)]

14 | [1/6%18A(1/3)+1/6%1*3A(1/2)

15 | *184(1/3)]

16 |>> double(x), double(y)

© ® N o A W W

17 |ans =

18 0

19 0.7631

20 -0.3816 - 0.6609i
21 -0.3816 + 0.66091
22 |ans =

23 0

24 -0.8736

25 0.4368 - 0.75651
26 0.4368 + 0.75651
O i e e ©

67.5. Grenzwerte
Die Folge

2n+ 1
a =
" 4n

R n>1

hat den Grenzwert 1/2. Der folgende MaTLAB-
Code bestitigt dies:
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1 [>> 1limit((2*n+1)/(4*n),inf)
2 |ans =
3 11/2

Die Eurersche Zahl e = 2.7183... ist der
Grenzwert der Folge mit der Bildungsvor-
schrift (1 + 1/n)*, n > 1 fir n — oo. Die fol-
genden Anweisungen zeigen dies:

Wir konnen limit einsetzen, um die Ablei-
tung einer Funktion f an der Stelle X zu berech-
nen. Als Beispiel berechnen wir fiir die Funk-
tion f(x) = 3/x, x > 0 die Ableitung f’(2).

>> syms X

>> limit( (3/x-3/2)/(x-2) ,x,2 )
ans =

-3/4

S N

>> syms n

>> limit((1+1/n)An,inf)
ans =

exp(1)

T

Mit der Funktion limit lassen sich auch
Grenzwerte von Funktionen berechnen. Die
Tabelle 36| Moglichkeiten mit 1imit.

Mathematik MATLAB
lin(l)f(x) limit(H)
x—!
lim f(x) limit(£,x,a)
X—a

oder limit(£f,a)

)lci_)rréf(x) limit(£f,x,a,’left’)
x<0
)lci_rgf(x) limit(f,x,a,’right’)
x>0

Tabelle 36: Grenzwerte berechnen

Besitzt der Differenzenquotient
(f(x) — f(x¥)/(x — xX) der Funktion f fiir
x — X einen Grenzwert, so heifit f an der
Stelle x differenzierbar. Der Grenzwert wird
mit f’(x) bezeichnet und man schreibt

S - f(®)
——z

X

£/ = lim

X—X

Man nennt den Grenzwert auch Differenzial-
quotient und die Berechnungsmethode von

f'(%) die x-Methode.

Somit ist f'(2) = —3/4 oder

. 3/x=3/2 3
lim —— = ——
-2 x—=2 4
Anstatt die Ableitung von f an der Stelle X
mit Hilfe der x-Methode zu berechnen, ist
es manchmal zweckmiBiger die sogenannte
h-Methode einzusetzen. In diesem Fall wird
f'(x) wie folgt berechnet:
J&E+h) - f(%)
Y

f(® = lim

Fiir obiges Besipiel mit f(x) = 3/x, x > 0 und
X = 2 erhélt man:

1 |>> syms h

2 |>> limit(C (3/(2+h)-3/2)/h, h, 0)

3 (ans =

4 |-3/4

Bekanntlich hat der Differenzenquotient

(f(x) = f(x¥))/(x — x) fir die Betragsfunktion
f(x) = abs(x) = |x|, x € Rund ¥ = 0 keinen
Grenzwert. In MATLAB erhalten wir:

1 |[>> syms X

2 [>> limit((abs(x)-abs(0))/(x-0),x
,0)

3 |ans =

4 |NaN
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Zwar ist die Betragsfunktion abs im Punkt O
nicht differenzierbar, hat aber dort einen rech-
ten und linken Grenzwert, das heil3t es gilt

. abs(x) —abs(0)
m—-" =

1
x1—>0 x—-0 I
x>0
und
. abs(x) — abs(0)
Iim — = -1
x—0 x—0
x<0

Wir bestitigen dies:

1 [>> limit( (abs(x)-abs(0))/(x-0),x
,0, right’)

2 |ans =

31

4 [>> limit( (abs(x)-abs(0))/(x-0),x
,0,7left’)

5 |ans =

6 | -1

Die Ableitung einer Funktion basiert bekann-
termaBen auf dem ProzeB der Grenzwertbil-
dung. Zum Beispiel ist die Ableitungsfunkti-
on der Kosinusfunktion cos die Funktion — sin.
Mathematisch bedeutet dies:

cos(x + h) — cos(x)
h

d
T cos(x) = }lll_r}(l)
= —sin(x)

Dies konnen wir mit der 1imit-Funktion be-
statigen.

1 [>> syms X h

2 [>> 1limit( (cos(x+h)-cos(x))/h, h,
0

3 |ans =

4 | -sin(x)

Die folgenden MarLaB-Anweisungen berech-
nen den Grenzwert

lim cos(x) = 1
x—0

1 |>> syms X
2 [>> limit(cos(x))
3 lans = 1

Aufgabe 149 (Grenzwerte) Berechnen Sie den

Grenzwert )
. sinx
lim
x—0 X

Losung: Berechnen Sie den Grenzwert mit

>> syms X

>> limit( sin(x)/x )
ans =

1

AW N =

Somit ist der Grenzwert

sin(x)

lim

x—=0 X

Aufgabe 150 (Grenzwerte) Berechnen Sie den

Grenzwert
. cos(h)—1
lim ——
h—0 h

Losung: Berechnen Sie den Grenzwert mit

>> syms h

>> limit( (cosCh)-1)/h )
ans =

0

S S

Somit ist der Grenzwert

. cos(h)—1
lim ———— =
h—0 X
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Aufgabe 151 (Grenzwerte) Bestimmen Sie
den Grenzwert

lim xe™
X—00

und interpretieren Sie ihn.
Losung: Der Grenzwert ist Null, denn es ist:

>> Syms X

>> limit(x*exp(-x),inf)
ans =

0

ST N

Die Exponentialfunktion f(x) = ¢, x € R
fallt fiir x — oo schneller als die lineare Funk-
tion g(x) = x, x € R fiir x — co steigt. ©....©

Aufgabe 152 (Grenzwerte) Bestimmen Sie
den Grenzwert

o (x+h)P =43
lim ——.
h—0 h

Was bedeutet dieser Grenzwert?
Losung: Esist:

>> syms x h

>> limit(((x+h)*3-x23)/h,h,0)
ans =

3*xA2

S N

Der Grenzwert ist der Ableitungsterm der
Funktion f(x) = x>, xeR.O.............. ©

Aufgabe 153 (Grenzwerte) Bestitigen Sie zu-
ndchst rechnerisch mit Bleistift und Papier und
dann in MarLaB die folgenden Grenzwerte:

(a) ling)(xz - 2x + 4H/(x*-1)=2
5)/(cosx) =5 () lin}(x - /(% -
(b) lim (2x? + H=1/2
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(d) lim3*/4*=0 (e) liII(l)( Vx+1

X—00 x—
/x=1/2
Losung
O e ©

Aufgabe 154 (Grenzwerte) Die folgenden

Grenzwerte existieren nicht. Was liefert Mat-

LAB?

(a) lim1/x (b) Iim1/x
x—0 x—0

x>0

(c) lin(l) 1/x

x<0

Losung:

>> limit(1/x,0)

ans =

NaN

>> limit(1/x,x,0, right’)
ans =

Inf

>> limit(1/x,x,0,’ left’)
ans =

-Inf

I T - N S e N

67.6. Endliche und unendliche Summen

Endliche oder unendliche Reihen lassen sich
mit der MarLaB-Funktion symsum berech-
nen, die symbolisches Summieren erlaubt. Die
Summe der endlichen Reihe

10
ZZ":2+4+8+---+1024
k=1

ist 2046, was man durch folgende Zeilen besté-
tigen kann:

1 |[>> symsum(24k,1,10)
2 |ans =
3 | 2046

Ob die Summe einer unendlichen Reihe exis-
tiert und welchen Wert sie gegebenenfalls hat,
ldsst sich ebenfalls mit der MarLAB-Funktion
symsum beantworten. In der Analysis beweist

marﬂ

4t
2 - .
—n 6
Mit dem Kommando symsum kann man dies
iiberpriifen:

>> Syms n

>> symsum(1/n*2,1,inf)
ans =

1/6%piAr2

w0 =

Aufgabe 155 (Endliche Summen) Berechnen
Sie

Losung: Mit

1 [>> syms k
2 |>> symsum(1l/k,1,10)

erhilt man

1 [ans =
2 | 7381/2520

Es ist also

il 7381
k — 2520°

k=1

2Zum Beispiel mit Hilfe der Theorie der FOURIER-
Reihen.
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Aufgabe 156 (Endliche Summen) Bestitigen
Sie die folgenden Ergebnisse

_ n(n+1)
(a) 22:1 k= 3
2 _ nm+1)(2n+1)
(b) Xpo k=%
3 _ nz(n+1)2
(©) 22:1 k> = i -

Losung: Definiert man zunichst

1 |>> syms k n

so erhilt man

a) >> simple(symsum(k,1,n))
ans =
1/2*n*(n+1)

b) >> simple(symsum(k”*2,1,n))
ans =
1/6*n*(n+1)*(2*n+1)

o - NV S SO SU R R

c) >> simple(symsum(kA3,1,n))
10 ans =
11 1/4*nA2*%(n+1) A2

Aufgabe 157 (Unendliche Summen) Berech-
nen Sie die Summe der Reihe

(o)

1
Z4k2—1'

k=1

Losung: Mit

1 [>> syms k
2 |>> symsum( 1/(4*kA2-1),1,inf)

erhilt man

1 [ans =
2 |1/2

Also ist die Summe der Reihe

)
&)

Aufgabe 158 (Unendliche Summen) Bestiti-
gen Sie, dass fiir die harmonische Reihe gilt

= 1
(=D = 1n(2).
20

Losung: Mit

1 [>> syms k
2 |>> symsum( (-1)A(k-1)/k,1,inf)

erhilt man

1 |ans =
2 |1log(2)

O ©

Aufgabe 159 (Unendliche Summen) Berech-
nen Sie die LemBNizsche Reihe

(o)

1
_1\k
Z( D 2k+ 1

k=1

Losung: Mit

1 |>> syms k
2 |>> symsum( (-1)Ak/(2*%k+1),1,inf)

erhilt man

1 |ans =
2 | -1+1/4%pi

Also ist die Leisnizsche Reihe

(o)

1 m
—1)F =--1.
Z‘( Y%+l T 4
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Aufgabe 160 (Endliche Summen) Berechnen
Sie die endliche Reihe

zn:(% ~1)
k=1

das heiBt die Summe der ersten n > 1 ungera-
den natiirlichen Zahlen.
Losung: Mit

1 |>> syms k n
2 |>> simplify(symsum(2*k-1,1,n))

erhilt man

1 |ans =
2 |nA2

Also ist
n
Z(Zk -1 =nt
k=1

Aufgabe 161 (Endliche Summen) Berechnen
Sie die endliche Reihe

n

Z(Zk — 1)

k=1

das heifit die Summe der Quadrate der ersten
n > 1 ungeraden natiirlichen Zahlen.
Losung: Mit

1 [>> syms k n
2 |>> simplify(symsum((2*k-1)42,1,n))

erhilt man

1 |ans =
2 | -1/3*n+4/3*nA3

Also ist

n

4, 1
Z(Zk 12 =k o
- 3" 73

67.7. Differenziation

Die Funktion diff berechnet die symbolische
Ableitung eines Funktionsterms. Um einen
symbolischen Ausdruck zu erzeugen, muss
man zuerst die verwendeten symbolischen Va-
riablen definieren, und dann den gewiinschten
Ausdruck bilden, und zwar genauso, wie man
es mathematisch tun wiirde. Die folgenden An-
weisungen

1 [>> syms x
2 |>> £ = xA2%exp(X);
3 [>> diff(f)

erzeugen eine symbolische Variable x, bilden
den symbolischen Ausdruck x? exp(x) und be-
rechnen die Ableitung von f nach x. Das Er-
gebnis ist:

1 |ans =
2 | 2%x*exp (X)+xA2%exp(X)

Aufgabe 162 (Ableitungen) Berechnen Sie

%(XZEX)

Losung: Mit

>> Syms X

>> diff(xA2*exp(x))
ans =

2*x*exp (x)+xA2*exp (x)

T
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sieht man, dass
d
—(x%e) = 2xe* + x2e*
dx
ISt O it ©

Aufgabe 163 (Ableitungen) Berechnen Sie
d
r arctan(x)

Losung: Mit den Anweisungen

>> Syms X

>> diff(atan(x))
ans =

1/(1+x42)

T S

erkennt man, dass

d arctan(x)
J— X) =
dx 1+ x2

ISE Ot ©
Aufgabe 164 (Ableitungen) Berechnen Sie

d o«
E(X )

Losung: Mit den Anweisungen

>> Syms X

>> diff(xA(xAx))

ans =

XA (xAx) *(xrx*(log(x)+1)*log(x)
+XAX/X)

[ N T N

erkennt man, dass
4 (=)= 2" (xx (In (x) + 1) In (x) + x—)
by

18T, O ot ©

67.8. Partielle Differenziation

Es konnen auch partielle Ableitungen berech-
net werden:

1 |[>> syms w X ¥y
2 |>> diff(sin(w*x*y))

berechnet die Ableitung von sin(wxy) nach x.
Das Ergebnis ist cos(wxy)wy. Das Ergebnis
von

1| >> diff(sin(w*y))

ist cos(wy)w. Selbstverstindlich kann man
auch steuern, nach welcher Variablen differen-
ziert werden soll.

1 [>> diff(sin(w*y),w)

liefert das Ergebnis

1 |ans =
2 | cos(w*y)*y

Es ist auch moglich, Ableitungen hoherer Ord-
nung zu berechnen.

67.9. Der Gradient

Mit der Funktion jacobian ist es moglich, den
Gradient einer reellwertigen Funktion zu be-
rechnen. Fir f : R> — R mit f(x,y,2) =
e 4 2xsin(z) + 22 xy ist

e 4 2sin(z) + 22y
2€x+2y + sz
2xcos(z) + 2xyz

Vfx) = l

Wir bestitigen dies in MATLAB.
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1 |[>> syms X y z real

2 |>> jacobian(exp(x+2*y)+2*x*sin(z)+
ZAZ:‘:X*y) ’

ans =

[ exp(x+2*y)+2*sin(z)+zAr2*y]

[ 2%exp (x+2*y)+z+2%Xx]

[ 2*x*cos(z)+2%z*x*y]

[= NV R N O}

67.10. Die Hesse-Matrix

Der Gradient der Funktion f(x,y) = 2x* +
3x%y + 2xy° + 4y%, (x,y) € R ist

8x3 + 6xy +2y°

Vi) = [ 3x% + 6xy” + 8y

und die Hesse-Matrix ergibt sich zu

24x2 + 6y  6x + 6y°
6x+6y> 12xy+8

Hy(x) = [

Wir bestitigen dies in MarLaB; hilfreich ist
wieder die jacobian-Funktion.

1 [>> syms x y real

>> f = 2%XAM+3*XA2%y+2%x¥yA3+4*y
A2

>> gradf = jacobian(f)’

gradf =

[ 8*xA3+6*x*y+2*%yA3]

[ 3*%xA246%x*yA2+8%y]

>> hessf = jacobian(gradf)

hessf =

[ 24*xA2+6%y, 6*x+6%y*2]

10 | [ 6*x+6%yAr2, 12*x*y+8]

© o 9N o AW

Im Punkt (%, ¥) = (=2, 3) gilt

VA(-2.3) = [ e }

und

114 42

Hi 2’3)‘[ 42 —64]'
In MATLAB:
1 |>> subs(gradf, {x,y},{-2,3})
2 |ans =
3 -46
4 -72
s |>> subs(hessf, {x,y},{-2,3})
6 |ans =
7 114 42
8 42 -64

67.11. Die JacoBr-Matrix

Bei Funktionen mehrerer Verinderlicher be-
rechnet man die Funktionalmatrix oder Jaco-
BI-Matrix mittels jacobian. Will man die Ja-
coBI-Matrix der Funktion

f: R R?
.20 = (xX,x,2)

-

berechnen, so geht das wie folgt:

1 |>> syms x y z
2 |>> ] = jacobian([x*y,x,z],[X,y,z])

[
L B B e TR O

Im ersten Argument der Function jacobian
steht der Funktionsterm und im Zweiten stehen
die unabhingigen Variablen.

Aufgabe 165 (Jacosi-Matrizen) Berechnen Sie
die Jaco-Matrix der Funktion f : R*? — R3,
(x,y) > (x+y, x% sin v, e®) in einem beliebigen
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Punkt (x,y) € R?. Wie lautet die JacoB-Matrix
im Punkt (1, 0)?
Losung: Esist

1 |>> syms Xy

2 |>> ] = jacobian([x+y,xA2*sin(y),
exp(x*y)1, [x,yD)

3 1] =

4 | [ 1, 1]

s | [ 2*x*sin(y), xA2*cos(y)]

6 | [ y*exp(x*y), x¥exp(x*y)]

Die Jacosi-Matrix im Punkt (1, 0) ist:

1 |>> subs(3J,[x,y],[1,0])

2 |ans =

3 1 1

4 0 1

5 0 1
O i e e e ©

67.12. Integration

Die Funktion int erlaubt symbolische Integra-
tion.

Als erstes Beispiel wollen wir die Gleichung
f sin(x)dx = — cos(x) + ¢ bestitigen.

>> Syms X

>> f = sin(x);
>> int(f)

ans =

-cos(x)

(O N T N

Bei parameterabhingigen unbestimmten Inte-
gralen der Form

F,(x):ff(x,t)dx

(¢ ist der Parameter) empfielt es sich x und ¢ als
symbolische Variablen zu definieren. Als Bei-
spiel betrachten wir [(x—1)?dx = 1/3(x—1)*+c

>> syms X t

1

2 |[>> pretty(int((x-t)42))
3

4 3

5 1/3 (x - t)

Sie konnen die Symbolic Math Toolbox heran-
ziehen, um bestimmte Integrale

b
f f)dx

symbolisch zu 16sen. Auch parameterabhéngi-
ge bestimmte Integrale

b
6= [ ronas
a
konnen gelost werden. Es ist

f sin(x)dx = 2.
0

Wir bestitigen dies mit der Funktion int aus
der Symbolic Math Toolbox.

1 |[>> int(’sin(x)’,0,pi)
2 |ans =
3|2

Aufgabe 166 (Integration) Berechnen Sie das
unbestimmte Integral

f xsin(x)dx.

Losung: Mit
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>> Syms X
>> int(x*sin(x))
ans =

T N

sin(x)-x*cos(x)

sieht man, dass

f xsin(x)dx = sin(x) — xcos(x) + ¢

Aufgabe 167 (Integration) Berechnen Sie das
bestimmte Integral

f x sin(x)dx
0

symbolisch.
Losung: Mit

>> syms X

>> int(x*sin(x),0,pi)
ans =

pi

N N

folgt also, dass

T
f xsin(x)dx = &
0

ISt O e ©

Aufgabe 168 (Integration) Berechnen Sie das
uneigentliche Integral

|
f —dx.
X

Losung: Mit

>> Syms X

>> int(xA(-5),1,inf)
ans =

1/4

T

folgt also, dass
<1 1
—dx = —
jl‘ ST
ISt O ©

Aufgabe 169 (Integration) Berechnen Sie das
uneigentliche Integral

f sin(2)e”*'dt
0

1 |>> syms t; syms s positive;
2 |>> int(sin(2*t)*exp(-s*t),t,0,inf)

symbolisch.
Losung: Mit

3 |>> F = simple(ans)
4 |F =
5 12/(sA2+4)

folgt also, dass

0 ) 2
f sin2n)e”"'dt = —
0 sc+4

ist. Es handelt sich hier um die LAPLACE-
Transformierte der Funktion f() = sin(2¢),
t € R. Mit der eingebauten Funktion laplace
kann man die LaprLace-Transformierte auch un-
mittelbar berechnen:

>> syms t;

>> laplace(sin(2*t))
ans =

2/(s*2+4)

w0 =

O ©

Aufgabe 170 (Ableitungen, Integrale) Be-
rechnen Sie symbolisch mit den MATLAB-
Funktionen diff und int die Ableitungen
bzw. Integrale folgender Exponentialfunktio-
nen:
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(a) e
(b) 2%
(c) 10°
d) a*
Losung: » syms x a
(@)
1 [>> diff(exp(x))
2 |ans =
3 |exp(x)
4 |[>> int(exp(x))
5 |ans =
6 |exp(x)
1| >> diff(24x)
2 |ans =
3 |22x*1og(2)
4 |>> int(24x)
5 |ans =
6 | 1/1log(2)*24x
(©):
1| >> diff(102x)
2 |ans =
3 | 104x*1og(10)
4 |[>> int(104x)
5 |ans =
6 |1/1log(10)*10Ax
1 |>> diff(a*x)
2 |ans =
3 |arx*log(a)
4 |>> int(a’*x)
5 |ans =
6 | 1/log(a)*arx
Damit gilt:

f@® @ [ fdx

e* e* e*

(d 2f In(2)2* 2*/In(2)
10 In(10)10* 10*/In(10)
a* In(a)a* a*/In(a)

O e ©

67.13. Polynome

Wir zeigen nun Beispiele fiir den Umgang mit
,,symbolischen Polynomen®, siehe Abschnitt
[53] fur Rechnungen mit ,,numerischen Polyno-

13

men

Die Funktion horner erlaubt die Darstellung
eines Polynoms in HorNER-Form.

>> syms X

>> p = -3%xA3+3%xA2+10%x+5;
>> ph = horner(p)

ph =

5+(10+(3-3%x)*x) *x

LS N N

Will man dieses zum Beispiel an der Stelle x =
3 auswerten, so geht das wie folgt:

1 [>> subs(ph,x,3)
2 |ans =
3 -19

Will man den Grad eines Polynoms bestim-
men, so hilft die MapLE-Funktion degree.

1 |>> maple(’degree’,p)
2 |ans =
33

Weitere MarLaB bzw. MapPLE Funktionen zum
Rechnen mit Polynomen finden Sie in der Ta-
belle 37] Hilfe zu den MapLe-Funktionen erhal-
ten Sie mit mhelp <Funktionsname>.
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Funktion Bedeutung

coeff Koeffizient (MAPLE)
convert Konvertiert (MAPLE)
degree Grad des Polynoms (MAPLE)
factor  Linearfaktoren (MAPLE)
horner  Horner-Darstellung

solve Nullstellen

subs Ersetzen

Tabelle 37: Zum symbolischen Rechnen mit
Polynomen

67.14. TayLor-Polynome

Die Funktion taylor erlaubt das symbolische
Berechnen des TayLor-Polynoms einer Funkti-
on. Zum Beispiel liefert

1 |>> syms X
2 |>> taylor(sin(x))

das TayLor-Polynom bis zur fiinften Ordnung:

1 |ans =
2 |x-1/6%xA3+1/120%xA5

Aufgabe 171 (TavrLor-Polynome) Berechnen
Sie das TavLor-Polynom der Kosinus-Funktion

J(x) = cos(x)

vom Grad vier im Entwicklungspunkt 0.
Losung: Esist

>> sSyms X

>> taylor(cos(x),5,x,0)
ans =
1-1/2%xA2+1/24%x74

T N

d.h. das Tavyror-Polynom der Kosinus-
Funktion vom Grad vier im Entwicklungs-

punkt O ist

2 X4

X
f(x):l—?+ﬂ.

67.15. Die Funktionen funtool und
taylortool

Die Funktionen funtool und taylortool
stellen padagogische Hilfsmittel zur Verfii-
gung. Die Funktion funtool ist eine Art gra-
fischer Taschenrechner, der wichtige Operatio-
nen und einfache Visualisierungen bei Funk-
tionen einer Verdnderlichen ermoglicht, siehe

Abbildung

IEIEIEICE]
N Y N
I 3 | [ e

Abbildung 68: Das GUI von funtool

Mit Hilfe des Kommandos taylortool kon-
nen Sie die grafische Oberfliche des Pro-
gramms taylortool starten und damit Tay-
LOoR-Approximationen studieren, sieche Abbil-

dung [69]
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[8]=ES

) Taylor Tool
Fie Edt View Insert Tools Deskiop ‘Window Help

]

Taylor Series Approximation

10

-10

6 -4 2 0 2 4 6
T 7172 341724 x2-1/720 X7 ‘

fix)  *cos(x)

a=0 -Ipi

w] (o=

| =% i

Close

Abbildung 69: Das GUI von taylortool

67.16. Mehrdimensionale
TayLor-Polynome

Zur Berechnung des TayLor-Polynoms ei-
ner reellwertigen Funktion mehrerer Variablen
kann man die Funktion mtaylor aus MAPLE
verwenden.

Das TavLor-Polynom zweiten Grades der
Funktion f(x,y) = &, (x,y) € R? mit
Entwicklungspunkt (0,0) ist gegeben durch
Tr(x,y) =1+x+y+ 1/2(x% + yz) + xy. Hier
die Bestitigung in MATLAB:

1 |>> syms X y

2 |>> T2 = maple('mtaylor’,exp(x+y),’
[x,y]1’,3)

3 | T2 =

4 | 14x+y+1/2%xA2+x%y+1/2%yA2

Aufgabe 172 (TayrLor) Berechnen Sie das Tay-
Lor-Polynom zweiter Ordnung mit dem Ent-
wicklungspunkt (-1/2,-1/2) der quadrati-
schen Funktion g(x,y) = x> +y*> + x + y,
(x,y) € R%.

Losung: Die folgenden MarLaB-Zeilen be-
rechnen die Losung:

1 [>> syms X y

2 |>> T2 = maple(’mtaylor’,xA2+yr2+x+
y,’ [x=-1/2,y=-1/2]",3)

3 | T2 =

4 | -1/24(x+1/2)22+(y+1/2)12

Wir bestitigen das Ergebnis:

1 |>> simplify(T2)
2 |ans =
3 | XA2+yA2+X+y

Aufgabe 173 (TavyLor) Approximieren Sie die
Funktion f(x,y) = xe’ — x’y, (x,y) € R? in
der Ndhe des Nullpunktes durch ihr TayLor-
Polynom 7, zweiten Grades. Vergleichen Sie
dann die Funktionswerte von f und 75 an der
Stelle (0.5, 0.5), indem Sie den relativen Fehler
|72(0.5,0.5) — £(0.5,0.5)|/1f(0.5,0.5)| berech-
nen.

Losung: Esist

1 [>> syms X y

2 |>> f = x*exp(y)-xA3*y;

3 |>> T2 = maple('mtaylor’,f,’ [x,y]’
»3)

4 | T2 =

5 | X4+x*y

6 |>> subs(T2,[x,y],[0.5,0.5]),subs(f
,[x,y]1,[0.5,0.51)

7 |ans =
8 0.7500
9 |ans =

10 0.7619

11 |>> abs(subs(T2,[x,y],[0.5,0.5])-
subs(f, [x,y],[0.5,0.5]))/abs(
subs(f, [x,y],[0.5,0.5]))

12 |ans =
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13 0.0156

Der relative Fehler ist demnach zirka 1.5%. ©

(©)

67.17. Lineare Algebra

Siehe Abschnitt[4§]

67.18. Differenzengleichungen

MarLe kann Differenzengleichungen I6sen.
Die Funktion rsolve kann lineare Differen-
zengleichungen mit konstanten Koeflizienten,
Systeme linearer Differenzengleichungen mit
konstanten Koeffizienten und manche nicht-
lineare Gleichungen erster Ordnung. Imple-
mentiert sind Standardtechniken wie erzeugen-
de Funktionen und z-Transformationen, sowie
Methoden basierend auf Substitutionen und
charakteristischen Gleichungen.

Die lineare Differenzengleichung erster Ord-
nung

yr = —=0.9y;-1

hat die Losung
i = (=1)'(0.9)yo.

Hier die Bestitigung in MATLAB.

1 |>> maple(’rsolve’,’y(t)=-0.9%y(t
-7,y )

2 |ans =

3 |y(®*(-9/10)*t

Die Komplexitit der Gaussschen Elimination
ist

1 |>> maple(’rsolve’,’{T(n)=T(n-1)

2 +nr2’,’T(1)=0}","T(n)’)

3 |ans =

4 | -3*(+1)*(1/2*n+1)+n+2* (n+1)*

s | (1/2*n+1)*(1/3*n+1)

6 |>> factor(sym(maple(’rsolve’,’{T(n
)=T(n-1)+n*2’,’T(1)=0}",’T(n)’)
))

7 |ans =

s [1/6*(n-1)*(2*n*2+5*n+6)

Aufgabe 174 (Differenzengleichungen) Besta-
tigen Sie die Losung y, = (0.5)'(yp — 12) + 12
der Differenzengleichung

Vi = O.Syt_l +6

Losung: Esist

1 |>> maple(’rsolve’,’y(t)=0.5*y(t-1)
+67,y(1)’)

2 |ans =

3 |ly(@)*(1/2)rt-12*(1/2)rt+12

67.19. Differenzialgleichungen

Mit Hilfe der MarLaB-Funktion dsolve ist es
moglich, allgemeine Lésungen von Differenzi-
algleichungen zu berechnen, Anfangswertauf-
gaben und Randwertaufgaben zu 16sen. Hier-
bei kann eine einzelne Differenzialgleichung
oder aber auch ein System von Gleichungen
vorliegen. Mit der Funktion pdsolve kénnen
sogar einfache partielle Differenzialgleichun-
gen bzw. partielle Differenzialgleichungssyste-
me gelost werden.
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Die gewohnliche Differenzialgleichung y’ =
ay hat die allgemeine Losung y(r) = ce™. In
MarLAB bestitigt man das wie folgt:

1 |>> dsolve(’Dy = a*y’)
2 |ans =
3 |exp(a®t)*Cl

Aufgabe 175 (Differenzialgleichung) Berech-
nen Sie die allgemeine Losung der gewohnli-
chen Differenzialgleichung

Y (t) = —y(t) — Se”" sin(5¢)

siehe Abschnitt[62]
Losung: Die allgemeine Losung ist

1>y = dsolve(’Dy:_y_S:':exp(_t)*sin
G*7)

2 |y =

3 | exp(-t)*cos(5*t)+exp(-t)*Cl

Aufgabe 176 (Anfangswertaufgabe) Berech-
nen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe

’ — _ —1 o3

AWA : V() = —y(t) — Se™" sin(5¢) 50
y0) =1

aus Abschnitt

Losung: Die Losung ist

1 |>> y = dsolve(’Dy=-y-5*exp(-t)*sin
G5*t)’,’y(®)=1")

2 y =]

3 |exp(-t)*cos (5%t)

Aufgabe 177 (Anfangswertaufgabe) Berech-
nen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe
¥/ (1) + 144y(t) = cos(11%)

AWA : t>0
{y«D==,y%0)==0

und stellen Sie die Losung im Intervall [0, 67]
dar.
Losung: Die Losung ist

1 |>> y = dsolve(’D2y+144*y=cos(11%t)
2 | ’y(0)=0",’Dy(0)=0")

3 y =

+ | ~1/23%*cos(12*t)+1/23*cos (11*1)

Eine Differenzialgleichung dieses Types nennt
man die Gleichung des (ungedimpften) har-
monischen Oszillators mit duBerer harmoni-
scher Anregung, hier cos(117). Die Losung
y(@) = 1/23cos(11t) — 1/23 cos(12¢) ist ei-
ne Uberlagerung von zwei Schwingungen mit
unterschiedlichen Frequenzen. Man spricht
von einer Schwebung (amplitudenmodulierte
Schwingung), eine Bewegungsform, die fiir die
Akustik und Funktechnik von groBer Bedeu-
tung ist. Die Abbildung[70]zeigt die Losung. ©

-1/23 cos(12 t)+1/23 cos(11 t)

bl

0.05f

-0.05¢

5] 10 15
t

Abbildung 70: Losung der AWA

©

Wir berechnen die Losung der Randwertaufga-
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be

u’ = 6x
RWA :
{u(O) =0,u(l)=1

aus Abschnitt[62.2]

>> u = dsolve(’D2u-6*x=0",
'u(9)=0", "u(1)=1",’x’)

u =

XA3

S

Aufgabe 178 (Randwertaufgabe) Berechnen
Sie die Losung der Randwertaufgabe

’7

y=-y
y(0) =3,y(n/2) =7

aus Abschnitt
Losung: Esist

RWA:{ 0<x<n/2

>> y = dsolve(’D2y=-y’,’y(0)=3",
'y(pi/2)=7",’x")

y:

7*sin(x)+3*cos(x)

S N

Mit der MapLe-Funktion pdsolve kann man
einfache partielle Differenzialgleichungen 16-
sen. Als Beispiel betrachten wir die eindimen-
sionale homogene Wellengleichung

(c #0).

Uy — czuxx =0

Dies ist eine lineare partielle hyperbolische
Differenzialgleichung zweiter Ordnung. Um
diese symbolisch zu 16sen, definieren wir zu-
nichst die symbolischen Variablen x, ¢, ¢ und
die Funktion u(x, t):

1 |>> syms x t ¢
2 [>> u = symCu(x,t)’);

Danach berechnen wir die Ableitungen zweiter
Ordnung

diff(u,x,2);
diff(u,t,2);

1 |[>> uxXx
2 | >> utt

und schlieBlich die allgemeine Losung

1 [>> maple(’pdsolve’,utt-cA2*uxx)
2 |ulx,t) = _F1(t*c+x)+_F2(t*c-x)

Hierbei sind _F1 und _F2 zwei beliebige zwei-
mal stetig differenzierbare Funktionen. Wihlt
man fiir diese beiden Funktionen die Funktion
e‘Zz, z € R und fiir den Parameter ¢ den Wert
1, so erhilt man die Losungsfunktion u(x, t) =
e+ 4 ==’ Die Abbildung [71] zeigt den

exp(—(t+x))+exp(—(t-x)%)

Abbildung 71: Losung der eindimensionalen
Wellengleichung

Graph der Losungsfunktion, der mit

1 |>> ezsurf(’exp(-(t+x)A2)+
2 |exp(-(t-x)*2)")

erzeugt wurde. Man erkennt, dass die allgemei-
ne Losung der homogenen Wellengleichung
eine Uberlagerung zweier gegenliufiger Wel-
len darstellt.
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Aufgabe 179 (Differenzialgleichung) Berech-
nen Sie mit pdsolve eine Losung der partiel-
len Differenzialgleichung

axu, + btu; = 0.

Losung: Esist

>> syms X t ab

1

2 |u = symC’u(x,t)’);

3 jux = diff(u,x);

4 |ut = diff(u,t);

s |maple(’pdsolve’,a*x*ux+b*t*ut)
6 |ans =

7 |u(x,t) = _F1(t/(x*(b/a)))

O e ©

Aufgabe 180 (Differenzialgleichung) Zeigen
Sie mit der MatLaB Symbolic Toolbox, dass die
jeweils angegebene Losung y die vorgegebene
Differenzialgleichung 16st.

(@) y +1y=t
Yy =1+e"/2
(b) ¥ +y*=0

y() =1/ =3).

(© yw+ty=0
y(f) = 10 — £2/2.

Losung: Esist

1 |>> dsolve(’Dy+t*y=t’)
2 |ans =
3 | l+exp(-1/2*%tA2)*C1

Aufgabe 181 (Differenzialgleichung) Bestiti-
gen Sie mit der Symbolic-Toolbox anhand der
Funktion

fx)=x- sinz(x)

die  Giltigkeit des Hauptsatzes der
Differenzial- und Integralrechnung. Eine
kleine Rechnung ist nétig.

Losung: Esist

Aufgabe 182 (Differenzialgleichung) Benut-
zen Sie dsolve, um die Losung der folgenden
Anfangswertaufgaben zu finden. Zeichnen Sie
jede Losung iiber dem angegebenen Intervall.

(@ y +ty=t
y0)=-1, [-4,4].
(b) ¥y +y*=0
y0)=2, [0,5].
© y+ty=0
y) =4, [-4.4]

Losung: Esist

1 |>> dsolve(’Dy+t*y=t’,’y(0)=-1")
2 |ans =
3 | 1-2%exp(-1/2%tA2)

67.20. Die kontinuierliche
Fourier-Transformation

Die kontinuierliche Fourier-Transformation
(CFT) untersucht, welche Frequenzen mit wel-
chen Amplituden in einem Zeitsignal f(¢) ent-
halten sind, wenn das Zeitsignal nicht peri-
odisch ist. Man nennt dieses Vorgehen —wie bei
den Fourier-Reihen— die Frequenzanalyse des
Zeitsignals f(¢). Man kann sagt auch, die konti-
nuierliche Fourier-Transformation (CFT) zer-
legt ein Signal in sinusformige Wellen unter-
schiedlicher Frequenzen.
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Die kontinuierliche Fourier-Transformation
(CFT) driickt ein Signal f(¢) als eine ,,stetige
Linearkombination® von Sinus- und Cosinus-
funktionen aus

flw) = f Fe
R

Die Abbildung f — f heiBt kontinuierliche
Fourier-Transformation (CFT). Stellt die un-
abhingige Variable ¢ die Zeit dar, so hat die
Variable w die Bedeutung der Frequenz. Somit
ist die Frequenz w eine kontinuierliche Gro-
Be, das heif3it alle moglichen Frequenzen sind
darstellbar. Die kontinuierliche Fourier-Trans-
formation (CFT) bildet die Funktion f vom
Originalbereich (Zeitbereich) in den Bildbe-
reich (Frequenzbereich) ab. Die inverse Fou-
RIER-Transformation (ICFT) transformiert um-
gekehrt.

Fiir den Rechteckimpuls
1, falls|ff<T
f@=
0, sonst

soll die Fourier-Transformierte f(w) berech-
net werden. Es ergibt sich

00 T
f((,()) — f f(t)e—ia)ldt — f e—iwtdt

T
—iwt 1T

e iwt _ (eTo _ ¢iTw)
—iw |_p —lw

_ 21 iTw —iTw

= om (=)

_ 2sin(wT)

= - .

Die folgenden Anweisungen bestitigen die
Rechnung.

1 |>> syms t T

2 | >> Rechteck = heaviside(t+T)-
heaviside(t-T);

3 |>> fourier(Rechteck)

4 |ans =

5 | 2/w*sin(T*w)

Die folgenden Anweisungen geben eine zweite
Moglichkeit, obiges Resultat zu bestétigen. Es
istT =1.

>> maple(’T:=1");

>> maple(’Rechteck(t/T):=

Heaviside(t+T)-Heaviside(t-T):’);

>> maple(’simplify(fourier(
Rechteck

(t/T),t,w)’)

6 |ans =

7 | 2/w*sin(w)

E S S

Das folgende Beispiel zeigt, dass die FOURIER-
Transformierte f () einer Funktion f(-) im allg-
meinen eine komplexwertige Funktion ist.

Fiir die von den Parameterna > Ound b > 0
abhingige Funktion

ae™®, fallst>0
f@ =
0, sonst

soll die Fourier-Transformierte f(w) berech-
net werden. Es ergibt sich

flw) = f fHe ™ dr

00
=f ae_bte_“‘”dz‘:af e~ bFiw) gy
0 0

o-(b+iwy 1=
a —
—(b+iw)

Die folgenden Anweisungen bestitigen das Er-
gebnis symbolisch in MATLAB.

a

w0 btiw
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>> maple(’assume(a>0,b>0)");
>> maple(’ fourier(a*exp(-b*t)
*Heaviside(t),t,w)’)

ans =

a/ (b+i*w)

LS N N

Beachten Sie, dass die Konstanten a und b,
so wie es die Theorie erfordert, grofer als
Null definiert werden miissen, weil sonst ge-
gebenenfalls das Integral bzw. die Fourigr-
Transformation nicht existiert.

Die Fourier-Transformierte von
f)=e™
ist
A 2
f@) = Ve <1,

Wir Dbestitigen dies
fourier Funktion

symbolisch mit der

>> Syms X

>> f = exp(-x12);

>> fhat = fourier(f)
fhat =
pir(l/2)*exp(-1/4*wr2).

LS N T

Aufgabe 183 (Fourier-T.) Berechnen Sie zu-
nichst per Hand und dann mit MarLAB die Fou-
RIER-Transformierte von

fx) = e,
Losung: Die Fourier-Transformierte von

flay= e

ist

fo=1ra

denn

f©= f e MeEdx
R

00 0
:f e_lxle_ixfdx+f
0 —00
= f e e M dx + f e e dx
0 0
=f ex(—l—if)dx_i_f 1+ g
0 0

e M= gy

o X(1+iE)  pmx(1-i6) =T
= lim — + ;
roeo| =1 —i§  —1+i§]|
1 1
-1 —iE —1+if
2
Y=

Wir bestitigen dies symbolisch

>> syms X

>> f = exp(-abs(x));
>> fhat = fourier(f)
fhat =

2/(1+wA2)

[ N T

Beachten Sie, dass die unabhingige Variable
der Fourier-Transformierten w ist. Die Abbil-
dung [72] zeigt die Funktion f und ihre Fouri-

exp(-abs(x)) 2A(14w7)

Abbildung 72: Zur kontinuierlichen FOURIER-
Transformation

Er-Transformierte f. ©.................... ©
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Die diskrete Fourier-Transformierte haben wir
in Abschnitt[60] besprochen.

67.21. LapLace-Transformation

Die LarLace-Transformation kann symbolisch
mit der Funktion 1laplace berechnet werden.
Siehe Aufgabe fiir ein Beispiel.

Aufgabe 184 (LapLace-T.) Berechnen Sie die
LapLAce-Transformation von der Funktion
f(t) = e, t € R, wobei a ein reeller Para-
meter ist.

Losung: Esist

>> syms a t

1

2 |laplace(exp(-a*t))

3 |ans =

4 | 1/Ca+s)
L8 ©

67.22. Spezielle mathematische
Funktionen

Uber 50 spezielle mathematische Funktionen
stehen mit der Symbolic Math Toolbox zur Ver-
fiigung. Diese Funktionen werden mit mfun
angesprochen und werten die entsprechende
Funktion an der gewiinschten Stelle nume-
risch aus. Dies stellt somit auch eine Erwei-
terung zum Standard-MatLAB dar, denn die-
se klassischen Funktionen stehen dort nicht
zur Verfiigung. Siehe doc mfunlist (help
mfunlist).

67.23. Variable Rechengenauigkeit

Zusitzlich zu MatLaB’s doppelt genauer Gleit-
punktarithmetik und der symbolischen Re-
chenmoglichkeit wird durch die Symbolic
Toolbox eine variable Rechengenauigkeitsa-
rithmetik unterstiitzt, die durch den MAPLE-
Kern durchgefiihrt wird. Diese Art von Arith-
metik zu verwenden, ist dann sinnvoll, wenn
eine genaue Losung verlangt wird, aber eine
exakte unmoglich oder aber zu zeitaufwendig
zu berechnen ist.

Mit der Funktion digits ist es moglich, die
Anzahl der genauen dezimalen Stellen ein-
zustellen, mit der die Rechnungen durchge-
fiihrt werden sollen. StandardméaBig sind 32
Stellen eingestellt, was Sie durch den Auf-
ruf von digits iiberpriifen konnen. Wol-
len Sie diese Zahl zu n abindern, so geht
das mit digits(n). Die variable Rechen-
genauigkeitsarithmetik basiert auf dem vpa-
Kommando. Der einfachste Gebrauch besteht
zum Beispiel darin, die Kreiszahl  auf 32 Stel-
len zu berechnen:

>> digits
Digits = 32
>> vpa(pi)

ans =
3.1415926535897932384626433832795

B N Y N S

Wie der Aufruf vpa(pi, 40) zeigt, konnen Sie
mit dem zweiten Argument von vpa die zur
Zeit aktuelle Anzahl von giiltigen Dezimalen
iberschreiben.

Das néchste Beispiel berechnet die EuLersche
Zahl e auf 50 Nachkommastellen genau, gibt
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sie aus und tiberpriift, ob der Logarithmus da-
von wieder 1 ergibt:

>> digits(50);

>> x = vpa(sym('exp(1)’))

X =
2.71828182845904523536028747135266
24977572470937000

>> vpa(log(x))

ans =
1.00000000000000000000000000000000
00000000000000000

o = WY, T SO SR S R

Vorsicht Falle:

>> x = vpa(sym(exp(1)))

X =
2.71828182845904553488480814849026
50117874145507813

>> vpa(log(x))

ans =
1.00000000000000011018891328384949
58218182413442295

® N L AW N -

Wir haben auf die Hochkomma in exp (1) ver-
zichtet. Das Resultat ist, dass MarLAB exp (1)
mit doppelter Genauigkeit berechnet, diese 16-
stellige Dezimalzahl in eine 50-stellige De-
zimalzahl transformiert (34 Stellen sind so-
mit bedeutungslos) und dann den Logarithmus
anwendet, was zu einem ungenauen Ergebnis
fiihrt. Erst die Hochkomma sorgen dafiir, dass
der MartLaB-Interpreter iibergangen wird, da-
mit MApLE den Ausdruck auswerten kann.

Aufgabe 185 (Symbolisches Rechnen) Be-
rechnen Sie 7 auf 50 Stellen genau!
Losung: Sowohl

1 [>> digits(50)
2 [ >> vpa(pi)

als auch

1 |>> vpa pi 50

liefern

1 |ans =
2 [3.14159265358979323846264338327
3 195028841971693993751

Aufgabe 186 (Geschwindigkeit) Sowohl

(o0

1 w1
Za:}%;a

n=0

als auch |
lim (1 + -)"
n

n—o00
ergeben die EuLeErsche Zahl e = 2.71 .. ..
(a) Verifizieren Sie die beiden Aussagen.

(b) Berechnen Sie die EurLersche Zahl auf
zehn Dezimalen.

(c) Vergleichen Sie nun die Konvergenzge-
schwindigkeiten der beiden Folgen, die
firn = 0,1,2,... durch 5, = 7, 1/k!
und a, = (1 + 1/n)" gegeben sind, indem
Sie die folgende Tabelle vervollstindigen.

n Sp ay

2 2.5000000000 2.2500000000
4 2.7083333333 2.4414062500
6

8

10

12

14

16

18

20
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Losung:

(a) Hier die Verifikation. Zum Einen ist

1
2
3

>> symsum(1l/sym(’n!’),0,inf)

ans =
exp(l)

©

und zum Anderen gilt

1
2
3

>> limit((1+1/n)An,inf)

ans =
exp(l)

(b) Die EuLersche Zahl auf zehn Nachkom-

mastellen ist

1
2
3
4

>> digits(11)

>> e = vpa(exp(l))

e =
2.7182818285

(c) Mit

den Zeilen

N S

>>n = 2:2:20;

>> an = (1+1./n).*n;

>> for i=1:10

>> sn(i,1) = symsum(l/sym(C’k!’

),0,n(i));

>> end

erhdlt man den gewiinschten Vergleich.

>> digits(11)

>> [vpa(sn) vpa(an’)]

13 |[ 2.7182818285, 2.6532977051]

)
....................................... ©

67.24. Uberblick iiber alle symbolischen

Funktionen

Mit doc symbolic (help symbolic) erhal-
ten Sie einen Uberblick iiber alle Funktionen
der Symbolic Math Toolbox.

67.25. Weitere Bemerkungen und

Hinweise

Es gibt zwei Levels der Symbolic Math Tool-
box.

Die Standard Symbolic Math Toolbox ver-
figt tiber anndhernd 50 eingebaute MaT-
LaB-Funktionen und Kommmandos, die
die entsprechenden MapLe-Befehle aufru-
fen. Eine Liste dieser Funktionen erhal-
ten Sie mit help symbolic. Dariiber hin-
aus besteht die Moglichkeit, andere MAPLE-
Kommandos anzusprechen, die zur Stan-
dardbibliothek von MapLE gehoren. Hierzu
verwendet man die maple-Funktion.

Die Extended Symbolic Math Toolbox be-
sitzt alle Funktionalititen der Standard

1
2
3 |ans = Symbolic Math Toolbox, und dariiber hin-
4 | [ 2.5000000000, 2.2500000000] aus besteht die Moglichkeit, die MAPLE-
s | [ 2.7083333333, 2.4414062500] Programmierstrukturen, die Ein- und Aus-
| [ 20155555, 2o dlenss i) gabe Moglichkeiten als auch Funktionen
Z E ;;12;;?;8??: ;gg;;i:iég?% und Kommandos spezieller MapLe-Pakete
9 | [ 2.7182818283, 2.6130352902] Zu nutzen.
0 | [ 2.7182818285, 2.6271515563] Mit dem Aufruf
n | [ 2.7182818285, 2.6379284974]
n |[ 2.7182818285, 2.6464258211] 1 |>> mhelp index[packages]
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erhalten Sie eine Liste iiber die MApLE-Pakete.

Wenn Sie sich nun niher fiir ein Paket in-
teressieren, zum Beispiel fiir das Paket mit
den kombinatorischen Funktionen, so hilft der
Aufruf mhelp combinat weiter. Dieser lis-
tet dann alle relevanten Funktionen auf. Mit
maple(’with(combinat)’) laden Sie das
Paket und mit mhelp binomial erhalten Sie
zum Beispiel weitere Informationen iiber die
Funktion binomial, etwa wie man sie aufzu-
rufen hat.

Das Paket LinearAlgebra enthilt die Funkti-

on Basis. Mit mhelp Basis erhalten Sie die
Meldung

Multiple matches found:
SolveTools,Basis
Modular,Basis
LinearAlgebra,Basis

T S

Dann hilftmhelp(’LinearAlgebra,Basis’)
oder mhelp LinearAlgebra[Basis] weiter.

Eine Online-Einfithrung in die Symbolic Math
Toolbox erhalten Sie mit dem Befehl demos.
Geben Sie hierzu demos nach dem MATLAB-
Prompt ein. Es wird dann das MarLaB-Demo-
Fenster geoffnet.

68. Nichtlineare Gleichungen (2)

Mit der Funktion fsolve, die zur Optimizati-
on Toolbox gehort, kann man nichtlineare Glei-
chungssysteme l16sen.

Wir wollen eine Nullstelle des nichtlinearen

Gleichungssystems

16x* +16y* +z* - 16 = 0
Py 4 -3=0

x3—y:()

mit drei Gleichungen und drei Variablen fin-
den. Hierzu starten wir den iterativen Algorith-
mus mit xo = (1,1, 1) und definieren die vek-
torwertige Funktion F : R® — R3, F(x,y,z) =
(16x* +16y* +72* =16, x> +y* +7> -3, x> —=y) in
dem Function-File MyFunction.m wie folgt:

1 | function F = MyFunction(x)
2 |F = [16%x(1)24+16*x(2)24+x(3)

A4-16;
3 x(1)A2+x(2)22+x(3)43-3;
4 x(1)A3-x(2)];

Dann rufen wir den Loser fsolve auf und er-
halten eine Nullstelle des Systems:

1 [>> [x,fval] = fsolve(@MyFunction,
x0)
Optimization terminated:
X =
0.8896
0.7040
1.1965
fval =
1.0e-012 *
0.1243
0.0022
0.0022

© o N ;R W

=S

69. Optimierung (Teil 2)

Mit der Optimization Toolbox kann man Opti-
mierungsaufgaben 16sen, insbesondere solche,
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fgoalattain

fmincoh fminbnd

Isghonneg

1sghonlin Fminimax

fminsearch
fminunc
fseminf

IsqCurvefit

roots Isalin

linprog

fsolve
fzero

quadprog

wo Nebenbedingungen (Restriktionen) auftre-
ten. Diese sind in der Praxis auch meist vor-
handen. Sie treten linear als auch nichtline-
ar auf. Fiir folgende Optimierungsmodelle ste-
hen MarLaB-Funktionen zur Verfiigung: Linea-
re Optimierung, Quadratische Optimierung,
Minmax Optimierung, Mehrzielige Optimie-
rung, Semiinfinite Optimierung und Nichtli-
neare Optimierung. Siehe doc optim (help
optim) fiir eine komplette Ubersicht iiber al-
le in MatLAB I6sbaren Optimierungsmodelle.

Zu beachten ist, dass jedes Optimierungs-
problem als Minimierungsproblem formuliert
werden muss.

69.1. Lineare Optimierung

An einem einfachen Beispiel zur Linearen Op-
timierung zeigen wir, wie man unter MATLAB
solche Probleme 16st. Als Beispiel betrachten
wir die Optimierungsaufgabe (u.d.N. steht als
Abkiirzung fiir unter den Nebenbedingungen)

Minimiere oy -3
(x1, x2) € R? 1 2
X1 +2x <10
u.d.N. X1+x <6

x1 >0, x>0

Mit den Anweisungen

1 |c = [-2;-3]; A =1[1 2;
2 |b = [10;6]; u = [0;0];

1 17;

und dem Funktionsaufruf
1 | [x,fWert] = linprog(c,A,b,[],[],w)

erhalten wir die Ausgabe

Optimization terminated success...

1

2 | X =

3 2.0000
4 4.0000
5 | filert =

6 -16.0000

Das bedeutet, dass x* = (x],x3) = (2,4) die
Minimalstelle des linearen Optimierungspro-
blems ist, und —(2)(2) — (3)(4) = —16 der Ziel-
funktionswert, das hei3t das Minimum ist.

Das erste Argument c der Funktion 1inprog
beinhaltet die Koeffizienten der Zielfunktion.
Die Matrix A beinhaltet die Koeffizienten der
linearen Ungleichungen, wobei die Koeffizien-
ten der rechten Seiten der Ungleichungen im
Vektor b stehen. SchlieBlich werden die unte-
ren Grenzen der Variablen im Vektor u gespei-
chert und als sechstes Argument in linprog
iibergeben. Das vierte und fiinfte Argument der
Funktion linprog ist fiir eventuell vorkom-
mende lineare Gleichungen vorgesehen.

Allgemein gilt: Mit der Funktion linprog
konnen lineare Optimierungsaufgaben der
Form

Minimiere T
x eR" X
Ax <b
u.d.N. Bx=d
I<x<u
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gelost werden. Die Vektoren [/ und u diirfen
auch Koordinaten —co bzw. co haben. Falls der
Aufruf

1 | [x,fWert] = linprog(c,A,b,B,d,1,u)

erfolgreich war, findet man in der Varia-
blen x den berechneten Losungsvektor und in
der Variablen fWert den zugehorigen Wert
der Zielfunktion ¢’x =: f(x). Wie bei al-
len anderen MarLAaB-Funktionen entsprechen-
den Typs kdnnen Argumente weggelassen wer-
den, wenn nicht alle Formen der Nebenbe-
dingungen auftreten. Damit aber die Reihen-
folge erhalten bleibt, miissen gegebenenfalls
eckige Klammern [] hierfiir geschrieben wer-
den. Ferner konnen Optionen gesetzt wer-
den und weitere Ausgabeargumente angege-
ben werden. Fiir weitere Hinweise verweisen
wir auf die Online-Hilfe, siche doc linprog
(help linprog).

Aufgabe 187 (Lineare Optimierung) Die linea-
re Optimierungsaufgabe

Minimiere
x € R? AT X
X1 +3x <13
+x <1
u.d.N. 3 +xmsis

X1 +x <3
x1 20, x>0

hat die Minimalstelle x* = (4,3) mit dem
Minimum -7, wie die Abbildung [73] grafisch
zeigt. Bestitigen Sie die Losung in MATLAB mit
der Funktion 1linprog.

Losung: Die Losung erhdlt man in MarLaB
wie folgt:

= [-1 -11;
=[13; 31; -11]1;

1 | C
2 |A

Lineare Optimierungsaufgabe

Abbildung 73: Lineare Optimierung

b = [13; 15; 3];
1b = [0; 0];
[x,fx] = linprog(c,A,b,[1,[1,1b)

3
4
s
6 |Optimization terminated.
;
8
9

X =
4.0000
3.0000
0 |fx =
11 -7.0000
O it e e e e ©

69.2. Quadratische Optimierung

Die Quadratische Optimierung gehort bereits
in die Klasse der Nichtlinearen Optimierungs-
aufgaben, stellt aber bereits einen wichtigen
Spezialfall dieser Problemklasse dar, sowohl
aus theoretischen als auch aus algorithmisch
numerischen Griinden. Quadratische Program-
me treten im Bereich der Regelungstechnik
hiufig bei der Online-Optimierung von Stell-
groBen linearer Systeme mit quadratischen Gii-
tefunktionalen und linearen Nebenbedingun-
gen auf. Lineare Regressionsprobleme sind
wiederum wichtige Spezialfille Quadratischer
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Optimierungsaufgaben.

Eine Quadratische Optimierungsaufgabe liegt
vor, wenn die Zielfunktion quadratisch und die
Nebenbedingungen wie bei der Linearen Opti-
mierung linear sind. Die allgemeine Problem-
stellung ist:

M;n;mléi:re 1xTHx + cTx
Ax <b
u.d.N. Bx =d
I<x<u

Die Matrix H in der Zielfunktion ist aus R™"
und symmetrisch. Ansonsten gilt analoges wie
bei Linearen Optimierungsaufgaben. Falls der
Aufruf

1 | [x,qWert] = quadprog(c,A,b,B,d,1,u
)

erfolgreich war, findet man in der Variablen
x den berechneten Losungsvektor und in der
Variablen qWlert den zugehorigen Wert der
Zielfunktion 1/2xTHx + ¢'x = g(x). Wie
bei allen anderen MarLaB-Funktionen entspre-
chenden Typs konnen Argumente weggelas-
sen werden, wenn nicht alle Formen der Ne-
benbedingungen auftreten. Damit aber die Rei-
henfolge erhalten bleibt, miissen gegebenen-

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe

Minimiere
reR2 q(x1,x2)
X1+ xp <200
wdN. 1.25x1 + 0.75x, <200

xp <150
x1 =0, x, >0.

mit der quadratischen Zielfunktion g(xi, xp) =
—(4+2x1)x1—=(5+4x2)x0—8x1x2, X = (X1, x2) €

R2.
Es ist dann
-4 -8 —4
a5 3] e[ 3]
1 1 200
A=|125 075 |, b=| 200
0 1 150
und / = (0, 0). Nach den Zuweisungen
1 |H=1[-4 -8; -8 -8]; c = [-4;-5];
> |A=1T[11; 1.25 0.75; 0 17;
3 |b = [200;200;150];
4 |1 =[0;0];
und dem Aufruf
1 | [x,qWert]=quadprog(H,c,A,b,[]1,[]1,1
)

erhilt man die Ausgabe

Warning: Large-scale method does

1
falls eckige Klammern [] hierfiir geschricben 2 |not currently solve this problem
.. . 3 | formulation,
werden. Ferner konnen Optionen gesetzt wer- . . .
4 d ) A b 4 |switching to medium-scale method.
en und weitere u.sga ea.rgum'ente ang(.ege— s I
ben werden. Fiir weitere Hinweise verweisen Optimization terminated.
wir auf die Online-Hilfe, siche doc quadprod , |x =
(help quadprog). 8 50.0000
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9 150.0000
10 |gWert =
11 -155950

Aufgabe 188 (Quadratische Optimierung) Lo-
sen Sie das Problem

Maximiere i
x e R? 12
x1+x =20
wd.N. P
x120, x>0
Dieses quadratische Optimierungsproblem

entsteht durch die Aufgabe, das Rechteck
mit dem Umfang 40 zu bestimmen, das den
grofBten Flacheninhalt hat.

Losung: Die Losung erhdlt man in MarLaB
wie folgt:

> H=-[01; 1 0];

>> Aeq = [1 1];

>> beq = [20];

>> [x,£x] = quadprog(H, (1, [1,[],
Aeq,beq)

X =
10.0000
10.0000

fx =

-100.0000

ST N

© ® 9 o W

Das Rechteck mit dem grofiten Flacheninhalt
ist also das Quadrat mit der Seitenldnge 10. ©

o

69.3. Lineare Ausgleichsaufgaben mit
linearen Nebenbedingungen

Mit der Funktion 1sqlin kann man lineare
Ausgleichsaufgaben mit linearen Gleichungs-
und Ungleichungsnebenbedingungen 16sen.
Die Zeilen

1 |A = eye(3); b = zeros(3,1);
2 |C =112 4]1; d=[7];
3 | [x,q9] = 1sqlin(A,b,[]1,[]1,C,d)

berechnen die Losung

1 x =
2 0.3333
3 0.6667
4 1.3333
50q =

6 2.3333

des mathematischen Modells

Minimiere
e R? q(x)=x%+x%+x§
u. d. N. X1 +2x +4x3="7
x = [0.3333 0.6667 1.3333] ist der

Punkt mit dem kleinsten Abstand zum Koor-
dinatenursprung, der auf der Ebene liegt, die
durch die Nebenbedingung spezifiziert ist.

69.4. Nichtlineare Optimierung

Mit der Funktion fmincon aus der Optimiza-
tion Toolbox kann man nichtlineare Optimie-
rungsaufgaben mit (nichtlinearen) Gleichungs-
und Ungleichungsnebenbedingungen 16sen.
Die Funktion fmincon ist eine Implementie-
rung des SQP-Verfahrens mit BFGS-Update
(Quasi-Newton Methode). Gegeben sind Funk-
tionen f, g und h, Matrizen A und B, sowie die
Vektoren b, d, [ und u. Gesucht ist ein Vektor
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x, der die folgende Aufgabe 16st:

M)lcn;n;é:re Fx)
gx)<0
h(x)=0

u.d.N. Ax<b
Bx=d
I<x<u
Falls der Aufruf

1 | [x,fWert] = fmincon(@Zielf,x0,A,b,
B,d,1,u,@Nebenb,Options)

erfolgreich war, finden Sie in der Variablen x
den Losungsvektor x* und in fWlert den da-
zugehorigen Wert der Zielfunktion f(x*). Die
Argumente Zielf und Nebenb im Funktions-
aufruf sind MarLaB-Funktionsnamen in denen
die Zielfunktion f bzw. die Nebenbedingungen
0 und =~ definiert sind. Wie bei entsprechen-
den anderen MatLaB-Funktionen konnen Ar-
gumente weggelassen werden, wenn nicht alle
Formen der Nebenbedingungen auftreten. Um
aber die Reihenfolge zu gewihrleisten, miissen
gegebenenfalls leere Klammern [] eingefiigt
werden. Auch konnen Optionen gesetzt wer-
den und weitere Ausgabeargumente angegeben
werden. Fiir weitere Hinweise verweisen wir
wieder auf die Online-Hilfen.

Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe

Minimiere
eEN(Ax% + 22 +dxix0 +2x0 + 1) 2
x ERZ ( 1 2 1A2 2 )
XXy — X1 —xp < —1.5
u.d.N. 142 ! 2

x1xp = —10.

Es handelt sich um eine nichtlineare Optimie-
rungsaufgabe, in der sowohl die Zielfunkti-

on als auch die Nebenbedingungen nichtline-
ar sind. Lineare Nebenbedingungen und Box-
beschrinkungen treten keine auf. Auch gibt es
keine Gleichungsrestriktionen. Die Zielfunkti-
on f ist durch

F(x1,x2) = "1 (4x} +2x3 + 4x1 20 + 2x0 + 1)
und die Nebenbedingung durch
gi(x1,x2) } _ [

g(x1,x2) = [ g2(x1,x2)

—X1X2 — 10

gegeben. Die Zielfunktion spezifizieren wir im
Function-File Zielf.m.

1 | function £ = Zielf(x)

2 |%-Zielfunktion.

3 | £ = exp(x(D))*(4*x(1)22+2*%x(2)
A2+4%x (1) *x(2)+2*x(2)+1);

und die Nebenbedingungsfunktionen im File
Nebenb.m

1 | function [g,h] = Nebenb(x)

2 |%-Ungleichungen.

3 1g = [x(DD*x(2)-x(1)-x(2)+1.5; -x
(1)*x(2)-10];

4 |%-Gleichungen.

s |h = [1;

Bevor wir die Funktion fmincon aufrufen, de-
finieren wir den Startvektor x¢ und setzen die
Option (’LargeScale’,’off’).

1> x0 = [-1,1];

>> options = optimset(’LargeScale’
, off’);

3 |[>> [x,fWert] = fmincon(@Zielf,x®

,[1,01,01,01,01,[]1,@Nebenb,

options)

Die Ausgabe des Aufrufs ergibt
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1 |Optimization terminated
successfully:

2 | Search direction less than 2*
options.TolX and

3 maximum constraint violation is
less than options.TolCon

4 |Active Constraints:
5 1

6 2

7 |X =

8 -9.5474 1.0474
o | fiWert =

10 0.0236

Wir tiiberpriifen, ob die beiden Nebenbedin-
gungen auch erfiillt sind

>> g = Nebenb(x)

1

2 |g =

3 1.0e-015 *
4 -0.8882

5 0

und stellen fest, dass diese sogar aktiv sind,
was uns obige MarLaB-Ausgabe auch schon
mitgeteilt hat.

Bisher haben wir weder Ableitungen der Ziel-
funktion noch Nebenbedingungen mitberiick-
sichtigt bzw. als Argumente im Funktionsauf-
ruf iibergeben. Die Funktion fmincon berech-
net in diesem Fall die Ableitungen numerisch
iiber finite Differenzen. Alternativ dazu kon-
nen die Ableitungen analytisch berechnet und
dann iibergeben werden. Typischerweise kann
in solch einem Fall das Problem genauer und
effizienter gelost werden. Dazu erweitern wir
den File Ziel f.m wie folgt:

1 | function [f,df] = Zielf(x)
2 |%-Zielfunktion.

3 | f = exp(x(1))*(4*x(1)A2+2*%x(2)
A2+4%x (1) *x(2)+2*x(2)+1);

4 |%-Gradient der Zielfunktion.

s |df = [frexp(x(1))*(8*x(1)+4*x(2));

6 .-éxp(x(l))*(4*x(1)+4*x(2)+2)
i[5

Wir stellen auch die Ableitungen der Unglei-
chungssnebenbedingungen zur Verfiigung.

1 | function [g,h,dg,dh] = Nebenb(x)

2 |%-Ungleichungen.

3 |g = [x(D*x(2)-x(1)-x(2)+1.5; -x
(1)*x(2)-10];

4 |%-Ableitungen der Ungleichungen.

s |dg = [x(2)-1, -x(2); x(1)-1, -x(D)

1;
6 |%-Gleichungen.
7 |h = [1;
s [dh = [1;

Uber das Options-Argument wird der Funktion
fmincon mitgeteilt, dass die Ableitungen ana-
lytisch zur Verfiigung stehen.

1 |>> options = optimset(options,’
GradObj’,’on’,’GradConstr’,’on’
)

2 |[>> [x,fWert] = fmincon(@Zielf,x®
,[1,01,01,01,01,[]1,@Nebenb,
options)

3 |Optimization terminated
successfully:

4 | Search direction less than 2*
options.TolX and

5 maximum constraint violation is
less than options.TolCon

¢ |Active Constraints:
7 1

8 2

9 |xX =

10 -9.5474 1.0474
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11 | fWert =
12 0.0236

Die Ausgabe ist die Gleiche wie oben oh-
ne Ableitungsinformationen, aber die Anzahl
der Funktionsauswertungen hat sich von 36
auf 18 reduziert, was man erkennt, wenn man
das Options-Argument Display auf iter ein-
stellt.

Aufgabe 189 (Nichtlineare Optimierung) Lo-
sen Sie die Aufgabe

Minimiere
v e R (x1 = 2% + (xp — 1)?
wd N x% —x <0
T x|+ xp < 2.

Losung: Die Minimalstelle ist x* = (1, 1) und
das Minimum ist f(x*) = 1. Dies zeigen die
folgenden Zeilen.

> £ = ax) (x(1)-2).42+(x(2)-1)
A2

2 [>> [x,fx] = fmincon(f
,[2,21,01,01,01,01,01,[1,
@Nebenb)

3 |Warning: Large-scale (trust region
) method does not currently
solve this type of problem,

4 | switching to medium-scale (line
search).

s |> In fmincon at 271

¢ |Optimization terminated: first-
order optimality measure less
7 | than options.TolFun and maximum
constraint violation is less
s | than options.TolCon.

9 |Active inequalities (to within

options.TolCon = 1le-006):
10 lower upper ineqglin
inegnonlin

13 |X =

14 1.0000 1.0000
15 | fx =

16 1.0000

Die Nebenbedingungen sind wie folgt defi-
niert:

function [g,h] = Nebenb(x)
%-Ungleichungen.

g = [x(D)*x(1)-x(2); x(1)+x(2)-2];
%-Gleichungen.

h = [1;

[ I N T

Aufgabe 190 (Nichtlineare Optimierung) Lo-
sen Sie das Optimierungsmodell

Minimiere
(x,y) € R? Y
u. d. N. PA+PB=38

mit PA = /(x—0)2+(y—5)? und PB =
Vx =32+ (-2
Losung: Die Function

1 | function NLinOpt

2 [x0 = [-1,1];

3 |options = optimset(’LargeScale’,’
off’);

4 | [x,fWert] = fmincon(@Zielf,x0®
,[1,01,01,01,[1,[]1,@Nebenb,
options)

5 |%-Zielfunktion.

6 | function f = Zielf(x)

7 £ = x@2);

8 | %-Nebenbedingungen

9 | function [g,h] = Nebenb(x)
10 |%-Ungleichungen.

n g = [1;

12 |%-Gleichungen.
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13

h = sqrt((x(1)-0) .42+(x(2)-5) .42)+
sqrt ((x(1)-3).42+(x(2)-2).42)
_8;

berechnen die Losung

T

X =
2.1068 -0.2081
fiWert =
-0.2081

des mathematischen Modells.

Aufgabe 191 (fmincon) Finden Sie die Lo-
sung des nichtlinearen Optimierungsmodells

mit z; =

(x0,...

Minimiere

21+ +z23+2
» Y4)

(x1 - D>+ (1 -4 <2
(=9 +0n-57<1
2<x3<4
-3<y3 <1
6<x4<8
—2<y4 <2

u.d.N.

Vo = x)2 + (o — yi)2-

Losung: Mit

S T S

function NLinOpt

clear all; close all, clc;

x0 = ones(10,1);

options = optimset(’LargeScale’,’
off’);

lb = [-inf,-inf,2,6,-inf,-inf
,-3,-2,-inf,-inf];

ub = [inf,inf,4,8,inf,inf,-1,2,inf
,inf];

[x,filert] = fmincon(@Zielf,x0
,01,01,0],[],1b,ub,@Nebenb,
options)

%-Zielfunktion.

function f = Zielf(x)

erhalten wir die Losung

© o N o L A W N =

f = sqrt((x(1)-x(9))*2+(x(5)-x(10)
IA2)+. ..
sqrt ((x(2)-x(9))*2+(x(6)-x(10))
A2)+...
sqrt ((x(3)-x(9))*2+(x(7)-x(10))
A2)+...
sqrt ((x(4)-x(9))*2+(x(8)-x(10))
A2);
%-Nebenbedingungen
function [g,h] = Nebenb(x)
%-Ungleichungen.
g = [x-Dr2+(x(5)-4)*2-4; (x(2)
-9 A2+(x(6)-5)42-1];
%-Gleichungen.
h = [1;

X =
2.8569
8.2930
4.0000
6.0000
3.2571
4.2928
-1.0000
2.0000
6.0000
2.0000
filert =
10.2334

Aufgabe 192 (fmincon) Finden Sie die Lo-
sung des nichtlinearen Optimierungsmodells

Minimiere N
(x1, %) € R? TR
(x1—1D?>+x2<2
udN 2 %
(xr+1)"+x5>2
Losung: Mit
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function NLinOpt

clear all; close all, clc;

x0 = [12,-11];

options = optimset(’LargeScale’,’
off’,’Display’,’iter’);

5 | [x,fWert] = fmincon(@Zielf,x0
,[1,01,01,01,01,[]1,@Nebenb,
options)

%-Zielfunktion.

function £ = Zielf(x)

f = x(D+x(2);

%-Nebenbedingungen

10 | function [g,h] = Nebenb(x)

11 | %-Ungleichungen.

2 |g = [x)-1)A2+x(2)42-2; -(x(1)

+1)A2-x(2)A2+2];

13 | %-Gleichungen.

14 |h = [1;

T N

© o 9 o

erhalten wir die Losung

X =

1
2 =

3 0.0000 -1.0000
4 | fWlert =

5 -1.0000

Beachten Sie, dass der Startpunkt xg

(12,-11) ,,weit weg* von der Losung x* =
O,Dliegt. O, .o D

Aufgabe 193 (fmincon) Das folgende nichtli-

neare Optimierungsmodell

Minimiere
X
(x1,x2) € R? !
2, .2
(xr+ D" +x521

u.d.N.
x% + x% <2

hat zwei lokale Minimalstellen, ndmlich x“l‘
(=1,1) und x3 = (-1, -1). Berechnen Sie mit

der Function fmincon beide Minima.
Losung: Mit

W N =

© o 9 o

function NLinOpt

clear all; close all, clc;

x0 = [-3,-2];

options = optimset(’LargeScale’,’
off’,’Display’,’iter’);

[x,filert] = fmincon(@Zielf,x®
,[1,01,01,01,01,[]1,@Nebenb,
options)

%-Zielfunktion.

function f = Zielf(x)

f=x(D;

%-Nebenbedingungen

function [g,h] = Nebenb(x)

%-Ungleichungen.

g = [-Gx(D)+1)42-x(2)A2+1;x(1)A2+x

(2)12-2];
%-Gleichungen.
h = [1;

erhalten wir die Losung

1
2 [X =
3 -1.0000 -1.0000
4 | filert =
5 -1
Die Losung x; = (—1,1) erhdlt man, wenn
man den Startpunkt xg ,,in der Ndhe* von x*l‘ =
(-1, )widhlt.o.......................... ©

69.5. Uberblick iiber alle Funktionen zur

Optimierung

Mit doc optim (help optim) erhalten Sie
einen Uberblick iiber alle Funktionen der Op-
timization Toolbox.

207

Copyright © G. Gramlich



70. Nichtlineare

Ausgleichsaufgaben
Zu der Optimization Toolbox gehdren
auch die Funktionen 1lsgnonlin und

Isqcurvefit, sieche doc lsgnonlin (help
lsgnonlin) und doc lsqcurvefit (help
1sqcurvefit). Mit diesen Funktionen kann
man nichtlineare Ausgleichsaufgaben 16sen.
Nichtlineare Ausgleichsaufgaben treten bei
Parameteridentifikationsproblemen auf und
spielen in den Anwendungen eine grof3e Rolle.
Wenn Sie sich fiir diesen Problemkreis nidher
interessieren, sehen Sie auch unter den Worten
Inverse Probleme nach ([21]). Wir zeigen das
Losen einer nichtlinearen Ausgleichsaufgabe
in folgender Aufgabe.

Aufgabe 194 (1sqcurvefit) Gegeben sind
die vier Datenpunkte

1100 1.0 20 3.0
y[20 07 03 0.1

und die nichtlineare Modellfunktion
#(t,x) = x1*.

Bestimmen Sie x = (x1, x»), sodass die Funkti-
on f die Datenpunkte im Sinne kleinster Qua-
drate bestmoglichst ausgleicht.

Losung: Das Problem kann in MATLAB mit der
Funktion 1sqcurvefit gelost werden.

t [0:37;

y [2 0.7 0.3 0.1];

fxt = @(x,t) x(1)*exp(x(2)*t);

x0 = [1,0];
[x,resnorm]=1sqcurvefit(fxt,x0,t,y

LS N T N

)

6 |Optimization terminated
7 | successfully:

8 | Relative function value changing
9 | by less than OPTIONS.TolFun

10 X =

1 1.9950 -1.0095

12 [ resnorm =

13 0.0020

Die Losungsstelle ist somit x, ~

(1.995,-1.0095). Die Abbildung zeigt

1.8r
1.6f
14r

1.2f

0.8
0.6
0.4¢
0.2r

0 0.5 1 15 2 25 3

Abbildung 74: Zu Aufgabe[194]

die dazugehorige Geometrie und wurde wie
folgt erzeugt:

1 [tt = linspace(0,3);
2 | ff = x(D*exp(x(2).%tt);
3 |plot(tt,ff,t,y,’ro’), grid,

Fiir lineare Ausgleichsaufgaben siehe Ab-
schnitt[521
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71. SIMULINK

SmMULINK ist ein signalflussorientiertes (block-
orientiertes), interaktives System zur Simulati-
on linearer und nichtlinearer dynamischer Sys-
teme. Es handelt sich um ein mausgesteuertes
Grafikprogramm, das ein Modell eines natiir-
lichen, technischen oder wirtschaftlichen Sys-
tems, das als Blockdiagramm (Blockschalt-
bild, Signalflussdiagramm) auf dem Bild-
schirm darzustellen ist, unter dynamischen
Einwirkungen nachbildet. Es kann fiir lineare,
nichtlineare, zeitkontinuierliche oder zeitdis-
krete Prozesse eingesetzt werden. Grundlage
sind MarLaB-Funktionen zur Losung gewohn-
licher Differenzialgleichungen (DGL) bzw.
Anfangswertaufgaben (AWA). In diesem Sinn
kann SimuLink als ein numerischer Differenzi-
algleichungsloser aufgefasst werden. Im zeit-
diskreten Fall sind die Modellgleichungen na-
tirlich Differenzengleichungen. Innerhalb der
MarLaB-Umgebung ist SIMULINK eine MATLAB-
Toolbox, die sich von den anderen Toolboxen
eben durch diese spezielle Oberflache, mit der
dann auch eine besondere ,,Programmiertech-
nik®“ verbunden ist, unterscheidet. Variablen
konnen von SiMULINK nach MATLAB problemlos
importiert und exportiert werden. Damit ste-
hen zum Beispiel alle Visualisierungsmoglich-
keiten von MarLas zur Verfiigung, oder Gro-
Ben des Systems konnen mathematisch opti-
miert werden, zum Beispiel mit der Optimiza-
tion Toolbox.

71.1. Erste Schritte

Der Start des Programms SiMULINK erfolgt zum
Beispiel durch das Kommando simulink im
MartLaB-command window. Danach 6ffnet sich
der so genannte block Library Browser. Die-
ser stellt die verfiigbaren Blocke (Funktions-
blocke) der SimuLINK-Bibliothek in Form einer
Liste und in Form von Icons dar. Die Biblio-
thek ist dabei in Funktionsgruppen organisiert:

e Sources
e Sinks

e Continous
e Discrete
® Usw.

Bei der Auswahl eines Listeneintrages (Icon)
offnet sich dann im SmmuLINk Library Brow-
ser-Fenster ein Teilfenster mit den zur Funk-
tionsbibliothek gehorenden Funktionssysmbo-
len. Ein Klick auf Sources etwa offnet alle
Funktionsblocke zur Erzeugung von Signalen
(Funktionen). Zu sehen sind etwa die Blocke
Constant zur Erzeugung eines konstanten Si-
gnals oder Sine Wave zur Erzeugung einer Si-
nusfunktion. Die Funktionsblocke haben fol-
gende Eigenschaften:

e Name

e Ein- und Ausgabe

e Parameter (Doppelklick)

e Online-Hilfe (Help-Button)
e Kontextmenii (Maus rechts)

SIMULINK ist erweiterbar, das heifit, es konnen
eigene Blocke mit der gewiinschten Funktion
definiert werden.
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71.2. Konstruktion eines
Blockdiagramms

Will man nun mit Hilfe der Bibliotheken
ein eigenes System konstruieren, so muss
man zundchst im SimMuLINK-Libraray Browser
durch Auswahl von File New Model ein lee-
res Fenster offnen. Blocke konnen nun via
Drag&Drop aus der Bibliothek eingefiigt wer-
den. Zwei Blocke konnen dadurch verbunden
werden, dass man mit der linken Maustaste auf
einen Blockausgang klickt, die Maustaste fest-
hidlt und die sich aufbauende Verbindungsli-
nie auf den gewiinschten Blockeingang zieht.
Am Besten zieht man das Verbindungssignal
(Verbindungslinie) immer gegen der Signal-
flussrichtung vom Eingang des Zielblocks zum
Ausgang des Quellblocks. Blocke und Verbin-
dungen lI6schen, konnen Sie mit Hilfe der rech-
ten Maustaste. Blocke konnen durch Ziehen
an den Ecken auch vergroBert oder verkleinert
werden.

Bereits vorhandene Blockdiagramme koénnen
mit File Open gedffnet und dann bearbeitet
werden.

Die Kanten sind den Signalen (oder Gréfen)
des Systems zugeordnet, in den Knoten wer-
den diese Signale generiert oder umgewandelt,
also geformt. Da Signale eine bestimmte Fluss-
richtung haben, sind Blockdiagramme gerich-
tete Graphen.

71.3. Weitere Arbeitsschritte
Bevor wir mit dem Blockdiagramm jedoch ei-

ne Simulation durchfiihren konnen, sind noch
weitere Arbeitsschritte durchzufiihren:

e Parametrierung der verwendeten Blocke,

o Festlegung des numerischen Losungsver-
fahrens (Integrator),

e Angabe der Anfangswerte, Simulationsdau-
er usw., also allgemeine Parameter der Si-
mulation,

e Dokumentation.

71.4. Ein erstes Beispiel

Wir konstruieren uns nun ein einfaches Bei-
spiel (Modell) eines Blockdiadramms unter Si-
MULINK, fithren die zur Simulation notwendi-
gen Arbeitsschritte durch und machen mit die-
sem Modell ein paar Simulationen.

Es soll ein Quellsignal, die Sinusfunktion
f(®) = 2sin(¢), t € R, (Amplitudenwert 2) inte-
griert werden, und samt ihrer Integralfunktion
Fi)=2 fot sin(t)dt = =2 cos(?) +2 von [0, 15]
grafisch ausgegeben werden.

Aufgabe 195 Uberlegen Sie, warum das Er-
gebnis der Simulation die Losung der Anfangs-
wertaufgabe

AWA {y’m =x0 C0.15]

¥(0)=0
mit y(¢) = F(¢) und x(¢) = f() ist.
Losung: Nennen wir den Ausgang des Inte-
gratorblocks y(¢), so hat man zwischen FEin-
gangssignal x(f) und Ausgangssignal y(¢) die
Beziehung

() = fo x(T)dt + y(0).

Durch Differenziation dieser Gleichung erhilt
man Y (®) = x(1). ... ©
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71.4.1. Konstruktion des Blockdiagramms

Wir offnen ein neues Fenster und speichern
es unter dem Namen ErstesBeispiel.mdl
(mdl steht abkiirzend fiir model) ab. In das lee-
re Fenster ziehen wir aus der Block Library mit
Hilfe der Maus den Block Sine Wave; dieser
befindet sich in der Bibliothek Sources. Glei-
chermalien verfahren wir mit den Blocken In-
tegrator (Continuouse), Mux (Signal Routing)
und Scope (Sinks). Jetzt werden die Blocke
verbunden. Der Ausgang von Sine Wave mit
dem Eingang von Integrator, der Ausgang von
Integrator mit einem Eingang von Mux und
der Ausgang von Mux mit dem Eingang von
Scope. Schlieilich verbinden wir den zwei-
ten Eingang von Mux mit der Verbindungsli-
nie (Signalkante) zwischen Sine Wave und In-
tegrator. Hierzu beginnt man mit dem Eingang
von Mux. Bei einer Verbindung ,,um die Ecke*
muss die Maustaste zwischendurch losgelas-
sen werden. Man beachte auch, dass die Ver-
bindung zu einer Signalkante (wie hier zwi-
schen Sine Wave und Integrator) erst dann voll-
stindig ist, wenn an der Kreuzungsstelle ein
kleiner rechteckiger Punkt erscheint.

71.4.2. Weitere Arbeitsschritte

Wir beginnen mit der Parametrierung des Sine
Wave-Blocks. Ein Doppelklick auf den Block
offnet ein Fenster, in dem die Amplitude auf
den Wert 2 eingestellt wird. Die anderen Para-
meter (Frequenz, usw.) bleiben unverindert.

Der Block Mux hat zwei Eingénge, was in un-
serem Beispiel gerade passend ist. Hier ist also
nichts zu tun. Prima! Die Zahl der Einginge

kann jedoch im Allgemeinen eingestellt wer-
den.

Der Integratorblock (Integrator) verlangt unter
anderem den Anfangswert der Integration. Fiir
das Beispiel soll der Wert auf der voreingestell-
ten Null stehen bleiben. Die iibrigen Parame-
ter betreffen spezielle Formen von Integrato-
ren und bleiben fiir unser Beispiel auf den vor-
eingestellten Werten. Der Eintrag 1/s im Inte-
gratorblock deutet an, dass es sich um die La-
pLACE-Transformierte der Integration handelt.
Die meisten (linearen) Funktionsblocke sind
mit der LapLAce-Transformierten bzw. dem
diskreten Pendant dazu, der Z-Transformation,
gekennzeichnet.

Der Scope-Block sollte auch parametriert wer-
den. Ein Doppelklick auf den Block und ein
Klick aus das Parameters-Icon offnet ein Kar-
teifenster in dem Parameter eingestellt wer-
den konnen. Interessant ist die Mdglichkeit,
das angezeigte Signal direkt in einer MATLAB-
Variablen speichern zu lassen. Man achte dar-
auf, an dieser Stelle auf das Array-Format um-
zustellen, wenn man von dieser Moglichkeit
des Datenexports in den MarLaB-Workspace
Gebrauch machen will.

Den letzten Schliff gibt dem Ganzen nun noch
die Dokumentation (Beschriftung, Hervorhe-
bung durch Farbe usw.). Durch einen Dop-
pelklick in Modellfenster erscheint ein bli-
ckender Cursor. Hier kann frei Text eingetra-
gen werden, der iiber den Meniipunkt Format-
Font noch nach Geschmack im Erscheinungs-
bild veridndert werden kann.

Das Ergbenis all unserer Bemiithungen sehen
Sie in Abbildung|[75]

211

Copyright © G. Gramlich



Mein erstes Simulink Modell

WV LEE

Sine Wave Integrator

Abbildung 75: Erstes Beispiel

Das eingestellte numerische Losungsverfahren
ist ode45 (unten im Fenster ErstesBeispiel).
Wir dndern daran nichts. Wenn Sie doch eine
Anderung durchfiihren wollen, dann unter Si-
mulation und weiter unter Configuration Para-
meters. Es wiirde an dieser Stelle zu weit fiih-
ren, im Einzelnen auf die numerischen Integra-
tionsverfahren einzugehen. Eine tiefe Diskus-
sion der Verfahren wiirde den Rahmen dieser
Einfithrung bei weitem sprengen. Es sei jedoch
bemerkt, dass die modernsten mathematischen
Verfahren zum Einsatz kommen [23],24]], siche
auch Abschnitt [61]

Den Wert der Simulationsdauer setzen wir von
10 auf 15 (zweite Zeile von oben rechts).

71.4.3. Simulation

Nun steht einer Simulation nichts mehr im We-
ge. Driicken Sie einfach auf das Dreieckssym-
bol in der zweite Zeile des Modellfensters. Im
Scope-Block bauen sich dann das in Abbildung
[76] dargestellte Sinussignal f und die zugeho-
rige Integralfunktion F auf.

CEX

Time offzet: 0O
Abbildung 76: Ergebnis

71.5. Beispiele

In diesem Absschnitt betrachten wir nun wei-
tere SIMULINK-Modelle. Hierbei handelt es sich
um das Losen von Differenzial- und Differen-
zengleichungen unter SIMULINK, oder anders
gesagt, um die Simulation dynamischer Syste-
me.

Als erstes Beispiel wihlen wir die Anfangs-
wertaufgabe

AWA - y'(t) = —y(t) — Se”" sin(5¢)
y0) =1

die wir bereits in Abschnitt[62. [[numerisch und
in Abschnitt [67] symbolisch behandelt haben.
Die Losung ist

y(t) = e”" cos(51).

Als ersten Schritt 16st man die gegebene Diffe-
renzialgleichung nach der hochsten Ableitung
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auf. In diesem Fall ist diese eins und die Glei-
chung braucht nicht umgeformt zu werden

Y (t) = —y(t) — 5¢7" sin(51).

Zur Integration wird der Block Integrator
(Continous) verwendet. Er sorgt fiir die nume-
rische Integration der Differenzialgleichung.
Danach wird die rechte Seite der Differenzi-
algleichung mit Hilfe von Integrieren, Addi-
tionsstellen, usw. aufgebaut. Im vorliegenden
Fall wird mit dem Block fen (User-Defined
Functions) der Ausdruck —5¢~" sin(5¢) gebildet
und durch die Summationsstelle Sum (Com-
monly Used Blocks) mit dem Ausgang des
Integrierers zusammengefasst. Da die rech-
te Seite nun komplett ist und diese gleich
der ersten Ableitung ist, wird der Ausgang
mit dem Integrierereingang verbunden (Riick-
kopplung). Zur grafischen Darstellung des Si-
gnals (Losung y der Differenzialgleichung)
wihrend der Simulation wird der Block Sco-
pe (Sinks) verwendet. Den Block Clock fin-
det man in Source. Das SmmuLiNnk-Modell zur
Losung der Differenzialgleichung ist in Abbil-
dung [77) dargestellt.

Nun setzen wir beim Integrierer die Anfangs-
bedingungen. Dies geschieht durch Doppelkli-
cken auf das Symbol und dem Eintrag des An-
fangwertes, hier 1. Der letzte Schritt besteht
in der Wahl der Simulationsparameter. Unter
mehreren Integrationsverfahren (das sind gera-
de die DGL-Lo6ser ode45, usw. von MATLAB)
muss ein geeignetes aufgewdhlt werden. Vor-
eingestellt ist ode45. Auflerdem ist die Simu-
lationszeit einzustellen. Ich habe das Intervall
[to = 0,2y = 3] gewihlt. Das grafische Ergeb-
nis der Simulation, das heif3t die Losung der

Scope

Abbildung 77: SmuLiNk-Modell

Differenzialgleichung, ist in Abbildung [60] zu
sehen.

Aufgabe 196 (y'(r) = k) Konstruieren
Sie eine (signalflussorientierte) SIMULINK-
Implementierung der Differenzialgleichung
V' (t) = k und simulieren Sie damit. Wihlen Sie
speziell k = 10und y(0) =0und 0 < r < 11.

Losung: Die Abbildung [78 zeigt eine
y(®) ]

10— 2 >
Constant Integrator Scope

Abbildung 78: y'(¢) = k

SmuLink-Implementierung der Differenzial-
gleichung y'(£) = k. ©......... ... ... .. ©

Aufgabe 197 (y'(r) = ky(t)) Konstruie-
ren Sie eine (signalflussorientierte) SIMULINK-
Implementierung der Differenzialgleichung
Y (t) = ky(t) und simulieren Sie damit. Wihlen
Sie speziell k = —0.1, y(0) = 1 und 0 < ¢ < 30.
Ab wann ist der Zustandswert y(¢) kleiner als
0.1? Wie lautet die analytische Losung? Sie
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kann gegebenenfalls zu Kontrollzwecken ver-
wendet werden.
Losung: Die Abbildung zeigt eine Sr-

vo [ 1 ¥
L |

Integrator

Scope

l

e
Y
Abbildung 79: y'(#) = ky(t)

MULINK-Implementierung der Differenzialglei-
chung y'(f) = ky(#). An der grafische Ausgabe
kann man erkennt, dass der Zustandswert y(t)
fiir r > 23 (ungefihr groBer) kleiner 0.1 ist. Die
analytische Losung ist y(r) = e %!, t € [0, 30].

Aufgabe 198 (y; = ky,_;) Konstruieren
Sie eine (signalflussorientierte) SIMULINK-
Implementierung der Differenzengleichung
yr = ky-1, t = 1,2,..., und simulieren Sie
damit. Wihlen Sie speziell k = =7/10, yg = 1
und 0 <7 < 20.

Losung: Die Abbildung [80] zeigt eine
SmuLink-Implementierung  der Differenzen-
gleichung y; = ky,—;. Man muss also nur den
Integrator-Block durch den Unit Delay-Block
(Discrete) auswechseln. Der Anfangswert
yo = 1 wird in diesem Block eingestellt.
Die Abbildung [81] zeigt das Ergebnis der
Simulation mit der Parameterwahl k = —7/10,
yo=1und0<¢r<20.0.................. ©

y t 1
Ll
z

Unit Delay

y_t=1

Scope

e
\I‘

Gain

Abbildung 80: y; = ky;_

S8 LRL HEE B EF

Abbildung 81: Simulation

214

Copyright © G. Gramlich



71.6. Vereinfachungen

Schon fiir vergleichsweise kleine dynamische
Systeme werden relativ schnell viele Blocke
benotigt. Fiir die gezeigten einfachen Beispie-
le ist dieser Effekt natiirlich in erster Linie dar-
auf zuriickzufiihren, dass schon fiir die Opera-
tionen der untersten Ebene, wie etwa die Ad-
dition oder Skalierung, entsprechende Blocke
eingesetzt wurden. Dies tridgt zwar zur Nach-
vollziehbarkeit der Modellgleichungen inner-
halb des Blockdiagramms bei, macht aber das-
selbe auch schnell uniibersichtlich.

Durch geschickte Verwendung des Fcn-Blocks
aus der Bibliothek userDefined Functions kon-
nen Simulink-Systeme vereinfacht werden.
Mit Hilfe dieses Blocks ist es moglich, gan-
ze Formeln zu einer Einheit zusammenzufas-
sen, so dass auf die Elementarblocke der un-
tersten Ebene (Sum oder Gain) verzichtet wer-
den kann.

Eine weitere Moglichkeit zur Vereinfachung
von Simulink-Systemen ist eine Zusam-
menfassung von Teilsystemen zu eigenen
Simulink-Bldcken; eine Konstruktion von Sub-
systemen. Die damit verbundene Hierarchi-
sierung des Problems entspricht der Mo-
dularisierung durch Funktionen bei MATLAB-
Programmen. Eine solche Modularisierung ist
fiir die meisten Probleme der Praxis unum-
ginglich.

71.7. Kommunikation mit MATLAB

Mit Hilfe verschiedenster Blocke aus der Bi-
bliothek Sinks ist es moglich mit MATLAB zu
kommunizieren. Als Beispiele seien die BIo-

cke Scope und To Workspace erwihnt.

Mit Hilfe der MarLaB-Funktion sim kann aus
MarLaB ein Simulink-Modell aufgerufen wer-
den. Genaue Auskunft iiber die verschiedenen
Formen der Verwendung von sim erhalten sie
mit doc sim (help sim).

Eine weiter Kommunikationsart besteht iiber
das Konzept globaler Variablen.

71.8. Umgang mit Kennlinien

In den Anwendungen kann ein funktiona-
ler Zusammenhang zwischen vorkommenden
GroBen meist nicht explizit angegeben werden,
das heift eine Formel oder Funktionsvorschrift
steht nicht zur Verfiigung. Vielmehr stehen ge-
messene oder beobachte Werte tabellarisch zur
Verfiigung. Eine solche Tabelle nennt man eine
Kennlinie.

In der Bibliothel Lookup Tables stehen Blocke
zur Verfiigung mit denen man Kenntlinien be-
handeln kann (Interpolation, Extrapolation).

71.9. Weitere Bemerkungen und
Hinweise

Weitere Informationen und Details iiber Smmu-
LINK finden Sie in [25]].

72. Diinn besetzte Matrizen

Rechnet man mit einer Matrix, so geht MaT-
LAB davon aus, dass diese dicht besetzt ist, das
heiBit, nur wenige Matrixelemente sind Null.
Sind in einer Matrix jedoch viele Elemente
Null (zum Beispiel 95% oder mehr) so spricht
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man von einer Sparsematrix oder von einer
diinn besetzten Matrix. Liegt solch eine Spar-
sematrix vor und méchte man Matrixoperatio-
nen mit dieser durchfiihren, so kann man meis-
tens Gleitpunktoperationen auf den Nullele-
menten einsparen. Dariiber hinaus muss man
nicht die ganze Matrix abspeichern, sondern es
geniigt, nur die von Null verschiedenen Ele-
mente abzulegen. Trdgt man diesen Sachver-
halten Rechnung, so lisst sich die Effizienz von
Algorithmen in bezug auf Speicher- und Zeit-
aufwand reduzieren. Damit ist es moglich, gro-
Bere Probleme zu 16sen, die sonst nicht 16sbar
wiren. MarLaB kann die diinne Besetztheit ei-
ner Matrix ausnutzen.

MarLas verfiigt tiber zwei Speichermodi: full
und sparse, wobei full standardméBig ein-
gestellt ist. Die Funktionen full und sparse
erlauben es, zwischen beiden Modi hin und her
zu schalten.

Im Sparsemodus werden die von Null ver-
schiedenen Matrixelemente als eindimensiona-
les (lineares) Feld mit ihren Zeilen- und Spal-
tenindizes abgespeichert. Die Anweisung

1 |>> F = -triu(tril(ones(6),1),-1)
2 |+3*eye(6)

erzeugt die (6, 6)-Matrix

F =

B Y T S o N
I
=
N
I
—_
= NRmo 2
S — I — ]

Mit S = sparse(F) wird F im Sparsemodus
abgespeichert:

1S =

2 (1,D 2
3 ,D -1
4 (1,2) -1
5 (2,2) 2
6 (3,2) -1
7 2,3 -1
8 (3,3 2
9 “4,3) -1
10 (3,4) -1
1 4,4 2
12 (5,4 -1
13 4,5) -1
14 (5,5 2
15 (6,5) -1
16 (5,6) -1
17 (6,6) 2

Die von Null verschiedenen Elemente werden
zusammen mit ihren Indizes spaltenweise an-
geordnet. Mit

1 |>> F = full(S)

lasst sich dies riickgingig machen. Der Funk-
tionsaufruf nnz (F) zeigt Ihnen die Anzahl der
von Null verschiedenen Elemente der Matrix
F.

72.1. Sparsematrizen erzeugen

Sparsematrizen konnen auch direkt erzeugt
werden. Mit Hilfe der Funktion spdiags lasst
sich zum Beispiel eine diinn besetzte Bandma-
trix erzeugen. Obige Bandmatrix F' kann somit
direkt wie folgt erstellt werden:

1 |> m=6; n=6;

2 [>> e = ones(n,1); d = 2%e;

3 |>> A = spdiags([-e,d,-e],[-1,0,1],
m,n);
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Der Vektor [-1,0,1] gibt an, in welcher Dia-
gonalen die Spalten von [-e,d,-e] stehen.
Fithren Sie die Anweisungen aus und sehen
Sie sich die volle Matrix mit full (A) an. Al-
ternativ dazu konnen Sie sich mit spy(A) die
Struktur der Matrix A grafisch betrachten. Die
Zu eye, zeros, ones, rand und randn ana-
logen Sparsefunktionen sind: speye, sparse,
spones, sprand, und sprandn.

72.2. Mit Sparsematrizen rechnen

Unabhiingig vom Speichermodus konnen Sie
die arithmetischen Operationen und viele
Funktionen verwenden. Welchen Speichermo-
dus haben dann die Ergebnismatrizen? Opera-
tionen mit vollen Matrizen ergeben volle Ma-
trixresultate. Ist S eine Sparsematrix und F eine
vollbesetzte Matrix, so ist:

Sparse: S+S, S*S, S.*S, S.*F,
SAn, S.”n, S\S

Sparse: inv(S),chol(S), 1lu(S),

diag(S), max(S), sum(S)

S+F, S*F, S\F, F\S

[ N T N

Full:

Ist a ein Skalar, so sind die Ergebnisse von a*S
und a\S vom Sparsemodus.

Um Eigenwerte oder singuldre Werte einer
Sparsematrix S zu berechnen, muss man S in
den vollen Speichermodus konvertieren und
die Funktionen eig bzw. svd verwenden:
eig(full(S)) bzw. svd(full(S)). Will
man nur einige Eigenwerte oder singuldre
Werte berechnen, so kann man die Funktio-
nen eigs und svds benutzen. Diese akzep-
tieren Sparsematrizen als Eingabeargument:
eigs(S) bzw. svds(S) .

Bildet man eine Blockmatrix und ist eine Un-
termatrix eine Sparsematrix, so ist auch die
Blockmatrix vom Speichermodus sparse.

Weitere Informationen erhalten Sie mit doc
sparfun (help sparfun).

Aufgabe 199 (Sparsematrizen) Erzeugen Sie
eine (100, 100)-Sparsematrix A, die in der Dia-
gonalen lauter 4-en hat und die obere und un-
tere Nebendiagonale besteht aus lauter Zahlen
-1. Plotten Sie die Sparsematrix A und bestim-
men Sie die Anzahl der von Null verschiede-
nen Elementen.

Losung: Man definiert zundchst
1 |>> n = 100;

2 [>> e = ones(n,1);

3 [>> d = 4%e;

Dann erzeugt man die Matrix A mittels

1 A= Spdiags([—e,d,e],[‘1,@,1],1’1,1’1)

Mit spy (A) kann ein Plot der Matrix A erzeugt
werden, sieche Abbildung [82] In der Grafik er-

20

40

60

80

100
0 50
nz =298

100

Abbildung 82: Sparsematrix

scheint die Anzeige nz = 298 (nz: non zeros).
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Dies gibt die Anzahl der von Null verschiede-
nen Elemente an. Diese Information kann man
auch mittels nz = length(nonzeros(A))
erhalten. ©........... ... ... ... ©

Aufgabe 200 (Sparsematrizen) Wie sieht die
Matrix S nach den folgenden Anweisungen
aus? Uberlegen Sie zuerst und iiberpriifen Sie
danach Ihre Antwort mit full(S).

1 |n = 6;
2 |D = sparse(l:n,1:n,2%ones(1,n),n,n
);
3 |U = sparse(2:n,1:n-1,-ones(1,n-1),
n,n);
4 |L = sparse(l:n-1,2:n,-ones(1,n-1),
n,n);
s |S = L+D+U;
Losung: Die Matrix S hat die folgende Form:
1| >> full(S)
2 |ans =
3 2 -1 0 0 0 0
4| -1 2 -1 0 0 0
5 0 -1 2 -1 0 0
6 0 0 -1 2 -1 0
7 0 0 0 -1 2 -1
8 0 0 0 0 -1 2
O et e e e e ©

Aufgabe 201 (Sparsematrizen, fill-in) In vie-
len Fillen, zum Beispiel bei der Diskreti-
sierung von partiellen Differenzialgleichungen
mit Differenzenverfahren und nach der Me-
thode der finiten Elemente, entstehen Matri-
zen, deren n’> Elemente nicht in den Haupt-
speicher passen, sehr viele Nullelemente ha-
ben, aber ihre nichtverschwindenden Elemente
sehr wohl in den Arbeitsspeicher passen, wenn
man spezielle Speichertechniken verwendet.

Im allgemeinen sind dann Eliminationsver-
fahren (LU- bzw. QR-Zerlegungen) nicht an-
wendbar, weil in Threm Verlauf Nichtnulle-
mente an vorher noch nicht belegten Posi-
tionen entstehen konnen. Dieses Phidnomen
der Erzeugung von Nichtnullelementen be-
zeichnet man als fill-in. Das folgende Bei-
spiel zeigt solch ein fill-in. Definieren Sie hier-
zu die Matrix A durch die Anweisung A =
gallery(’redheff’,20). Schauen Sie sich
mit help private/redheff an, wie die Ma-
trix definiert ist. Mit Hilfe der Funktion 1u ent-
hilt man in MatLaB eine LU-Zerlegung (Siehe
zum Beispiel [7]). Plotten Sie sodann die Ma-
trizen A, L und U mit der Funktion spy.
Losung: Die LU-Zerlegung der Matrix A er-
hilt man mit

1 |>> [L,U] = 1u(A);

Die grafische Darstellung der Matrizen A, L
und U (Siehe Abbildung [83| und [84) erzeugt

Plot der Matrix A

10} +

15:

20

0 5 10 15 20
nz =85

Abbildung 83: Plot der Matrix A

man mit

1 |>> figure
2 [>> plot(3,1,1)
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Plot der Matrix L

Plot der Matrix U

Abbildung 84: Plot der Matrizen L und U

>> spy(A)

>> title(’Plot der Matrix A’)
>> subplot(1,2,1)

>> spy(L)

>> title(’Plot der Matrix L’)
>> subplot(1,2,2)

>> spy ()

title(’Plot der Matrix U’)

o - N R SO Ot}

O
©

73. Mehrdimensionale Arrays

Arrays der Datentypen (Abschnitt[74)) double,
char, cell und struct konnen mehr als zwei
Dimensionen haben. Solche mehrdimensiona-
le Arrays werden in natiirlicher Verallgemeine-
rung zu Techniken, wie man sie fiir Matrizen
kennt, definiert und manipuliert.

Mit den Funktionen zeros, rand und randn
konnen mehrdimensionale Arrays erzeugt wer-
den. Zum Beispiel wird durch

1 |randn(3,4,5)

ein (3,4, 5)-Array mit insgesamt 3 -4 -5 = 60
normalverteilten Zufallszahlen erzeugt.

Ein dreidimensionales Array konnte zum Bei-
spiel dreidimensionale physikalische Daten
darstellen, etwa die Temperatur in einem Raum
iiber den Punkten eines rechteckigen Gitters.
Es konnte auch eine Folge von Matrizen Ay re-
prasentieren bzw. Abtastwerte einer zeitabhin-
gigen Matrix A(¢) bezeichnen. Das (i, j)-te Ele-
ment der k-ten Matrix ist dann A(i, j, k) = a;ji.

Mit Hilfe der cat-Funktion kann man ein
mehrdimensionales Array durch Angabe der
Elemente in einer Anweisung definieren. Das
erste Argument gibt die Dimension des Arrays.
Die folgende Anweisung erzeugt ein dreidi-
mensionales Array der Grofle 3 X 2 x 2.

1 |>> A = cat(3,[1 2;3 4;5 6]1,[7 8;9
10;11 12])
2 |AC:,:,1) =
3 1 2
4 3 4
5 5 6
6 |[AC:,:,2) =
7 7 8
8 9 10
9 11 12

Funktionen, die elementweise arbeiten, kon-
nen auch auf mehrdimensionale Arrays ange-
wendet werden, zum Beispiel arithmetische,
logische und relationale Operatoren. zum Bei-
spiel geben die Ausdriicke A.*A, exp(A),
3.7A und A>0 die erwarteten Ergebnisse.
Der (konjugiert) tranponierte Operator und die
Funktionen diag, inv, eig und \ aus der Li-
nearen Algebra sind fiir Arrays der Dimension
groBer als zwei nicht definiert, also nur fiir Ma-
trizen (zweidimensionale Arrays).
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Die Tabelle gibt weitere MATLAB-
Funktionen an, die speziell zum Manipulieren
von mehrdimensionalen Arrays geeignet sind.

Funktion Bedeutung

cat Verkettet Arrays
ndims GroBe, Ordnung
ndgrid Erzeugt Arrays
permute Permutiert Dimension
ipermute Inverse Permutation
shiftdim Verschiebt Dimension
squeeze  Verschiebt Dimension

Tabelle 38: Array-Funktionen

Aufgabe 202 (Mehrdim. Arrays) Verwenden
Sie dreidimensionale Arrays, um die folgen-
de symmetrische Matrix fiir verschiedene re-
elle Parameter ¢ zu studieren:

t -1 0 0 O
-1 ¢+ -1 0 O
A= 0 -1 r -1 O
O 0 -1 ¢ -1
0o 0 0 -1 ¢

(a) Brechnen Sie die Inverse von A, und von
As.

(b) Versuchen Sie die Inverse von Ay zu be-
rechnen.

(c) Lassen Sie den Parameter # von 2 an lang-
sam immer kleiner werden. Berechne die
Inversen von A, und gib den ersten Wert
an, wo A, singuldr wird.

Die n X n-Matrix A, ist beim numerischen Lo6-

sen von Differenzialgleichungen von Bedeu-

tung, insbesondere fiir grofie 7.

Losung: Zunichst definieren wir die Matrix

AO fiir A().

1 |A® = diag(-ones(4,1),1)+diag(-ones
(4,D,-1);

Nun definieren wir fiir verschiedene Parame-
terwerte den Vektor T. Zum Beispiel:

1 |T=1[012 3.7 5];

Dann erzeugen wir A, durch:

1 [for i=1:1length(T)
2 | AC:,:,1) = AO+T(i)*diag(ones(5,1))

3 |end

(a) Die Inverse der Matrix As erhilt man
durch inv(A(:,:,5)).

(b) Die Inverse der Matrix A, ist durch
inv(A(:, :,3)) zu berechnen.

(c) Der Befehl inv(A(:,:,1)) zeigt, dass
die Matrix Ag singuldr ist.

(d) Der erste Parameterwert, fiir den die Ma-
trix A, singuldr wird, ist ¢ = 1.

74. Datentypen (Klassen)

Bei der Realisierung numerischer und haupt-
sdchlich nichtnumerischer Algorithmen sind
Datentypen von besonderer Bedeutung.
Spricht man von einfachen Datentypen, so
meint man ganze Zahlen, Gleitpunktzahlen,
Zeichenketten usw. Unter einem zusammen-
gesetzten Datentyp oder einer Datenstruktur
verstetht man ein Array (Feld) oder einen
Verbund. Datenstrukturen kénnen statisch und
dynamisch sein. Ein statischer Datentyp ist
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zum Beispiel ein Array und eine verkettete
Liste ist ein dynamischer Datentyp. Durch
die Definition von Datentypen werden die
moglichen Operationen mit denen Daten und
die GroBle des Speicherplatzes festgelegt. In
MarLaB wird stets der Begriff Datentyp oder
Klasse verwendet und man meint damit zum
Beispiel einen der folgenden Datentypen:

e double (numerische Arrays)

e sym (Symbolisches Objekt)

e function_handle (Function Handle)
e char (Zeichenketten)

e cell (Zellenarrays)

e struct (Strukturarrays)

Bisher haben wir hauptsdchlich mit dem Da-
tentyp double und sym (aus der Symbolic
Toolbox) gearbeitet; gelegentlich auch mit der
Klasse function_handle.

Um festzustellen von welchem Datentyp ein
Objekt ist, kann man die Funktion class ver-
wenden:

>> class(pi)

ans =

double

>> f = @(x) xXA2;
>> class(f)

ans =
function_handle

N o v R W N~

Auch mit der Funktion isa kann man den Da-
tentyp einer Variablen herausfinden.

>> f = @(x) x*2;

1

2 |>> isa(f,’double’)

3 |ans =

4 0

s |>> isa(f,’function_handle’)
6 |ans =

Mit den folgenden Anweisungen werden die
Variablen A bis N definiert, die alle einen ande-
ren Datentyp besitzen. Den Datentyp kénnen
Sie aus dem MarLaB-Workspace ablesen.

1 |>> A="2";

2 |>> B = magic(3);

3 |>> C = @(x) x42;

4 |>> D = cell(3,2);

s |>> E.field = 1;

6 |>> F = int8(123);

7 |>> G = uint8(123);
s [>> H = int16(123);
9 [>> I = uintl16(123);
10 |[>> J = int32(123);
1 [>> K = uint32(123);
12 |>> L = single(123);
13 |>> M = sym(123);

14 [>> N = ss(1,1,1,1);

Die vorletzte Anweisung M = sym(123) ist
mit der Symbolic Math Toolbox und die letz-
te Anweisung N = ss(1,1,1,1) mit Control
Toolbox moglich. Erstere erzeugt eine sym-
bolische Variable und Letztere ein Zustands-
raummodell. Weitere MatLAB-Datentypen wer-
den von Toolboxen erzeugt. Fiir weitere Infor-
mationen siche auch doc datatypes (help
datatypes). Die drei Datentypen char, cell
und struct wollen wir etwas genauer an-
schauen.

74.1. Zeichenketten (char)

Zeichenketten (Strings) werden durch Hoch-
kommata begrenzt

1 |> s = ’Ich bin eine Zeichenkette’

2 |S =
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3 |Ich bin eine Zeichenkette

Die Variable s ist ein Array der GroBe (1, 25)
vom Typ char. Mit dieser Variablen kénnen
Sie nun mit allen erlaubten Arrayoperationen
manipulieren. Sie konnen zum Beispiel Zei-
chenketten zusammenfiigen oder trennen. Mit
den Funktionen str2num oder num2str kon-
nen Sie Zeichen in Zahlen konvertieren oder
umgekehrt.

Fiir weitere Informationen siehe doc strfun
(help strfun).

Aufgabe 203 (Zeichenketten) Die druckbaren
Zeichen des Ascii-Zeichensatzes werden durch
die ganzen Zahlen 32:127 dargestellt. Zah-
len kleiner als 32 entsprechen nicht druckba-
ren Steuerzeichen. Geben Sie diese druckbaren
Zeichen auf dem Bildschirm aus. Pro Zeile sol-
len 16 Zeichen ausgegeben werden. Welcher
Zahl entspricht das @-Zeichen, das in jeder E-
Mail-Adresse vorkommt?

Losung: Zunichst definiert man eine (6, 16)-
Matrix Z, die die Werte 32 bis 127 enthilt.

1 |N 32:127;

2 |Z = reshape(N,16,6)’;

Dann kann man diese mit Hilfe des Befehls
char in den ASCII-Zeichensatz umwandeln.
Nach der Eingabe

1 | char(Z)

sieht die Ausgabe wie folgt aus:

ans =
T"#8%&° O *+,-./
0123456789: ;<=>7?
@ABCDEFGHIJKLMNO
PQRSTUVWXYZ[\]~_

LS N I

‘ 6 | ‘abcdefghijklmno

7 | parstuvwxyz{|}~

Um herauszufinden welcher Zahl ein Zeichen
entspricht kann man Befehl double verwen-
den. double(’@’) liefert dann die Zahl 64. ©

o

)
=

74.2. Zellen- und Strukturenarrays

Die Datentypen cell und struct erlauben es,
unterschiedliche aber logisch zusammengehd-
rige Daten (Felder) zu einer Variablen zusam-
menzufassen. Zum Beispiel kdnnen Zeichen-
ketten und numerische Felder unterschiedli-
cher GroBe in einer Zelle gespeichert werden.
Mathematische Operationen sind darauf aber
nicht definiert. Hierzu muss man gegebenen-
falls auf den Inhalt zugreifen. Strukturen und
Zellen sind dhnlich. Ein Unterschied besteht
jedoch darin, dass Strukturen durch Namen
und nicht durch Zahlen identifiziert werden.

Strukturenarrays werden innerhalb von Mar-
LAB an verschiedenen Stellen verwendet, zum
Beispiel von den Funktionen spline, solve
und von Optimierungs- und Differenzialglei-
chungslosern. Auflerdem spielen sie beim ob-
jektorientierten Programmieren in MATLAB eine
groB3e Rolle (Darauf sind wir bisher nicht ein-
gegangen). Zellenarrays finden zum Beispiel
in den Funktionen varargin und varargout
Verwendung, sowie in Grafikkommandos, um
Text zu spezifizieren.

Eine Struktur ist ein Datentyp, welcher ver-
schiedene Werte von méglicherweise verschie-
denen Datentypen beinhaltet. Eine MATLAB-
Struktur ist mit dem Datentyp Recorp in der
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Sprache PascaL vergleichbar. Im einfachsten
Fall ldsst sich eine Struktur durch einfache
Anweisungen erzeugen. Die folgenden Anwei-
sungen erzeugen die Variable M vom Datentyp
struct. Mist ein (1, 1)-Array.

n=2;
M.Name = ’'Hilbert’;
M.Matrix = hilb(n);

T N

M.Eigenwerte = eig(sym(hilb(n)));

Gibt man M ein, so erhilt man die Feldnamen,
aber nicht deren Inhalt:

1 |> M

2 | M =

3 Name: ’Hilbert’

4 Matrix: [2x2 double]
5 Eigenwerte: [2x1 sym]

Das erste Feld M.Name ist vom Typ char, das
zweite vom Typ double und das dritte vom
Typ sym. Den Inhalt des zweiten Feldes erhilt
man zum Beispiel durch

>> M.Matrix

ans =
1.0000
0.5000

0.5000
0.3333

T S

Ein Zellenarray ist ein MaTLAB-Array, das als
Elemente MatLaB-Arrays haben kann. Ein Ele-
ment heilit Zelle oder Zellenelement. Im Ge-
gensatz zu Strukturenarrays werden Zellenar-
rays nicht durch Namen, sondern durch Zah-
len identifiziert. Ein Weg, um ein Zellenarray
zu definieren besteht darin, geschweifte Klam-
mern zu verwenden. Die folgende Anweisung
erzeugt das (2, 2)-Zellenarray Z und gibt Infor-
mationen iiber die einzelnen Zellen am Bild-
schirm aus.

1 |>> Z = {sym(2), pi; pascal(3), ’
ABC’}

2 |Z =

3 [1x1 sym ] [3.1416]

4 [3x3 double] ’ABC’

Ein Zellenarray erlaubt es somit, Arrays ver-
schiedener Datentypen zu einem Objekt zu-
sammenzufassen. Im obigen Beispiel besteht
das Zellenarray Z aus Arrays des Typs double
und char. Sind die Zellen nicht zu groB3, so
werden sie am Bildschirm angezeigt. Lésst es
der Raum aber nicht zu, so erscheint nur die
GroBe der jeweiligen Zelle. Eine Zelle kann
auch eine mehrdimensionale Struktur sein. Die
Inhalte von einzelnen Zellen sind zur Ausgabe
mit Indizes in geschweiften Klammern anzu-
geben. Beispiel:

1| >> z2{2,1}

2 |ans =

3 1 1 1
4 1 3
5 1 3 6

Mit der Funktion cellplot kann man sich die
grafische Struktur eines Zellenarrays in einem
Grafikfenster anschauen. Der Aufruf

1 |cellplot(A)

erzeugt die Abbildung [83]

Aufgabe 204 (Zellenarrays) Speichern Sie die
Blockmatrix

1 2 3|4 5

L_| 6 7 8]9 10
|12 1314 15 )
16 17 1819 20
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Abbildung 85: Die cellplot-Funktion

durch Indexadressierung in einem (2,2)-
Zellenarray A ab.
Losung: Die entsprechenden Zeilen lauten:

1 |A{1,1} = [1 2 3;6 7 8];
> |A{1,2} = [4 5;9 10];
3 |A{2,1} = [11 12 13;16 17 18];
4 |A{2,2} = [14 15;19 20];
O it e ©

Aufgabe 205 (Zellenarrays) Speichern Sie im
(2,2)-Zellenarray Z orthonormale Basen fiir al-
le vier fundamentalen Unterrdume von
1 -1 1
1 00
A= 1 11
1 2 4
In der (1,1)-Zelle soll eine orthonormale Ba-
sis von Bild(AT) stehen, in der (1,2)-Zelle ei-
ne Basis von Null(A), in der (2,1)-Zelle von
Bild(A) und in der verbleibenden Zelle eine or-

thonormale Basis von Null(4)T.
Losung: Die Singuldarwertzerlegung

A =USV"

liefert orthonormale Basen fiir alle vier funda-
mentalen Unterrdume von A.

1> A=11-11;100;111;12 4];
2 [>> [U,S,V] = svd(A);

3 [>> Z = cell(2,2);

4 |>> Z(1,1) = {V};

s |>> Z2(1,2) = {[1};

6 |>> Z2(2,1) = {U(:,1:3)};

7 1> Z202,2) = {U(:,D}I;

Alternativ kann eine Losung wie folgt ausse-
hen:

1 |>> Z2{1,1} = orth(A’);
2 |>> Z{1,2} = null(A);
3 [>> Z{2,1} = orth(A);
4 |>> Z2{2,2} = null(A’);
L ©

75. Audiosignale (Tone, Musik)

Fiir die folgende Beispiele mit Au-
diosignalen ist eine funktionsfihige
,» PC Sound Card* erforderlich.

Analoge Signale, also wert- und zeitkonti-
nuierliche Signale, konnen mit Hilfe eines
Analog-Digital-Umsetzers  (A/D-Umsetzer)
durch Abtastung und Quantisierung in ein
digitales (wert- und zeitdiskretes) Signal
iberfithrt werden. Umgekehrt lassen sich aus
digitalen Signalen mit einem Digital-Analog-
Umsetzer (D/A-Umsetzer) analoge Signale
erzeugen. Wichtige Parameter dabei sind die
Abtastfrequenz fs, das heiit die Hiufigkeit
der Abtastungen pro Sekunde, und die Wort-
lange w, das heifit die Zahlendarstellung der
Amplituden des digitalen Signals.
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Eine moderne ,,PC Sound Card“ besitzt A/D-
und D/A-Umsetzer mit einer typischerweise
von 5 bis 44.1 kHZ einstellbaren Abtastfre-
quenz und einer Wortldnge von 8 oder 16 Bit.
Sie erreicht dann theoretisch eine Horqualitét
vergleichbar zur Audio-CD.

Der folgende Script 14d die Datei handel in
den Workspace. Darin befindet sich das Audio-
signal y fiir das Hallelujah aus HANDELS Mes-
sias. Mit der Funktion soundsc kann das Si-
gnal abgespielt werden. Die Abspieldauer be-
tragt 8.9 s. Die Abtastfrequenz Fs ist 8192 Hz.

1 |>> load handel
2 | >> soundsc(y,Fs)

Gong,
doc

Weiter Tonbeispiele (Zugpfeife,
Geldachter, usw.) finden Sie unter
audiovideo (help audiovideo).

Am PC mit Betriebssystem Windows liegen
Audiosignale oft in Dateien im wav-Format
vor. MatLaB kann derartige Dateien lesen und
schreiben, sowie digitale Signale direkt an
die ,,PC Sound Card“ ausgeben. Siehe doc
audiovideo (help audiovideo).

Aufgabe 206 (Audiosignale) Suchen Sie auf
Ihrem PC eine wav-Datei und laden Sie sie mit
der Funktion wavread. Bestimmen Sie die Ab-
tastfrequenz und die Wortldnge und geben Sie
das Signal grafisch aus.

Losung: Hier mein Beispiel, sieche Abbildung
[B6] Dazu habe ich folgende Skript verwendet.

1 |>> [y,fs] = wavread(’Beispielwav’)

2 | >> soundview(y, fs)

Sound data - 51368 samples, Fs = 11111

3 4 5

2
4
10

:

Abbildung 86: wav-Datei

76. WWW-Seiten

Die Firma MathWorks kann iiber das World
Wide Web (WWW) erreicht werden. Die URL-
Adresseﬂ lautet: http://www.mathworks.
com Der Deutsche Web Mirror (Spiegel) ist
http://www.mathworks.de Von hier aus
findet man verschiedene Informationen {iiber
MarLas und SimuLINK sowie deren Toolboxen.
AuBerdem gibt es Hinweise iiber Blocksets, ei-
ne Liste von Biichern iiber MATLAB sowie m-
Files von anderen Benutzern. Auch Informa-
tionen zur Studentenversion sind dort zu ha-
ben. Es empfiehlt sich, hin und wieder die Ho-
mepage aufzusuchen, da dort die aktuellen In-
formationen iiber MATLAB zu finden sind.

Um sich m-Files von der User Community
zu besorgen, steht die Adresse http://www.
mathworks.de/matlabcentral| zur Verfii-
gung.

Programmiertipps  stehen unter |http:
//www.mathworks.de/access/helpdesk/
help/techdoc/matlab_prog. In dieser
Beschreibung findet Sie auf der letzten Seite
weitere Adressen, um weitere Infos iiber Rea-

3URL: Uniform Resource Locator.
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http://www.mathworks.de/access/helpdesk/help/techdoc/matlab_prog

lease Notes, Function Reference, Newsgroup-
Adressen, Suchadressen nach Online-Quellen,
Digest-Infos, News & Notes, Dokumentatio-
nen (Handbiicher), Beispielsammlung, usw.
Ubrigens, diese Programmiertips (mit den
Adressen auf der letzten Seite) werden auch
als PDF-File mit MarLap mitgeliefert. Uber
das Menii help in MartLaB help unter Printable
Dokumentation (PDF) kommen Sie an das
PDF-Dokument.

Ein FAQ-Text (FAQ = Frequently Asked Ques-
tions) zu MarLaB finden Sie unter http://
www.mit.edu/~pwb/cssm.

7'7. Das MarLaB-Logo

Das MarLas-Logo (Abbildung [87) ist eine
Darstellung des ersten Schwingungsmodus ei-
nes diinnen, fest in einen L-férmigen Rahmen
eingespannten Tucheﬂ dessen  Schwin-
gungsverhalten durch eine Wellengleichung
beschrieben wird. Zur Geschichte des MAaT-
LaB-Logos siehe http://www.mathworks.
com/company/newsletters/news_notes/
clevescorner/win@3_cleve.html.  Das
MarLaB-Logo erhilt man durch das Komman-
do logo (doc logo).

78. Studentenversion

Eine Studentenversion von MATLAB erhalten
Sie unter https://www.academic-center.
de/cgi-bin/home.

“etwa wie ein Tambourin (eine lingliche, zylindrische
Trommel, die mit zwei Fellen bespannt ist).

Abbildung 87: Das MarLaB-Logo

79. Cleve’s Corner

Besonders interessant finde ich Cleve’s Cor-
ner. Darin befinden sich interessante Artikel
rund um MArLAB von CLEVE MOLER, siehe www .
mathworks.com/company/newsletters/
news_notes/clevescorner/index.html.

80. Handbiicher

Die Handbiicher (141, (151,
und [17] sind als PDF-Files
http://www.mathworks.de/access/
helpdesk/help/helpdesk.html|erhiltlich.

(16]
unter

81. Progammiertips

Tips zur effizienten = Programmierung
in MarLaB  finden Sie unter http:
//www.mathworks.de/access/helpdesk/
help/pdf_doc/matlab/programming_
tips.pdf.
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82. Literatur

Biicher zu und iiber MarLaB findet man un-
ter http://www.mathworks.de/support/
books. Darunter auch das sehr empfehlens-
werte Buch von CLEVE MOLER, siehe [|19].

83. Ahnliche Systeme

Diejenigen, die sich MarLaB nicht leis-
ten konnen, sei auf die Public Domain
Software SciLaB (http://www-rocq.
inria.fr/scilab/), OcCTAVE (http:
//www.gnu.org/software/octave/,
http://www.che.wisc.edu/octave),
RLAB (http://rlab.sourceforge.net)
und EuLEr (http://mathsrv.
ku-eichstaett.de/MGF/homes/
grothmann/euler/german/index.html)
verwiesen. Diese Systeme sind beziiglich
Syntax und Kapazitit dem MATLAB-System
dhnlich. Andere kommerzielle Systeme sind
zum Beispiel Gauss, H1Q, IDL, Maracap und
PV-WAVE.

Andere interaktive Systeme, die ihre Stirken
hauptséchlich im Bereich symbolischer Rech-
nungen haben, sind: Axiom, DERIVE, MACSYMA,
MapLE, Maraematica, MuPAD und REebuck.
Man nennt diese Systeme Computeralgebra-
Systeme (CA-Systeme).
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A. Glossar

Array (Feld). Unter einem Array (Feld) ver-
steht man eine Reihe (Ansammlung) von
Daten eines bestimmten Typs. Vektoren
und Matrizen sind die bekanntesten Bei-
spiele.

Array Editor. Ein Tool, das es erlaubt, den In-
halt von Arrays anzuzeigen und zu verin-
dern.

Class (Klasse oder Datentyp). Ein Daten-
typ in MATLAB.

Command History (Kommando-Historie).
Ein Tool, das frilher eingebaute Mar-
1aB Kommandos anzeigt, sowohl fiir
die gegenwirtige als auch fiir friithere
Sitzungen.

Command Window (Kommando-Fenster).
Das Fenster, in dem MarLaB den Prompt
» anzeigt und man Kommandos ein-
geben kann. Es ist Teil der MarLaB
Arbeitsoberfliche.

Current Directory Browser. Aktueller
Verzeichnis-Browser. Ein Browser, in
dem m-Files und andere Files angezeigt
werden. Es konnen auch Operationen
angewendet werden.

Editor/Debugger. Ein Tool zum Erzeugen,
Editieren und zur Fehlersuche von Files.

FIG-file. Ein File mit der Endung .fig, der
eine MatLAB-Figur speichert und in MaAT-
LAB eingeladen werden kann.

Figure. Ein MarLaB-Fenster zur Anzeige von
Grafik.

Function M-File. Ein Typ von m-File, der

Ein- und Ausgabeargumente akzeptiert.
Variablen sind dort lokal definiert.

Handle Graphics. Ein  objekt-orientiertes
Grafiksystem, dem die Grafik von Mar-
LAB unterliegt. Objekte sind hierachisch
organisiert und werden durch Handles
manipuliert.

Help Browser. Ein Browser, mit dem man
die Dokumentation von MarLAB und an-
deren MathWorks Produkten anschauen
und suchen kann.

IEEE arithmetic (IEEE-Arithmetik). Ein
Standard-Gleitpunktsystem, das in
MartLaB realisiert ist.

LAPACK. Eine Bibliothek von FORTRAN
77 Programmen zur Losung linearer
Gleichungen, Ausgleichsaufgaben,
Eigenwert- und Singuldrwertberech-
nnungen. Viele MarLaB-Funktionen zur
linearen Algebra basieren auf LAPACK.

Launchpad. Ein Fenster fiir den Zugang zu
Tools, Demos und Dokumentationen von
MathWorks Produkten.

M-File. Ein File mit der Endung .m, der Mar-
LAB Kommandos beinhaltet. Ein m-File ist
entweder ein Function oder Script-File.

MAT-File. Ein File mit der Endung .mat, der
MartLAB Variablen beinhaltet. Es wird mit
den Kommandos save und load erzeugt
bzw. eingeladen.

MarLae desktop (Arbeitsoberflache). Eine
Benutzer-Arbeitsoberfliche, um Files,
Tools und Anwendungen mit MATLAB zu
bearbeiten.

MEX-File. Ein Unterprogramm mit C oder
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FORTRAN-Code, das plattformabgingi-
ge Endungen hat. Es verhilt sich wie ein
m-File oder eine eingebaute Funktion.

Script M-File. Ein Typ von m-File, das kein
Ein- und Ausgabeargument hat und auf
Daten im Workspace (Arbeitsspeicher)
operiert.

Toolbox. Fine Sammlung von m-Files, die
den Funktionsumfang von MATLAB erwei-
tert, gewohnlich im Hinblick auf ein spe-
zielles Anwendungsfeld.

Workspace. Arbeitsspeicher, der iiber die
MarLaB-Befehlszeilen  erreichbar  ist.
Beim Beenden werden die Variablen
geloscht.

Workspace Browser. Ein Browser, der al-
le Variablen im Workspace auflistet und
Operationen auf diesen erlaubt.
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B. Die Top MarLaB-Funktionen

Arrays
) size Arraygrofie
In diesem Anhang liste ich MarLAB-Funktionen length | Vektorlinge
auf, von denen ich glaube, dass sie vom typi- reshape | Andert Form
schen MarLaB-User am Hiufigsten eingesetzt . Doppelpunkt
werden. Informationen iiber diese Funktionen end Letzter Index
erhalten Sie mit den Online-Hilfen von MAaT- diag Diagonalmatrizen
LAB, insbesondere mit doc und help. Siehe tril Dreiecksmatrizen
auch die Abschnitte[l/jund triu Dreiecksmatrizen
Vektoren/Matrizen repmat | Blockmatrix
Zeros Nullmatrix
ones Einsmatrix Kontrollstrukturen
eye Einheitsmatrix error Fehlermeldung
rand Zufallsmatrix for For-Schleife
randn Zufallsmatrix if If-Abfrage
linspace | Gleicher Abstand switch, case | Fallunterscheidung
while Wiederholungen
Spezielle Variablen/Konstanten
ans | Nullarray Datenanalysis
eps | Maschinengenauigkeit max | Maximum
i Imaginire Einheit min | Minimum
j Imaginire Einheit mean | arithm. Mittelwert
inf | oo std | Standardabweichung
NaN | Not a Number sum | Summe
pi Kreiszahl 7 prod | Produkt
sort | Sortieren
Logische Operatoren
all Test auf Nichtnullen Lineare Algebra
any Test fiir ein Nichtnullelement norm | Norm
find Findet Indizes cond | Kondition
isempty | Test auf leeres Array \ Lost LGS
isequal | Test auf Gleichheit eig | Eigensysteme

lu LU-Faktorisierung
qr QR-Faktorisierung
svd | Singuldrwertzerlegung
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m-Files

edit Editor
lookfor | Suche
nargin | Anzahl Input-Argumente
nargout | Anzahl Output-Argumente
type Listet File
which Pfadname
Gemischtes
clc Loscht
demo Demonstrationen
diary Aufzeichnungen
dir Verzeichnis
doc Hilfe
help Hilfe
tic, toc | Zeitmessung
what Listet Files
Datentypen
double Double Precision
char Zeichen
cell Zelle
num2str | Zahl2Zeichen
sparse | Sparsematrix
struct Struktur
Workspace
clear Loscht
who Listet Variablen
load Lad Variablen
save Speichert
exit, quit | Beendet
Ein- und Ausgabe
disp Zeigt Text oder Array
fprintf | Schreibt Daten
sprintf | Schreibt Daten
input Prompt fiir Eingabe

Numerische Methoden

bvp4c Randwertaufgabe
fft FFT
fminbnd | Minimierung
interpl | Interpolation
ode45 Lost ODE
polyfit | Polynomfit
quadl Numerische Integration
roots Nullstellen
spline | Splines
Grafik

plot x, y-Plot

fplot Funktionsplot

ezplot | Funktionsplot

semilog | Halblogarithmisch

bar Barplot

hist Histogramm

axis Axen

xlim x-Achse

ylim y-Achse

grid Gitter

xlabel | x-Label

ylabel | y-Label

title Titel

legend | Legende

text Text

subplot | Subplot

hold Einfrieren

contour | Hohenlinien

mesh 3D-Netz

surf 3D-Flidchengraph

spy Sparsestruktur

print Drucken

clf Loscht Figur

close Schlieft Figur
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binopdf, 154
blkdiag, [5]]

box off,[62]

box on,[62]
bvpdc, [ISOHIS3 231
bvpinit,[I5]]

C/C++,[17,38] BI]
cart2pol,[70|
cart2sph, [70]

cat, 219} 220]

cd,[28

ceil,[1539]

ceil(x),[39]
cell, 219 221} 23T]
cellplot,223

cgs, [T19]

char, [IT3} 219} 22TH223| 231]

chol,[T13]



CHoLESKY, [T13] degree,

cholinc,[T19| delete,28
CHOLSEKY, demo, 231]
circshift,[57 demos, [19§]
class,221] Derive, 227
clec, 271 237] det,[99] [T04]
clear, 13T di ag, A4 5T} 0% 2T} 230
clear global,[8§ diag(rot90(B)),[52
Creve MoLkr, 2 226] 227] diary,[237] -
clf,237] diary off,
close,[237] diff,[53] [[¥]
coeff,[187] digits,[195
colorbar,[64] dir, 28] 237]
colormap, [64] disp, 56} 231]
colspace, 93] [104] doc, 22} 26} 271 230} 231
combinat,[157] doc audiovideo,[227
compan, [43] doc datatypes,[36]221]
compose,[172] doc demo, 26|
computer, 28] [32] 34] doc dergos’%@@
cond, [114] 230| doc elfun,
condest,[114] doc elmat,[32} 43
contour, 237] doc funfun,[58] [14§|
conv, [128] [13T] doc gallery,[I19
convert,[187] doc general,[87]
corrcoef,[154] doc graph2d,[62]
cos, 38 [123] doc graph3d,[63|
cosd, 3§ doc graphics,[73|
cot,[3§ doc iofun,[57]
cov, [126] [154] doc lang,[32)[79[82]
cross, 50} 04 [T03] goc 1090@%@
csc, 38 oc ops,
cumprod, [53| doc optim,[T38}[199, 207]
cumsum, 53] doc polyfun,[13]]
cumtrapz, [143] [146] doc sim,[213
cylinder,[73] doc sparfun,[120] 217
doc specfun,[3§
dblquad, [T43] [144] [146] doc specgraph,[63]
deconv, [129] [137] doc stats,[154]
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doc strfun,[222] feval,[124]

doc symbolic,[197] ££t,[139237]
doc uicontrol,[73| fftw,[14]]
dot,[94] [103] Fisonaccr, [T68]
double, 3, 0 30 33| 33 36l [T13] 2191 221] filebrowser,[22]

223, 237] find, [230]
dsolve,[146] [148] [189] find(B),[54]

finite(B(:,3)).pq

echo off,[8T] finverse,[I73|
echo on,[8]] fix(x),[39
edit,[82231] fliplr,[511[52
eig, [82] [09} [T00] [T02H104] [TT8] [120} [121] fliplr(a),[2

217 219, 230 f1ipud, [} 51
eigs, 2 [102] [120} [T21] [217] floor,[139]
eigshow, [T01] [T02] floor(x),[39
Erspack, [T6] fminbnd, [126] [138] 231]
ellipsoid,[73] fmincon, 202H204] [206] 207]
end, [125] 230] fminsearch, T3]
eps, 32 B3| [[11}[117, 230) fopen, [57]
eps*realmin, 34 for, [78][791 230
error, 230] format, 31} [56]
Eukvip, 37] format bank,[3]]
EuLer, [176] [T95HT197] 227) format long,[3]]
ExceL, 23] 23] format short,[3]]
exist,[28][86] Fortran, [17} [81] [TTT]
exit,[19 Fourier, [T39HT4T] [T92HT93]
exit, quit,[23T] fourier,[194]
exp, 39, [123] fplot,[58] [63] 85| 231]
expand, [16§| fprintf, [56] 57} 231]
expm, 51} [104] [121] fread,[57|
eye, [#4] 1] [T03] 217 Frosentus, [113)]
ezmesh, [63} [67] fscanf,[57,[58]
ezplot,[63] 65} [68] [123] 23T] fsolve,[133] 198
ezplot3,[63)| full,[121] 216
ezsurf,[67] function, 40, 81 83

function_handle,22]]

factor,[187] funm, [57]
factorial,[155][156] funtool,[187]
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furite,[57]
fzero,[58} 134} [[35] [175]

Gavg, [9]
gallery,[43|

Gauss, [109] [T89]
GAUSS-JORDAN,
Gauss, 227]
gausselim, [T07} [I09} [T10]
gaussjord,[107} [T10]
gcd,[T70)
gemres,[119]
geomean, [154]
geopdf,[154]

get,[73

global, 86
gmres, [TT9} [120]
grid,[60} 23]

gsvd, [126]

guide,[73]

Hapamarp, (@3]

hadamard, @3] [126]
handel, 223

HankeL, 38| 43]
hankel, 43|

Hor, 23]

Heavisipe, [83]
heaviside,[83

help, 25H27} 230 231]
Herwmrre, [T13} [TT18] [TT9] [T21]
Hessk, [183)]

Higuam, [T19]

Hicuawms, @3]

hilb,d3]
HiLgerr, 45]
HIQ,[227]
hist,[71} 237]

hold,23T]
HORNER, [83]
horner, [187]
hostid, 28|

hunps, [63} 134} [141} [T45]

i,

IDL, 27

Ieek, 30, 33] 34]
if,[78,[79
ifft,[139)
imag,33]
image,[73} [74]
imagesc,[73] [74]
imfinfo,[73][74]
imread,[73] [74]
imwrite,[73][74]
Inf,[32 3435
inf, 32 230]
input, [53] 231]
inputname, 82
int,[146] [184]
int16,33
int32,[33)
int8,[35] 36
interpl,[133]23]]
interp2,[63|
intmax, [36]
intmin, 36|

inv, 0| [[03] [T04} [[T0} 219
inverse,[26]
invhilb, 43|
ipermute,
isa,[22]]
iscount,[174]
isempty,
isequal,
iskeyword, [86]
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isvarname,[32]

3.B2R30

Jacos, [183] [184]
jacobian, [183
Java, [17] 38|

Jorpan, [104]
jordan,[T04]

kron,
KRONECKER,

Larack, [TT1]
LarLack, [183] [193] 211]
laplace,[185][193
legend,[237]

Lemsniz, [180]

length, [230]
license,[28|
limit,[[76,[[77)
LinearAlgebra,[198]
LinpACK, [T6]
linprog,[199] 200
linsolve,[104]
linspace,[d2][T53] 230]
load, 21} 3] 231]
log,[39

1log10,[39]

log2,[39

loglog,[69]

logm, [57]

logo, 226
logspace,[d2]
lookfor,[26] 27} B3] 231]
lookfor complex,[33
1s,[28]
1sqcurvefit,[208]
1sqlin, 202
1sgnonlin, 208

1sqr,[119
1u, [O1] [T03] [114] 218 230]
luinc,[T19]

Macsyma, 227]

mad, [[34]

magic,[T0} @3]

MAPLE,IELMH'SSIMMITWWSL
(189} [19T} [T95HT98l 227]

maple, [107}[T70}[197]

maple(’with(combinat)’),[19§|

MarHcab, 227]

MaATHEMATICA, 227]

Marias, [83] 203

matlabrc,[29

matlabroot, 28|

max, [37, 53]

mean, [53] 801 (154 [161} 230]

median, [53} [80} [T54]

mesh, [62, (631 [153] 231]

meshgrid,

mfun, 193]

mhelp, [186]
mhelp Basis,[T98|

mhelp binomial,[T98|

mhelp combinat,[157][19§|

mhelp LinearAlgebra [Basis],@
mhelp(’LinearAlgebra,Basis’),[198|
min, 53] 230]

minres,[T19

mode, [154]

movie, [74]

mtaylor, [T88]

multinomial,[156]
MuPAD, 277]

namelengthmax, 31]
NaN, 32 34} 83]
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nargchk, 82| perms, [155] [156]

nargin, [§2] 231] permute, 220
nargout,[82} 237] pi, 311 B2} 230
nchoosek, [153] pie, [71]
ndgrid, 220] piecewise,[174]
ndims, 220] pinv, [TT§]
norm, 37} [TT1], [T13] 230] pinv(A)*b, 104
normest,[T13] plot,[T5] [59H63] 231]
normpdf, [125] [154] plot3,[61][62]
null, B3] [T04] [T17] plotyy,[70]
num2str, 222} 23]] pol2cart,[70|

polar,[71]
Ocrave, 227 poly,[09] [104} [T28] [31]
odel13,[149 polyder,[129} [13]]
odel151,[T48] [149] polyfit,[127] [131} 231]
odel5s,[T49] polyint,[130}[131]
ode23,[149] polyval,[T30] [I37]
ode23s,[T49] pretty,[T68|
ode23t,[149| print,[73]23]]
ode23tb,[149] private,[126
ode45, [58] [127] [T47H149] 2121 213} 231] prod, 53] [155} [156] 230]
odeset,[138| PV-WAVE, 227
ones, {4 217, 230] pwd, 28]
optimset,[134] [133] [138]
optimset (’ fminbnd’),[138] qumr, [IT9]
optimset (’ fminsearch’),[13§] qr, [103] 230]
orth, 03] [T04] [TT7] quad, [0} 58] [T4T] [143] [144} [T4¢]

quad, quadl,[126|
Pascat, [17] 43} 8T} 223] quadl, [T41] [143] [144] [146] 231]
pascal, 43| quadv, [T46]
patch,[73] quit,[T9
path, 27] quiver, [71][72]
Path Browser, 28 quivers3,[72]
pathtool, 28]
pcg, 119} [120] rand, [T0} 44} (47 [158] [T39} [T61] 217] 219]
pdepe, [[52] [153] 230
pdsolve,[I89][191}[192] rand(n), [159
peaks, [64] [63] randn, 44} [158} [T59} [T61} 219} 230]
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randtool, [162] sim, 213
range, [154] simplify,[T6§]

rank, 06} [T04} 117} [126] simulink,[209
rcond, [TT1}[TT4] sin, 26| 38} 58] [123]
real,[33 sind,[38|
realmax,[34] single,[35] 36]
realmin,[34] size,[d3] 43 [82] 230
REcorb, 222] solve, [107, 110} [T37, 174} [T87, 222]
Repuck, 227] sort, [53] B0} 230]
ReicHeLr, [149] soundsc, 225
repmat, 230] sparse, 216} 217 237]
reshape, [51} 230] spdiags,[216|
reshape(A,4,3),52 speye, 217]
RLAB,227] sph2cart,[70]
roots, [I31][133] 137} 231] sphere,[75]
ROSENBROCK, [T49)] spline,[133] 231]
rosser, 43 spones, [217]
rot90, 1] sprand, 217]
rot90(A,3), sprandn, [217]
rot90(B),[52 sprintf, [56 23]
round, spy, [218] [231]
round(x),[39 sqrt, [25] 32} B9 1]
rref,[90} [104] [TO7HTI0] sqrtm, 5]
rsolve,[I89 squeeze, 220]
Runce-Kurra, [147] [T49] startup, [29]
Runge-Kurte, [149)] std,[53} [80L 154
stem, [71]
save, 21} 231] str2num, 227
saveas,[73] struct, 219 221} 223 231]
SciLas, [227] subplot, [61] 23T]
sdvs, [121] subs, [168] [172] [T73} [187]
sec,[3§ sum, 53] 230]
semilog, 237] surf, [62] 237]
semilogx,[69] svd, [104} 217 230]
semilogy,[69] svds, [121} 217]
set,[73 switch,[78][T9]
SHAMPINE, [T49)] switch, case,230]
shiftdim, 220] sym, 221} 223]
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symmlq, [I19] WAaTHEN, [T T9]

symsum, [I79] wav, 225
wavread, 223

TopLitz, 43] what, 28] 237]

tabulate, 154 whatsnew, 28|

tan, 3§ which, 28] 231]

TaYLOR, [T88] while,[78] [79] 230]

taylor,[187] who, 2T} 231]

taylortool,[I87} [188] whos, 0] 21]

text, 23] whos global, 8§

tic,[12]] why, [126]

tic, toc,[231] WIiLKINSON, B3]

title,[60H62) 23T wilkinson, 43|

toc,[121]

toeplitz, 473 xlébel,@@

trapz, [T44 [[46] x1im, 231]

tril, 511 521 [[04 230 ylabel,[61] [23T]

triplequad,[144} [146] ylim P37

triu, 511 52} [104] 230] ’

triu(B),[52] zeros, [#4} [78] P1} [T03] 217 219} 230

type, 28] [173] 23] zlabel, [6]]

uiimport, 23]

uint16,[33|

uint32,[33

uint8, 35 36]

unidpdf, [154]

unifpdf, [154]

vander, 43

VANDERMONDE, [43]

var, [53}[126] [154} [T61]

varargin, [126] 127 222]

varargout,[127} 222]

vectorize,[53] B8]

ver, 2§

version, 28]

vpa, 193]

241 Copyright © G. Gramlich



	Einführung
	Erste Schritte
	Magische Quadrate (magic)
	Grafik

	Allgemeines
	Was macht den Erfolg von Matlab aus?
	Starten und beenden
	Die Arbeitsoberfläche
	Das Command Window
	Command History
	Der Workspace Browser
	Current Directory

	Der Help Browser
	Der Array Editor
	Der Editor/Debugger
	Plots
	Der Import Wizard
	Matlab unterbrechen
	Lange Eingabezeilen
	Eine Sitzung aufzeichnen
	Das help-Kommando
	Das doc-Kommando
	Demos
	Das lookfor-Kommando
	Alle Funktionen?
	Wichtige Funktionen?
	Der Path Browser
	Den Datenträger verwalten
	Wie man weitere Systeminformationen erhält
	Neuigkeiten und Versionen
	Voreinstellungen
	Einfaches Rechnen
	Welche arithmetische Operation hat Vorang?
	Zahlen und Formate
	Variablen und Konstanten
	Komplexe Zahlen
	Ieee-Arithmetik und double
	Nicht double-Datentypen
	Merkmale von Matlab
	Keine Deklaration notwendig
	Variable Argumentenliste
	Komplexe Arrays und Arithmetik

	Mathematische Funktionen
	Rundungsfunktionen
	Verwendung mathematischer Funktionen in Matlab

	Vektoren
	Vektorenoperationen
	Matrizen
	Matrizen erzeugen
	Der Doppelpunkt
	Matrizen- und Arrayoperationen
	Matrizenmanipulationen
	Datenanalye

	Vektorielle Programmierung
	Ein- und Ausgabe
	Benutzereingabe
	Bildschirmausgabe
	Dateien lesen und schreiben

	Function Functions
	Grafik
	2D-Grafik
	3D-Grafik
	Funktionsdarstellungen
	Parametrisierte Kurven
	Parametrisierte Flächen
	Implizite Kurven
	Implizite Flächen
	Koordinatenachsen skalieren
	Zwei y-Achsen
	Koordinatentransformationen
	Spezielle Grafikfunktionen
	Vektorfelder visualisieren
	Grafiken exportieren und drucken
	Digitale Bilder
	Animationen
	Handle Graphics
	Graphical User Interface (GUI)
	Geometrische Körper
	Flächenstücke (Patches)

	Vergleichsoperatoren, Vergleichsfunktionen
	Logische Operatoren und logische Funktionen
	Logische Operatoren
	Logische Funktionen

	Steuerstrukturen
	for-Schleife
	while-Schleife
	if-Anweisung
	switch-Anweisung

	m-Files
	Script-Files
	Function-Files
	Namen von m-Files
	Editieren von m-Files
	Zur Struktur eines m-Files
	Blockkommentare
	Übungsaufgaben

	Globale und lokale Variablen
	Namenstest
	Wie man effiziente Programme schreibt
	Lineare Algebra (Teil 1)
	Lineare Gleichungssysteme und Matrizen
	Vektoren in der Ebene und im Raum
	Analytische Geometrie von Geraden und Ebenen
	Reelle Vektorräume und Unterräume
	Determinanten
	Eigenwerte und Eigenvektoren
	Lineare Abbildungen und Matrizen
	Matlab-Funktionen für die Lineare Algebra im Überblick

	Lineare Algebra (Teil 2)
	Lineare Gleichungssysteme (2)
	Quadratische Systeme
	Überbestimmte Systeme
	Unterbestimmte Systeme

	Lineare Gleichungssysteme (3)
	Lineare Gleichungssysteme (4)
	Inverse

	Lineare Algebra (Teil 3)
	Normen
	Konditionszahlen
	LU-Faktorisierung
	Cholesky-Faktorisierung
	QR-Faktorisierung
	Singulärwertzerlegung
	Pseudoinverse
	Eigensysteme
	Iterative Methoden
	Iterative Methoden für lineare Gleichungssysteme
	Iterative Methoden für Eigensysteme
	Iterative Methoden für Singulärwertsysteme

	Funktionen einer Matrix

	Mehr zu Funktionen
	Function-Handles
	Anonymous Functions
	Subfunctions
	Nested Functions
	Overloaded Functions
	Private Functions
	Beispielhafte Funktionen

	Lineare Ausgleichsaufgaben
	Polynome
	Darstellung von Polynomen
	Nullstellen von Polynomen
	Multiplikation von Polynomen
	Addition und Subtraktion von Polynomen
	Division von Polynomen
	Ableiten von Polynomen
	Integrieren von Polynomen
	Auswerten von Polynomen
	Zusammenfassung

	Polynominterpolation
	Polynomapproximation
	Kubische Splineinterpolation
	Stückweise lineare Interpolation
	Nichtlineare Gleichungen (1)
	Optimierung (Teil 1)
	FFT
	Integration
	Mehrfachintegrale
	Tabellarische Daten
	Numerische uneigentliche Integration
	Zusammenfassung

	Differenzialgleichungen
	Anfangswertaufgaben
	Randwertaufgaben
	Partielle Differenzialgleichungen

	Statistik
	Kombinatorik
	Fakultäten, Binomial- und Polynomialzahlen
	Permutationen ohne Wiederholung
	Variationen ohne Wiederholung
	Kombinationen ohne Wiederholung
	Permutationen mit Wiederholung
	Variationen mit Wiederholung
	Kombinationen mit Wiederholung
	Weitere Funktionen

	Zufallszahlen
	Gleichverteilte Zufallszahlen
	Normalverteilte Zufallszahlen
	Im Vergleich: Gleich- und normalverteilte Zufallszahlen
	Andere Verteilungen

	Stochastische Simulationen
	Näherung für 
	Zum Ziegenproblem
	Das Geburtstagsparadox
	Bestimmte Integrale

	Symbolisches Rechnen
	Erste Schritte
	Wie man Maple-Funktionen verwendet
	Mathematische Funktionen
	Algebraische Gleichungen
	Grenzwerte
	Endliche und unendliche Summen
	Differenziation
	Partielle Differenziation
	Der Gradient
	Die Hesse-Matrix
	Die Jacobi-Matrix
	Integration
	Polynome
	Taylor-Polynome
	Die Funktionen funtool und taylortool
	Mehrdimensionale Taylor-Polynome
	Lineare Algebra
	Differenzengleichungen
	Differenzialgleichungen
	Die kontinuierliche Fourier-Transformation
	Laplace-Transformation
	Spezielle mathematische Funktionen
	Variable Rechengenauigkeit
	Überblick über alle symbolischen Funktionen
	Weitere Bemerkungen und Hinweise

	Nichtlineare Gleichungen (2)
	Optimierung (Teil 2)
	Lineare Optimierung
	Quadratische Optimierung
	Lineare Ausgleichsaufgaben mit linearen Nebenbedingungen
	Nichtlineare Optimierung
	Überblick über alle Funktionen zur Optimierung

	Nichtlineare Ausgleichsaufgaben
	Simulink
	Erste Schritte
	Konstruktion eines Blockdiagramms
	Weitere Arbeitsschritte
	Ein erstes Beispiel
	Konstruktion des Blockdiagramms
	Weitere Arbeitsschritte
	Simulation

	Beispiele
	Vereinfachungen
	Kommunikation mit Matlab
	Umgang mit Kennlinien
	Weitere Bemerkungen und Hinweise

	Dünn besetzte Matrizen
	Sparsematrizen erzeugen
	Mit Sparsematrizen rechnen

	Mehrdimensionale Arrays
	Datentypen (Klassen)
	Zeichenketten (char)
	Zellen- und Strukturenarrays

	Audiosignale (Töne, Musik)
	WWW-Seiten
	Das Matlab-Logo
	Studentenversion
	Cleve's Corner
	Handbücher
	Progammiertips
	Literatur
	Ähnliche Systeme
	Glossar
	Die Top Matlab-Funktionen
	Literatur
	Stichwortverzeichnis

